HY / Avoin yliopisto
Lineaarialgebra ja matriisilaskenta I, kesd 2016
Harjoitus 3

Ratkaisut palautettava viimeistidn maanantaing 6.6.2016 klo 16.15.

Tehtdvasarja |

Kertaa tarvittaessa materiaalin lukuja 1-6 ja 9-10.

Sarjaan litttyvdt Stack-tehtdvdt: 1, 2 ja 3.

1. Avaruuden R? aliavaruus W on vektorien @ = (1, —1,4) ja v = (1,1,0) virittima.

a) Kirjoita tamé aliavaruus span-merkinnin avulla sekid joukkona samaan ta-
paan kuin méaaritelmésséa 4.1.

b) Millaisia muotoa ovat aliavaruuden W vektorit? Oletetaan, etta w € W. Kir-
joita vektori w nékyviin komponentteineen.

c) Havainnollista aliavaruutta W piirtdmalld tai kuvailemalla sitd omin sanoin.

Tehtavasarja |l

Tutustu kurssimateriaalin lukuun 7, jossa méaritelladn, mité tarkoittaa vapaus.

Sarjaan liittyvdat Stack-tehtdvdt: 4.

2. Havainnollista piirroksella vektoreita u ja v (ks. alla). Etsi sellaiset reaaliluvut s ja
t, ettd vektori su + tv on nollavektori. Kuinka monella eri tavalla voit valita luvut
s ja t? Onko jono (u,v) vapaa vai sidottu?

(a) @=(6,-2), 5= (-13) (b) @=(6,-2), 5= (—3,1)

3. Merkitddn v; = (1,—1,1), v = (2,—2,2) ja v3 = (0,0, 1).
a) Néaytd méiritelmén 7.1 avulla, ettd vektorijono (v1,v2,v3) on sidottu.

b) Voitko kirjoittaa jonkin vektoreista toisten lineaarikombinaationa? Enta voit-
ko kirjoittaa jokaisen vektoreista toisten lineaarikombinaationa? Tee niin, jos
mahdollista.

4. Merkitdan wy = (1,1,1), wa = (1,2,3) ja w3 = (1,—1,2). Onko jono (w;,ws, w3)
vapaa? Perustele vastauksesi vapauden mééaritelméan avulla.

Tehtavasarja 11

Tutustu materiaalin lukuun 8, jossa selvida, mita tarkoittavat kasitteet kanta ja dimen-
sio. Kertaa tarpeen mukaan myos virittdmiseen ja vapauteen liittyvid asioita luvuista
6-7.

5. Esimerkin 8.4 mukaan vektorit w; = (2, —1) ja wg = (1,3) muodostavat avaruuden
R? kannan B = (w,w3).

a) Madrita vektorin u = (10, 2) koordinaatit kannan B suhteen. Voit hyodyntéaa
esimerkin 8.4 ratkaisua. Piirrd naitd koordinaatteja havainnollistava kuva.
Ota mallia esimerkin 8.6 kuvista 8.27 ja 8.28.



b) Tiedetéén, ettd vektorin w koordinaatit kannan B suhteen ovat 3 ja —2. Misté
vektorista on kysymys? Piirrd havainnollistava kuva.

6. Téassd tehtéavissd tarkastellaan joukkoa V = {(s — 2t,2s — 4t, —s + 2t) | s,t € R}.

a) Osoita, ettd V on avaruuden R? aliavaruus etsimilli sille jotkin virittdjivek-
torit. Katso tarvittaessa mallia viikon 2 Stack-tehtavésta 4.

b) Etsi aliavaruudelle V' jokin kanta. Téssd kannattaa tutkia, onko virittajavek-
toreiden muodostama jono vapaa, vai onko siina ”
Muista kannan mééaritelma 8.1.

ylimaaréisia” vektoreita.

¢) Mika on aliavaruuden V' dimensio? Havainnollista aliavaruutta V' piirtdmalla
tai omin sanoin.

Tehtavasarja IV

Jatketaan lukujen 6-8 opiskelua. Tehtévissd 7-9 tutkitaan vektoreita v; = (0,2, —1),
vy = (1,2,0) ja v = (1,0,2). Sarjaan liittyvd Stack-tehtédva kannattaa kuitenkin tehda
ensimmaiseksi.

Sarjaan litttyvdt Stack-tehtdvdt: 5.

7. a) Osoita, ettd vektorit v1, U2 ja v3 virittdvit avaruuden R3.
b) Erés vektori u esitettiin vektorien v1, vy ja v3 lineaarikombinaationa. Kertoi-
miksi saatiin 3, —5 ja 6. Mik& vektori oli kyseessi?
8. a) Osoita, ettd vektorit v1, U2 ja v3 ovat lineaarisesti riippumattomat toisistaan.
Hy6dynna tehtavan 7 matriisia ja valtd turhia laskuja.
b) Mité voit paatella vektorijonosta (v1,v2,v3) a-kohdan ja tehtévin 7 nojalla?
9. a) Onko olemassa jokin vektori v € R?, jota ei voida esittii vektorien o1, Uo
ja v3 lineaarikombinaationa? Enté onko olemassa jokin vektori 4 € R?, joka

voidaan esittda usealla eri tavalla vektorien v, v5 ja v3 lineaarikombinaationa?
Hy6dynna tehtdvin 8 b-kohtaa ja lausetta 8.3.

b) Esitd vektori w = (5,6, 7) vektorien v;, U3 ja v3 lineaarikombinaationa. Hy6-
dynnéa tehtévaa 7 ja valtd turhia laskuja.
Tehtavasarja V

Tutustu kurssimateriaalin lukuun 11, jossa opitaan laskemaan determinantti ja tutki-
maan sen avulla, onko matriisi kd&ntyva.

Sarjaan litttyvdt Stack-tehtdvdt: 6 ja 7.

Tehtavasarja VI

Tehtavassa 10 tutkitaan tarkemmin yhtalonratkaisun periaatteita ja siihen liittyvia loo-
gisia seuraussuhteita. Lue tatd varten kurssisivulta 16ytyvéa teksti yhtalonratkaisusta.

10. Merkitaan



a) Osoita, ettd AB = I. Onko matriisi B matriisin A kddnteismatriisi?
b) Tutkitaan yhtilod XA = C, missi X € R1*2. Tarkastellaan seuraavaa péit-
telyketjua:
XA=C
XAB=CB
XI=CB
X=CB
& X=[-1 1].

t o0

Tarkista, ettd X = [—1 1] ei kuitenkaan ole yhtdlon X A = C ratkaisu. Mika
péaattelyssi menee pieleen? (Katso tarvittaessa apua kurssisivulla olevasta
yhtalonratkaisutekstisté.)

c) Vaihda paéttelyketjussa ekvivalenssinuolten tilalle tarpeen mukaan implikaa-
tionuolia niin, ettd paédttelyketju on tosi.

11. Prosessissa erotetaan suolayhdistetta kiteyttdmalld. Haihduttimeen syotetdan 20-
prosenttista suolaliuosta 1000 kg/h. Haihduttimessa suolaliuos konsentroidaan 50-
prosenttiseksi suolaliuokseksi, joka syotetéaan kiteyttimeen. Kiteyttimessa liuos jaah-
tyy ja muodostuu suolakiteitd, jotka sisaltaviat 4 % vettd. Kiteet erotetaan ja jal-
jelle jaava liuos on kyllainen suolan suhteen sisaltden suolaa 37,5 %. Taméa liuos
palautetaan sekoittimeen, jossa sen joukkoon lisdtddn uutta suolaliuosta.

Liuos x kg/h Vesi y kg/h Kiteet u kg/h (vetta 4 %)

1000 kg/h Liuos z kg/h

Sekoitin suolaa 20 % Haihdutin suolaa 50 % Kiteytin

Kyllainen liuos w kg/h
suolaa 37,5 %

a) Muodosta kolme yht#lod ylla olevassa kaaviossa esiintyvien méérien x, v,
z, u ja w valille kdyttaen hyvéiksi tietoa, ettei ainetta havid tai synny lisdé
missddn prosessin vaiheessa. Muodosta lisdksi kaksi yhtélod tarkastelemalla
suolan méaaraé prosessin eri vaiheissa.

b) Ratkaise saamasi viiden yhtélon lineaarinen yhtaloryhma MATLABIlla tai
FreeMatilla/Octavella tai késin Gaussin-Jordanin eliminointimenetelmé&lla.

Jos kaytat tietokonetta ratkaisuun, voit edetd seuraavasti: Kirjoita yhtalo-
ryhmén 5 x 5-kerroinmatriisi ohjelmaan tavalliseen tapaan ja anna sille nimi
A. Kirjoita yhtaloryhméan vakiot omaksi 5 x 1-matriisikseen ja anna sille nimi
b. Tutki matriisin A kddntyvyyttd laskemalla sen determinantti komennol-
la det(A). Jos matriisi A on kédntyvéd, lauseen 10.7. nojalla yht&loryhméalla
on yksikétteinen ratkaisu, joka 16ytyy komennolla A\b. Jos matriisi A ei ole
kaantyvé, yksikasitteistd ratkaisua ei valttadmétta ole olemassa. Télloin kan-
nattaa muuttaa yhtaloryhmén matriisi [A b] redusoiduksi porrasmatriisiksi
komennolla rref ([A b]).



