HY / Avoin yliopisto
Lineaarialgebra ja matriisilaskenta I, kesa 2016
Harjoitus 5

Ratkaisut palautettava viimeistadan perjantaina 17.6. klo 14.45 (laitoksen sulkemisaika).
Myohdssa ratkaisuja voi palauttaa ma 20.6. klo 14.45 asti.

Tehtavasarja |

Tutustu materiaalin lukuun 13, joka kasittelee vektorien pistetuloa.

Sarjaan litttyvat Stack-tehtdvdt: 1, 2, 3 ja 4.

Tehtadvasarja 1l
Seuraavien tehtdvien avulla opiskellaan vektorin projektion késitetté, josta kerrotaan
materiaalin kappaleessa 13.2.
Sarjaan litttyvat Stack-tehtdvdt: 5.
1. Merkitdan w = (1,2). Piirrd (ilman laskuja) kuva projektiosta proj;(v), jos
(a) v =(3,4) (b) v = (—1,-3) (c) v=(4,-2) (d) v =(-2,—4).
Piirré edellisiin kuviin my6s erotusvektori v — proj;(v).
2. Tarkista laskemalla, ettd piirsit projektiovektorit edellisessé tehtévéissé oikein.
3. Olkoot v, w € R™ ja w # 0.
a) Paattele tehtdvéin 1 piirrosten avulla, mitd on proj;(projz(v)).
b) Padttele tehtdvén 1 piirrosten avulla, mitd on proj;(v — proj;(0)).
c¢) Voit perustella havaintosi laskemalla kdyttden lausetta 13.14, jos haluat.

(Tehtavan voi merkita tehdyksi, vaikka tekisi vain a- ja b-kohdat.)

Tehtavasarja 1l

Seuraavat tehtavat liittyvat materiaalin luvun 12 asioihin. Uutena asiana opiskellaan
diagonalisointia, josta kerrotaan kappaleessa 12.3.

Sarjaan litttyvdt Stack-tehtdvdt: 6 ja 7.

Tehtavasarja IV

Tutustu vield materiaalin lukuun 14, jossa selvidi, millainen on avaruuden R? vektorei-
den ristitulo.

Sarjaan litttyvat Stack-tehtdvdt: 8.

4. Merkitdén A = (1,0,0), B = (0,2,-3) ja C = (0,0,—2). Mé&aritad pisteiden A,
B ja C kautta kulkevan tason T normaalimuotoinen yhtéld ja tutki, onko piste
D =(1,2,1) tasossa. (Vihje: esimerkki 14.5.)

5. Merkitdsn a = (2,-3,1) ja b = (1,—2,4). Esiti vektori v = (11,—7,—11) line-
aarikombinaationa kolmesta vektorista, joista yksi on yhdensuuntainen vektorin a
kanssa, toinen yhdensuuntainen vektorin b kanssa ja kolmas kohtisuorassa vekto-
reita @ ja b vastaan. (Vihje: lause 14.4.)



Tehtavasarja V

Seuraavissa tehtédvissa kerrataan ja syvennetddn aiempien lukujen asioita.

6. Oletetaan, ettd v1,v2,v3 € R™. Oletetaan, ettd jono (v1,v2,v3) on vapaa. Onko
jono (v1 — vy, Uy — U3, U3) on vapaa?

7. Olkoon m € {1,2,...}. Oletetaan, ettd m x m-matriisi A on kééntyva ja avaruuden
R™ jono (v1,...,0;) on vapaa. Osoita, ettd jono (Avy,..., Avx) on vapaa.

8. Neliomatriisin B sarakkeina ovat eridét vektorit wy, ws, w3 € R3. Matriisin B de-
terminantti on 3. Onko vektorijono (w1, w2, w3) avaruuden R? kanta?

9. Oletetaan, ettd 0 ei ole nelimatriisin C' ominaisarvo. Osoita, ettd C on kddntyva.
10. Tarkastellaan vektorien v; = (1,1,0,0), v2 = (0,1,-2,1), v3 = (3,2,2,—1) ja

vy = (1,2, —2,1) virittdmaid avaruuden R* aliavaruutta V' = span(vy, vz, U3, 94).
a) Madritd kanta aliavaruudelle V. Kannattaa tutustua esimerkkeihin 8.12 ja
8.13. Niissi esitetdan kaksi erilaista ratkaisutapaa.

b) Miké on aliavaruuden V' dimensio?

¢) Onko aliavaruus V' suora tai taso?

Seuraavan tehtdvin aihe liittyy ns. Markovin ketjuihin (Markov chain) kuten harjoi-
tuksen 4 Stack-tehtdvit 5 ja 6. Voit kayttdd laskujen suorittamiseen MATLABia tai
FreeMatia/Octavea.

11. Robotit on ohjelmoitu kulkemaan alla olevan kuvan labyrintissa ja valitsemaan
jokaisessa risteyksessé satunnaisesti, mihin suuntaan ne seuraavaksi lahtevat.

a) Muodosta matriisi P, jossa alkio P(m,n) on se todennékéisyys, jolla yksit-
tdinen robotti siirtyy risteyksestd n risteykseen m.

Muista, ettd ylla m viittaa matriisin riviin ja n sarakkeeseen. Esimerkiksi
P(4,2) =1/3 ja P(1,1) =0.
b) Tarkastellaan alkutilannetta, jossa jokaisessa risteyksessi on 15 robottia. Mi-

ten robotit ovat jakautuneet risteyksiin yhden siirtymén jéalkeen?

c) Tasapainotilanteessa robottien méaaréd jokaisessa risteyksessé pysyy samana,
vaikka robotit jatkavatkin liikkumistaan. Mitd matriisin P ominaisarvoa taméa
tilanne vastaisi?



d) Tutki, onko matriisilla P tasapainotilannetta vastaava ominaisarvo ja myon-
teisessa tapauksessa selvitéd siihen liittyvat ominaisvektorit.

Téassé el kannata ryhtya etsiméén kaikkia ominaisarvoja, vaan tarkistaa pel-
késtddn c-kohdan ominaisarvon olemassaolo esimerkiksi lauseen 12.4 avulla.
Sen jélkeen kyseiseen ominaisarvoon liittyvat ominaisvektorit 16ytyvéit taval-
liseen tapaan kuten esimerkiksi harjoituksen 4 tehtévissa 8.

e) Miten b-kohdassa mainitut 4 - 15 robottia pitéisi jakaa eri risteysten vélille,
jotta robottien mééra risteyksissé pysyisi aina vakiona?

MATLABIlla tai FreeMatilla/Octavella matriisin P ominaisarvot 16ytyvéit komen-
nolla eig(P). Komennolla [V,D] = eig(P) saa tulokseksi lavistdjamatriisin D,
jonka lavistajalla ovat matriisin P ominaisarvot, ja matriisin V, jonka sarakkeina
ovat erdit naitd ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit.

Tehtavasarja VI

12. Vastaa Stack-tehtédvid koskevaan kyselyyn viimeistddn ma 20.6. klo 23.59. Ky-
selyn osoite on https://elomake.helsinki.fi/lomakkeet/71473/1lomake.html.
Linkki 16ytyy my0s kurssisivulta.



