Suoran sovittaminen pistejoukkoon

Kun halutaan tutkia kahden tilastollisen muuttujan riippuvuutta toisistaan, kdytetdan
usein lineaarista regressiota eli suoran sovittamista havaintojoukkoon. Siind on annettu
joukko havaintopareja (z;,y;), ja tahén pistejoukkoon yritetaéan sovittaa suora y = ax+b
niin, ettd se kuvaisi havaintoja parhaalla mahdollisella tavalla. Kriteerind kaytetédan
yleensa pienimmdn neliésumman Kriteerid, mika tarkoittaa ettd suora sopii parhaiten,
jos sen pisteiden y-koordinaattien ja havaintojen y-arvojen erotuksien neli6iden summa

> (i — (azi +b))?

%

on mahdollisimman pieni.

Oheisessa kuvassa on esimerkiksi kuuden havaintopisteen joukkoon sovitettu suora,
joka minimoi pisteisté laskettujen pystysuuntaisten etéisyyksien neli6iden summan. Esi-
merkiksi vasemmanpuoleisen pisteen etiisyys suorasta on 4,28 —(0,60-1,23+2,92) =~ 0.62.
Muut etaisyydet ovat jarjestyksessd —0,98, 1,24, —1,31, 1,17 ja —0,74. Etaisyyksien ne-
lididen summaksi tulee siten 6,51.
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Suoran sovittamiselle pienimman neliGsumman kriteerilld on olemassa yksinkertainen
geometrinen tulkinta, johon seuraavassa tutustutaan.

Esimerkki

Tutkitaan esimerkin vuoksi kuvitteellisten opiskelijoiden koepisteiden ja tehtyjen har-
joitusten vilistd yhteyttéd. Oletetaan, ettd kokeesta saatava maksimipisteméérda on 60
ja harjoitustehtévid on kurssilla ollut 100. Jokaisesta opiskelijasta tiedetdén hénen te-
kemienséd harjoitusten méaéra seké koetulos. Tarkoituksena on tutkia, onko harjoitusten
tekemiselld vaikutusta koetulokseen.



Jos havaintojen méara on n, on siirryttava n-ulotteiseen avaruuteen. Esimerkin yksin-
kertaistamiseksi tarkastellaan aluksi 3 opiskelijan joukkoa, jolloin kiytettava avaruus on
R3. Olkoon z; opiskelijan i tekemien harjoitusten mééra ja 1y; koetulos. Oletetaan, etti
opiskelijoiden tulokset ovat seuraavat:

Tox Y
1 40 35
2 80 50
3 60 55

Lineaarialgebrallinen tulkinta

Ilmaistaan esimerkin koetulokset avaruuden R? vektorina y = (35,50, 55). Kun suoraa
sovitetaan pienimmén neliosumman kriteerilla, mitataan havaintopisteiden etéisyydet
suorasta pystysuoraan (ks. ensimmaéisen sivun kuva). Talloin suorasta riittda tarkastella
vain niitd pisteitd, jotka ovat tdsmaélleen jonkin havaintopisteen ylé- tai alapuolella eli
joiden z-koordinaatit 16ytyvét havaintojoukosta. Jokainen suora y = ax + b voidaan siis
ajatella pistejoukkona

{(z1,az1 +b), (x2,azx2 +b), (x3,ax3+b)}.

Kun suorat ajatellaan kolmen pisteen joukkoina, ne voidaan ilmaista avaruuden R3
vektoreina samalla tavalla kuin koetulokset. Télla tavoin tulkittuina kaikki mahdolliset
suorat muodostavat avaruuden R? osajoukon

S ={(axy +b, axa +b, axs +b) | a,b € R} = {a(x1,22,23) + b(1,1,1) | a,b € R}.

Kyseessd on vektorien x = (x1, z2, z3) = (40, 80,60) ja n = (1,1,1) virittdma taso.

Jokaista suoraa y = ax + b vastaa siis jokin vektori z € R3, jonka komponentit ovat
muotoa ax; + b. Tallaiseen suoraan liittyva havaintopisteiden etdisyyksien neliGsumma
voidaan kirjoittaa avaruuden R? normin avulla:

Y (i — (az; +0)° =Y (4 —z)* =y —2|*
i i
Koska tamé neliGsumma yritetddn minimoida, suoran sovittaminen voidaan esittaa ky-
symyksend "Miké tason S vektori z on sellainen, etté sen ja vektorin y erotuksen normi
on pienin mahdollinen?” Lineaarialgebrasta tiedetdén, ettd vastaus on vektorin y kohti-
suora projektio tasolle S, eli
z = projs(y).-
Pienin nelidsumma on t&llsin |y — projg(y)|*.

Projektion laskeminen

Maéaritetdan nyt kaava pistejoukkoon sovitettavalle suoralle yleisessd tapauksessa, jossa
havaintojen méaara on n. Kéytetddn samoja merkintoja kuin edelld: x = (x1,...,2,),



y=(y1,-..,yn) jan=(1,...,1) avaruudessa R". Voidaan olettaa, ettd vektorit x ja n
eivit ole yhdensuuntaiset, silli muuten kaikkien havaintojen x-arvot olisivat identtiset,
ja havainnoista olisi mahdotonta péétella tilastollisesti mitéan.

On etsittava vektorin y projektio tasolle S = span(x,n). Vektorit x ja n eivit vélt-
tdmatta ole kohtisuorassa toisiaan vastaan, joten projektion laskemiseksi valitaan ensin
tasolle S ortogonaalinen kanta muokkaamalla vektoria x:

Vektorijono (x’,n) on nyt tason S ortogonaalinen kanta.
Vektorin y projektio tasolle S saadaan laskemalla yhteen projektiot ortogonaalisen
kannan vektorien suuntaan:

. . . X, Yy, n-y
projs(y) = proj(y) + proju(y) = %'+ —"n

X-y—%(n-x)(n-y) (X_n-xn)+n-yn
|x’|2 n n o

Tassé projektiovektori on esitetty lineaarikombinaationa vektoreista x ja n. Koska né-
maé vektorit ovat lineaarisesti riippumattomat, lineaarikombinaation kertoimet ovat yk-
sikdsitteiset. Kun nyt muistetaan, ettd kutakin sovitettavaa suoraa y = ax + b vastaa
vektori ax + bn, voidaan kertoimista lukea suoraan sopivimman suoran kulmakerroin ja
vakiotermi:

_xy—;(@m-x)(ny) po Y x'y—;m-x)(n-y)n -x

|Xl|2 ? n ‘X/|2 n

Lasketaan esimerkin vuoksi koetuloksiin sovitetun suoran kulmakerroin ja vakiotermi
esitetyistd kaavoista. Aloitetaan laskemalla hieman vélituloksia:

x -y = (40,80, 60) - (35,50, 55) = 8700,
n-x=(1,1,1)- (40,80, 60) = 180,
n-y=(11,1)- (35 50,55) = 140,

— (40,80, 60) — 120(1,1,1) — (~20,20,0),
' |2 (—20)% + 20% + 0% = 800.

Néin saadaan

8700 §-180-140 _ .
“= 800 !

ja
140 180
b=—-0,375- =2417.
3 3 ’

Oheisessa kuvassa on tuloksista piirretty pistediagrammi seké edelld johdettu suora,
joka minimoi y-arvojen poikkeamien nelidsumman.
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Tilastollisia suureita

Edelld méaritetty kaava vektorin y projektiolle tasolle S saattaa ndyttdd monimutkai-
selta, mutta kun sen osia tarkastellaan tilastotieteen nakokulmasta, kaava saa yksinker-
taisemman asun.

Aloitetaan toteamalla, ettéd pistetulo n-x on yksinkertaisesti kaikkien z-arvojen sum-
ma, eli n-x = ), z;. Tarkastellaan tdman valossa projektiota vektorin n suuntaiselle

suoralle:
) = B X o ity
PIOJn n-n n .
Skalaarikerroin 1 37, z; on kaikkien z-arvojen keskiarvo. Kun sitd merkitéin E(X), voi-
daan projektio kirjoittaa muodossa proj,(x) = (E(X),...,E(X)). Samalla tavoin néih-
dédan, ettd proj,(y) = (E(Y),...,E(Y)).
Suureesta x’ tarvittiin sen normin neliotid. Tamé tulee muotoon

[x|* =[x = projn (x)* = |(z1,...,20) = (BX),...,B(X))* = D _(z; — E(X))*.

Kyseessa on z-arvojen keskiarvosta laskettujen poikkeamien neliiden summa. Kun taméa
jaetaan arvojen lukumaééaralla, saadaan muuttujan X varianssi, jota merkitddn Var(X).
Siispd |x/|> = n Var(X). Geometrisesti muuttujan X varianssi on siis verrannollinen
vektorin x suorasta span(n) mitatun etdisyyden nelioén. Varsinaista etdisyyttd kuvaa
varianssin neliéjuuri, ns. keskihajonta o(X) (kerrottuna luvulla \/n).

Tarkastellaan vield pistetuloa x -y = >, z;y;. Jos tdmé jaetaan luvulla n, saadaan
x- ja y-arvojen tulojen keskiarvo, jota merkitdén E(XY'). Néin ollen x - y = n E(XY).
Edelleen voidaan kirjoittaa

Xy — %(n x)(n-y) =nE(XY) —nE(X)E(Y) = n(E(XY) — E(X)E(Y)).



Suuretta E(XY) — E(X)E(Y) nimitetddn muuttujien X ja Y véliseksi kovarianssik-
st ja merkitddn Cov(X,Y'). Kovarianssin geometriseen tulkintaan palataan jaljempéné
korrelaation yhteydessa.

Lopulta sovitetun suoran kulmakerroin ja vakiotermi voidaan tilastollisia merkint6ja
kayttéen ilmaista muodossa

~ Cov(X,Y)
~ Var(X)

~ Cov(X,Y)

Ja b=E(Y) Var(X)

B(X).

Korrelaatio

Kun havaintojoukkoon sopivin suora on 16ytynyt, voidaan kysyé, miten voimakasta riip-
puvuus z- ja y-arvojen valilld on. Lineaarisen riippuvuuden mittaamiseen kaytetdan
korrelaatiokerrointa, joka maaritelladn seuraavasti:

Cov(X,Y)

PXY) = X))

Kaavassa o(X) ja o(Y') ovat muuttujien X ja Y keskihajonnat eli varianssin nelidjuuret.

Ryhdytdan etsimdin korrelaatiokertoimelle geometrista tulkintaa. Palautetaan mie-
leen, ettd n Cov(X,Y) = x' -y ja v/no(X) = |x/|. Merkitaan lisiksi y’ =y — proj,(y),
jolloin |y’| = v/no(Y). Liséksi

X/.y/:X/.<y_n'y )ZX/.y_n'yX/.n:Xuy
n-n n-n=—~ '
Nyt saadaan
Cov(X,Y) Ix'y x' -y

’ o(X)o(Y) ==y XY
Téstd nahdaan, ettd muuttujien X ja Y vilinen korrelaatio on vektorien x’ ja y’ vilisen
kulman kosini.
Enté milla tavoin korrelaatiokerroin liittyy suoran sovittamiseen? Kuten aiemmin on
nahty, projektiovektori proj, (y) vastaa vaakasuuntaista suoraa y = E(Y'), silld

Proju(y) = —Yn = (i > yz) n=E(Y)n.

n-n

Erotusvektori y — proj, (y) kuvaa siis y-havaintojen poikkeamaa keskiarvosta. Osa tés-
td poikkeamasta selittyy lineaarisella riippuvuudella z-havainnoista. Lineaarista riip-
puvuutta kuvaa sovitettu suora, ja tatd puolestaan vastaa projg(y). Siispé lineaarisen
riippuvuuden selittamié osaa poikkeamasta kuvaa erotus

projs(y) — proju(y)-
Jaljelle jaava, selittdméton tai satunnainen osa on talloin

(y — proju(y)) — (projs(y) — proju(y)) =y — projs(y)-



Vertailemalla edelld mainittujen vektoreiden pituuksien nelioitd voidaan maééritella

ns. selityskerroin
| projs(y) — proja(y)[®
R2 — S
|y — proj, (y)[?

Selityskerroin kuvaa tilastollisesti sitd, miten suuri osa muuttujan Y varianssista, eli
vektorin y neli6llisesté etdisyydesta keskiarvovektorista proj,(y), selittyy lineaarisella
riippuvuudella.

Selityskerroin on myos helppo laskea kidyttden hyvéksi aiempia tietoja:

g2 _ 1Prois(y) = proju(y)[? _ [projx (y)I* _ (Cov(X,Y)/ Var(X))*|x'|?

|y — proju(y)[? ly'[? |y’
~ (Cov(X,Y)/Var(X))? nVar(X)  Cov(X,Y)*
B n Var(Y) ~ Var(X) Var(Y) pXY)”

Nahdéaén, etté selityskerroin on yksinkertaisesti korrelaatiokertoimen nelié. Tamé yhteys
voidaan selittda oheisella kuvalla.

y — projs(y)

projs(y) — proju(y)

Kuvassa on kolmio, joka muodostuu vektoreista y — proj,(y), projs(y) — proj,(y) ja
y — projg(y). Selityskerroin R? on kuvan kulman « viereisen kateetin ja hypotenuusan
suhteen nelio, eli kyseisen kulman kosinin nelié. Korrelaatiokerroin p on puolestaan vek-
torien x’ ja y’ vélisen kulman kosini. Koska y —proj,,(y) = y’, kyseessi on kuvan kulma (.
Kun huomataan, ettd vektori projg(y) — proj,(y) = proj, (y) on yhdensuuntainen vek-
torin x’ kanssa, ndhddén, ettd joko 8 = a tai 8 = 90° — «. Koska cos(90° —a)) = — cos
voidaan lopulta péitelld, ettd cos? B = cos? a. Niin ollen korrelaation nelié on yhté kuin
selityskerroin.

My6s korrelaatiokertoimen lukuarvosta voidaan tehdi johtopadtoksia kuvan avulla.
Kulma § on nollakulman ja oikokulman vélilld, joten korrelaatio cos 8 on arvojen —1
ja 1 vililla. Korrelaatio on 1 silloin, kun # on nollakulma, ja tdmé toteutuu, jos ja vain
jos y = projg(y) ja vektorit y ja x’' ovat yhdensuuntaiset. Talloin sopivin suora kulkee
kaikkien havaintopisteiden kautta ja sen kulmakerroin on positiivinen (silld kulmaker-
toimen merkki méérdytyy pistetulosta x’ - y). Vastaavasti korrelaatio on —1, kun 3 on
oikokulma, ja tdmaé tarkoittaa, ettd havaintopisteet ovat kaikki samalla suoralla, jonka



kulmakerroin on negatiivinen. Lopulta korrelaatio on 0, kun kulma $ on suora, ja té-
mé on mahdollista ainoastaan, jos projg(y) = proj,(y). Téssé tilanteessa pistejoukkoa
kuvaa parhaiten suora y = E(Y), eli minkédénlaista lineaarista riippuvuutta ei ole.
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