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1 Vektoriavaruuksien R? ja R? vektorit

Lukiomatematiikassa vektorit esitetddn olioina, joilla on suunta ja pituus. Tason ja kolmiulot-
teisen avaruuden vektorit kirjoitetaan yleensé yksikkovektorien 7, 7 ja k avulla. Erds tason
vektori voisi olla vaikkapa v = 37 — 2j. Jokaisella koordinaatiston pisteelld on paikkavekto-
ri, jonka komponentit ovat pisteen koordinaatit. Esimerkiksi pisteen (3, —2) paikkavektori on
edelld mainittu vektori v.

Kun vektorin kéasitettd yleistetddn korkeampiin ulottuvuuksiin, osoittautuu helpoimmaksi
késitelld vektoreita ja avaruuden pisteitd samalla tavalla. Esimerkiksi merkinté (3, —2) tarkoit-
taa sekd pistettd (3, —2) ettd ylld méériteltyd vektoria v. Merkinndt myos yksinkertaistuvat,
kun voidaan luopua yksikkovektoreiden 7z, 7 ja k kéytosté.

Téassé luvussa késitellddn tason ja kolmiulotteisen avaruuden vektoreita. Tasoa ja kolmiulot-
teista avaruutta kutsutaan nimilld R? ja R3.

1.1 Kaksiulotteisen avaruuden vektorit

Maisritelmi 1.1. Vektoriavaruus R? koostuu reaalilukupareista. Toisin sanoen
R? = {(a,b) | a € R ja b € R}.

Vektoriavaruuden R2 alkioita kutsutaan vektoreiksi.

Esimerkki 1.2. Esimerkiksi (—3,—1) ja (%, —/5) ovat vektoriavaruuden R? vektoreita.

Huom. 1. Maaritelmé tarkoittaa sopimusta. Téssa siis sovitaan, mité vektoriavaruudella R?
ja vektoreilla tarkoitetaan. Méaritelmaé ei tarvitse perustella milldén tavalla.

Huom. 2. Tarkalleen ottaen vektori (a,b) on niin kutsuttu jarjestetty pari. Taméa tarkoittaa
sita, ettd lukujen a ja b jarjestykselld on vélid. Esimerkiksi jarjestetty pari (1,2) ei ole sama
kuin jarjestetty pari (2,1).

Huom. 3. Usein termin vektoriavaruus sijasta kdytetdan lyhyesti vain ilmaisua avaruus.

Vektoreita merkitdan téssd tekstissd yleensa pienellé kirjaimella, jonka paélla on viiva. Voi-
daan esimerkiksi kirjoittaa v = (a,b). Luvut a ja b ovat talldin vektorin v komponentteja. Vek-
toriavaruuden R? vektoreissa on aina kaksi komponenttia, ja vektoriavaruutta R? kutsutaan
kaksiulotteiseksi vektoriavaruudeksi.

Esimerkki 1.3. Merkitddn o = (4,—1) ja & = (3, —/5). Vektorin v komponentit ovat 4 ja
—1. Vektorin u komponentit ovat puolestaan % ja —v/5.

Voi tuntua hieman kummalliselta kutsua tasoa avaruudeksi, silld avaruuden ajatellaan yleen-
sé olevan jotain kolmiulotteista. Matematiikassa sanaa avaruus kdytetdan kuitenkin paljon laa-
jemmin kuin arkikielessd. Voimmekin puhua 2-ulotteisista avaruuksista ja yhta hyvin vaikkapa
4-, 1- tai 100-ulotteisista avaruuksista.

Kaksiulotteisen vektoriavaruuden vektoreita voidaan havainnollistaa eri tavoin. Erés tapa on
ajatella vektorit koordinaatiston pisteind. Vektoria (a,b) vastaa piste, jonka vaakakoordinaatti



on a ja pystykoordinaatti b. Kuvassa 1.1 on esitetty vektoreita (1, 3) ja (—3,2) vastaavat tason
pisteet.

Vektoria (a,b) voi kuvata myos pisteen (a,b) paikkavektorina eli suuntajanana, jonka l&h-
topiste on origo ja padtepiste (a,b). Vektoreita (1,3) ja (—3,2) vastaavat paikkavektorit on
myos esitetty kuvassa 1.1.

. (1,3) (1,3)
. (-3,2)

Kuva 1.1: Vektoreita (1,3) ja (—3,2) vastaavat tason pisteet sekd paikkavektorit.

Pisteen ja paikkavektorin lisdksi vektoriavaruuden R? vektoria voi havainnollistaa misté
tahansa pisteestd ldhtevilld suuntajanana. Suuntajanan paikalla ei ole vilid, ainoastaan sen
suunta ja pituus merkitsevit. Vektoria (a,b) vastaavalla suuntajanalla on sama suunta ja
pituus kuin pisteen (a,b) paikkavektorilla. Kuvassa 1.2 on esitetty vektoria (1,3) vastaavia
suuntajanoja seka vektoria (—3,2) vastaavia suuntajanoja.

A
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.
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Kuva 1.2: Vektoreita (1,3) ja (—3,2) vastaavia suuntajanoja.

Vektoriavaruuden R? vektori on siis télld kurssilla méiritelmansia mukaan kahdesta reaali-
luvusta koostuva jarjestetty pari. Niitd voidaan havainnollistaa pisteiné, paikkavektoreina tai
suuntajanoina. Se, millainen havainnollistamistapa on paras, riippuu siitd, mité ollaan teke-
méssé. Usein vektoreita késiteltdessé on pystyttava vaihtamaan sulavasti yhdesta esitystavasta
toiseen.

Koulusta tutut tason yksikkovektorit ovat mééritelmén mukaan 2 = (1,0) ja 7 = (0,1).
Merkint6ja 7 ja 7 ei kaytetd télla kurssilla.



1.2 Vektorien laskutoimitukset

Vektoreille voidaan madaritella erilaisia laskutoimituksia. Yhteenlasku suoritetaan lisaamalld
yvhteenlaskettavien vektorien komponentit yhteen.

Miiritelmi 1.4. Oletetaan, ettd v = (v1,v2) € R? ja w = (w1, ws) € R2. Vektoreiden v
ja w summa on vektori
v+ w = (v1 + wi,v2 + wa).

Liséksi vektoreita voidaan kertoa reaaliluvuilla. Tatd operaatiota kutsutaan skalaarikerto-
laskuksi. Skalaarikertolaskussa vektorin molemmat komponentit kerrotaan samalla luvulla.

Misritelmi 1.5. Jos v = (v1,v2) € R? ja ¢ € R, médritelldin

cv = (cv, cvg).

Vektorien yhteydessé reaalilukuja kutsutaan usein skalaareiksi, ja siitd johtuu myos skalaa-
rikertolaskun nimitys.

Esimerkki 1.6. Tarkastellaan vektoreita v = (4, 1) ja w = (—3,2). Niiden summa on
v+w=4+(-3),1+2)=(1,3).

Yhteenlaskua voidaan havainnollistaa geometrisesti (kuva 1.3). Nyt on hyodyllistd ajatella
vektoreita suuntajanoina, joiden paikalla ei ole merkitystd. Vektorien summa ndhdééan asetta-
malla vektoreita vastaavat suuntajanat perdkkéin niin, ettd jalkimmaéinen vektori alkaa siita,
mihin ensimméinen padttyi. Summavektorin alkupiste on ensimmaisen vektorin alkupiste ja
paatepiste jalkimmaisen vektorin paétepiste.

A

Kuva 1.3: Vektorit v ja w sekd niiden summa v + w.

Tutkitaan sitten skalaarikertolaskua. Mééritelmén mukaan 20 = (2-4,2-1) = (8,2) ja

N E e
2 2 2 2

Vektorit 20 ja —%17 on piirretty kuvaan 1.4. Huomataan, etta skalaarilla kertominen venyttaa
(eli skaalaa) vektoria vastaavan suuntajanan pituutta, mutta sdilyttdé suuntajanan suunnan,
kuitenkin niin, ettd negatiivisella skalaarilla kertominen kdéntdd suunnan vastakkaiseksi.



~0,50

Kuva 1.4: Skalaarimonikerrat 2v ja —%T;.

Maéritelma 1.7. Vektorille (—1)v kédytetddn merkintdd —v. Sitd kutsutaan vektorin v
vastavektoriksi.

Esimerkiksi vektorin v = (—3,5/6) vastavektori on —v = (3, —5/6). Naitd on havainnollis-
tettu kuvassa 1.5.

Y

Kuva 1.5: Vektori v ja sen vastavektori —uv.

Maaritelma 1.8. Summalle v + (—w) kdytetddn merkintdd v — w. Tatd kutsutaan vek-
torien v ja w erotukseksi.

Esimerkiksi vektorien v = (2,2) ja w = (-2, 3) erotus on

Vektoreiden erotus on erikoistapaus vektorien summasta, ja erotuksen voikin maéarittaa ku-
vasta samaan tapaan kuin summan (kuva 1.6). Maaritelmén mukaan vektorien v ja w erotus
v — w saadaan laskemalla yhteen vektori v ja vastavektori —w. Piirroksessa tdmaé tarkoittaa
sita, ettéd jalkimmaéisen vektorin suunta on kddnnettdvéd ennen yhteenlaskua.

Kuten edellisissa esimerkeissd néhtiin, vektoreiden summia ja erotuksia havainnollistaessa
on erityisen katevid ajatella vektoria suuntajanana, jonka voi kuvassa siirtdéd alkamaan misté
pisteestd tahansa. Silloin kun ei tutkita vektoreiden summia tai erotuksia, kannattaa vekto-
reita havainnollistaa joko koordinaatiston pisteina tai origosta ldhteviné paikkavektoreina. Jos
vektoreita ryhtyy turhaan siirtelemaan koordinaatistossa, voi aiheuttaa itselleen ylimaaraista
h&dmmennysté.
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Kuva 1.6: Vektorit v ja w seké niiden erotus v — w.

1.3 Kolmiulotteinen vektoriavaruus

Kaikki edelld esitellyt késitteet voidaan maééritelld myos kolmiulotteisessa avaruudessa. Vek-

toriavaruus R3 on joukko
{(a,b,¢c) | a,b,c € R}.

Myés vektoriavaruuden R? alkioita nimitetddn vektoreiksi, ja vektoriavaruutta R? kutsutaan
kolmiulotteiseksi vektoriavaruudeksi. Vektoriavaruuden R® vektoreita voidaan ajatella ava-
ruuskoordinaatiston pisteind, paikkavektoreina tai suuntajanoina. Yhteenlasku ja skalaariker-
tolasku mairitelladn komponenteittain samalla tavalla kuin vektoriavaruudessa R2.

Kolmiulotteisen vektoriavaruuden koordinaattiakselien suuntaiset yksikkévektorit ovat 1 =
(1,0,0), 7= (0,1,0) ja k = (0,0, 1). Naitd merkint6ji ei jatkossa tulla tarvitsemaan.



2 Vektoriavaruus R"

Edellisessé luvussa kisiteltiin vektoriavaruuksien R? ja R? vektoreita eli reaalilukupareja ja
reaalilukukolmikoita. Né&itd vektoriavaruuksia voidaan yleistdd méarittelemélla n-ulotteinen
vektoriavaruus R"™.

Maaritelma 2.1. Oletetaan, ettd n € {1,2,3,...}. Vektoriavaruuden R" alkiot ovat
reaaliluvuista koostuvia n-jonoja. Toisin sanoen

R™ = {(v1,v2,...,0,) | v1,02,...,0, € R}.

Vektoriavaruuden R"” alkioita kutsutaan vektoreiksi.

Usein termin vektoriavaruus sijasta kaytetdadn lyhyesti ilmaisua avaruus.

Jos v = (v1,v2,...,v,) € R™ niin lukuja vy, ve,...,v, kutsutaan vektorin v komponen-
teiksi. Sovimme, ettd ellei toisin mainita, vektorin v komponentteja merkitddn symboleilla
V1,V2,y...,Un.

Yleisille n-ulotteisen vektoriavaruuden vektoreille méaéritelldan laskutoimitukset samoin kuin
kaksi- ja kolmiulotteisessa tapauksessa.

Maaritelmé 2.2. Oletetaan, ettd v € R™, w € R™ ja ¢ € R. Talloin

v+ w= (v +wy, voa+wa, ..., vy +wy) ja

cv = (cvy, cvg, ..., CUp).

Ensimmaisté laskutoimitusta nimitetdan vektorien yhteenlaskuksi ja toista skalaarikerto-
laskuksi.

Vektorien yhteydessé reaalilukuja kutsutaan skalaareiksi. Jos v € R" ja ¢ € R, vektoria cv
nimitetdan vektorin v skalaarimonikerrakss.

Huom. Ainoastaan samanulotteisen vektoriavaruuden vektoreita voi laskea yhteen.

Madiritelma 2.3. Vektorin v vastavektori on skalaarimonikerta (—1)v. Sitd merkitdan
—u. Vektoreiden v ja w erotus on summa v + (—w). Sitd merkitdén v — w. Vektoria
(0,0,...,0) kutsutaan nollavektoriksi. Sille kiytetdin merkintid 0.

Esimerkki 2.4. Merkitddn v = (—5,3,0,1,—1) ja w = (—2,—4,2,3,5). Tall6in v ja w ovat
vektoriavaruuden R® vektoreita. Lasketaan vektorit 20 — 3w ja —5v — w:

20 — 3w = (—10,6,0,2, —2) — (—6,—12,6,9,15) = (—4, 18, —6, —7, —17)
—50—w = (25,—15,0,—5,5) — (=2, —4,2,3,5) = (27, —11, -2, —8,0).

Voidaan osoittaa, ettd vektoriavaruuden R™ vektoreille patevat koulusta tutut laskusadnnot.



Lause 2.5. Oletetaan, etti v,w,u € R” ja a,b € R. Talloin pdtee:

1. v+w=w+0v (vaithdannaisuus)
2. (u+0v)+w=u+(v+w) (liitinndisyys)

3. 14+0=10

4. v+ (-0)=0

5. a(v+w) =av+aw (osittelulaki)

6. (a+0b)v=av+bv (osittelulaki)

7. a(bv) = (ab)v

8.

Huom. Lause tarkoittaa vaitettd, joka voidaan perustella todeksi nojautumalla méaritelmiin
ja aikaisemmin todeksi osoitettuihin véitteisiin.

Todistus. Todistetaan esimerkin vuoksi kohta 1 ja jatetddn loput kohdat harjoitustehtéviksi.

Oletetaan kuten lauseessa, ettd v € R™ jaw € R™. Talloin v = (vy,...,v,) jaw = (w1, ..., wy),
ja luvut vy, ...,v, ja wy,...,w, ovat reaalilukuja. Koska reaalilukujen yhteenlasku on vaih-
dannainen, jokaisella i € {1,...,n} pitee v; + w; = w; + v;. Nyt ndhdaén, etta
v+ w = (v + wy, v2 +wa, ..., Vy + wy)
= (w1 +v1, Wy + V2, ..., Wy + V) =W+ 0.
Viite on todistettu. O

Tasovektorien yhteydessd todettiin, ettd skalaarikertolasku séilyttaa (tai kddntdd vastak-
kaiseksi) vektorin suunnan. Otetaan tdmé havainto yleisten vektorien yhdensuuntaisuuden
maaritelmaksi.

Maiaritelma 2.6. Vektoriavaruuden R™ vektorit v ja w ovat yhdensuuntaiset, jos v = rw
jollakin r € R\ {0}. Talloin merkitédén v || w.

Esimerkki 2.7. Vektorit v = (—2,1) ja @ = (6,—3) ovat yhdensuuntaiset, silli v = —%w.
Vektorit v ja u = (3, —1) eivit puolestaan ole yhdensuuntaiset, miké voidaan paatelld seuraa-
vasti. Jos olisi olemassa r € R, jolle patisi ¥ = ru, niin taytyisi olla

(=2,1) =7r(3,-1) = (3r,—r).
——— ~——

v u
Siispd —2 = 3r ja 1 = —r. Ensimmaéisen yhtdlon mukaan r = —2/3, mutta toisen yhtdlén
mukaan r = —1. Tama on mahdotonta, joten ei ole olemassa sellaista lukua r, jolle péatee

v = ru. Siten vektorit v ja u eivit ole yhdensuuntaiset.
Vektorit v, w ja u on esitetty kuvassa 2.7.
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Kuva 2.7: Esimerkin 2.7 vektorit v, w ja u.

Maaritelma 2.8. Vektori w € R" on vektoreiden vy, vs, ... v, € R" lineaarikombinaatio

eli lineaariyhdistelmd, jos on olemassa sellaiset reaaliluvut ai,as,...,a, ettd

w = a1v1 + agv2 + - - - + aVk.

Esimerkki 2.9. Merkitédén v; = (1,1), v2 = (—1,2) ja w = (5, —1). Vektori w on vektoreiden
v1 ja vo lineaarikombinaatio, silla

301 — 205 = 3(1,1) — 2(~1,2) = (3,3) — (-2,4) = (5, ~1) = w.

O —

Kuva 2.8: Vektori w on vektoreiden v; ja vo lineaarikombinaatio.

Edellisessé esimerkissd arvattiin, mitka kertoimien a; ja ag pitda olla, jotta patisi w
a1v1 + agvy. Myohemmin esitelldédn yleinen keino kertoimien selvittdmiseksi.

11



3 Suorat ja tasot

3.1 Suora

Kun vektoria (3, —1) kerrotaan reaaliluvuilla, on tuloksena vektoreita, jotka ovat yhdensuutai-
sia vektorin (3, —1) kanssa. Téllaisia vektoreita ovat esimerkiksi (6, —2) ja (—9,3) Né&itd vek-
toreita vastaavat koordinaatiston pisteet sijaitsevat samalla suoralla. Joukko {¢(3,—1) | t € R}
muodostaakin koordinaatiston suoran. Kullakin kertoimen ¢ valinnalla saadaan jokin suoran
pisteistd. Jos valitaan ¢t = 1, saadaan alkuperidinen piste (3,1). Jos valitaan vaikkapa t = 2,
saadaan piste (6, —2).

(Sa _1)

Kuva 3.9: Suora {t(3,—1) | t € R}.

Kun edelld mainitussa esityksessa ¢(3,—1) valitaan ¢ = 0, saadaan tulokseksi (0,0). Origo
(0,0) on siis suoran alkio, eli suora kulkee origon kautta. Jos halutaan muodostaa suora, joka
ei kulje origon kautta, on suora ensin ’siirrettdvd” haluttuun paikkaan. Esimerkiksi suora
{(1,2) + t(3,-1) | t € R} ei kulje origon kautta. TAmén suoran pisteet saadaan lisddmalla
vektoriin (1,2) vektoreita, jotka ovat yhdensuuntaisia vektorin (3, —1) kanssa. Tilannetta on
havainnollistettu kuvassa 3.10.

Maaritelma 3.1. Vektoriavaruuden R™ suora on joukko
{p+tv]|teR},

missid p € R™ ja v € R™\ {0}. Vektoria p kutsutaan suoran paikkavektoriksi ja vektoria v
suoran suuntavektoriksi.

Huomaa, ettd ylla ei ole annettu mitd tahansa suoran kuvailua, vaan suoran mddritelmd.
Emme siis ole ldhteneet esimerkiksi jostakin suoran geometrisestd muotoilusta ja ilmaisseet
saman asian vektoreilla, vaan maéaritelleet suoran késitteen tdmaéan kurssin tarpeita varten
uudelleen.

12
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Kuva 3.10: Suora {(1,2) +¢(3,—-1) | t € R}.

Maéaritelman mukaan suoran alkiot ovat vektoreita. Vektoreita voidaan kuitenkin havainnol-
listaa pisteiné, joten voimme kutsua suoran alkoita myos pisteiksi. Olkoon .S vektoriavaruuden
R? suora. Sanotaan, ettd piste (a,b) on suoralla S tai ettd suora S kulkee pisteen (a,b) kautta,
jos (a,b) € S. Vastaavia ilmauksia kiytetaan vektoriavaruudessa R™.

Esimerkki 3.2. Esimerkiksi joukko
S={(-1,2) +t(-2,-1) |t € R}

on suora vektoriavaruudessa R2. Se on piirretty kuvaan 3.11. Mééritelmén mukaan miké ta-
hansa suoran S piste voidaan kirjoittaa summana vektorista p = (—1,2) ja jostakin vektorin
v = (—2,—1) skalaarimonikerrasta. Esimerkiksi (—5,0) = p + 2v ja (3,4) = p — 20, joten
(=5,0) € S ja (3,4) € S. Siis suora S kulkee pisteiden (—5,0) ja (3,4) kautta.

A

(3,4)

*(4,2)

\

Kuva 3.11: Suoran S paikkavektori on p = (—1,2) ja suuntavektori v = (=2, —1).

Toisaalta piste (4,2) ei ole suoralla S. Jos nimittdin (4,2) = (—1,2) + t(—2, —1) jollakin
t € R, niin 4 = —1 — 2t ja 2 = 2 — ¢. Ensimmadisen yhtdlon perusteella t = —5/2 ja toisen
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perusteella t = 0. Tam& on mahdotonta, joten ei ole olemassa sellaista lukua t € R, jolle patee
(4,2) = (—1,2) + t(—2,—1). Siispa (4,2) ¢ S.

Ryhdytééan seuraavaksi madrittdméén suoraa, joka kulkee annettujen pisteiden kautta. Sité
ennen otetaan kiayttoon muutama merkintéd. Oletetaan, ettd A ja B ovat vektoriavaruuden R™
pisteité. Vektori AB on vektori, jota vastaavan suuntajanan alkupiste on A ja piitepiste on B
(kuva 3.12). Origoa on tapana merkita kirjaimella O. Siten pisteen A paikkavektorille saadaan
merkintd OA.

A B

S
%
]

S
%
I

N
b

Kuva 3.12: Vektorit OA, OB ja AB.

Esimerkki 3.3. Madritetdén pisteiden A = (—1,5) ja B = (2,2) kautta kulkeva suora.
Tata varten suoralle taytyy 16ytda paikkavektori ja suuntavektori. Paikkavektoriksi kdy minka
tahansa suoran pisteen paikkavektori, esimerkiksi vektori OA = (—1,5). Suuntavektoriksi kiy
miké tahansa suoran kanssa yhdensuuntainen vektori, esimerkiksi vektori

AB =0B - 0A = (2,2) — (—1,5) = (3, -3).
Néin saadaan suora S = {(—1,5) +¢(3,—-3) | t € R}.

A

Kuva 3.13: Suora S = {(—1,5) +t(3,-3) | t € R}.
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Tarkistetaan vield, ettd annetut pisteet A ja B todellakin ovat suoralla S. Huomataan, etté
(—=1,5) = (—=1,5) +0(3,-3) ja (2,2) = (—1,5) + 1(3, —3). Siten suora S kulkee pisteiden A ja
B kautta.

Edellista esimerkkia mukaillen on aina mahdollista mééarittaa kahden pisteen kautta kulkeva
suora. Yleisemmin voidaan osoittaa, etta jos suora halutaan kirjoittaa muodossa

{p+1tv]|teR},

paikkavektoriksi p voidaan valita suoran minké tahansa pisteen paikkavektori, ja suuntavek-
toriksi v voidaan valita mika tahansa suoran suuntainen vektori. Vaitteen todistusta ei esiteta
téssd, mutta asiaan palataan lauseessa 3.5. Seuraava esimerkki havainnollistaa asiaa.

Esimerkki 3.4. Tutkitaan esimerkin 3.2 suoraa S = {(—1,2) +¢(—2,—1) | t € R}. Tulemme
niakemadn, etté sille voidaan valita paikkavektoriksi miké tahansa suoran alkio, vaikkapa vek-
tori (3,4) = (—1,2) — 2(—2,—1). Suuntavektoriksi puolestaan kelpaa miki tahansa vektorin
(=2, —1) kanssa yhdensuuntainen vektori, vaikkapa vektori (—4,—2) = 2(—2, —1).
Suora S voidaan siis kirjoittaa muodossa
{(3,4) + s(—4,-2) | s € R}.

Vaikka tdmé joukko onkin dkkiseltddn katsottuna erilainen kuin suoran S alkuperdinen méa-
ritelmé, on joukoissa tdsmélleen samat alkiot. Asiaa on havainnollistettu kuvassa 3.14.

v =(-2,-1) p=(3,4)

D= (7172)

Kuva 3.14: Suoran paikkavektori ja suuntavektori eivit ole yksikésitteisia.

Kuvasta katsominen ei vield todista suoria samoiksi. Osoitetaan huolellisesti, ettd joukot
S ={(-1,2)+t(-2,-1) | t € R} ja 5" = {(3,4) + s(—4,-2) | s € R} ovat samat. Kaksi
joukkoa osoitetaan samoiksi nayttamaéllé, ettd kumpikin on toisen osajoukko.

”C”: Osoitetaan ensin, ettd S C §’'. Tamé tehdddn nidyttamailld, ettd jokainen joukon S
alkio on joukossa S’. Oletetaan, ettd a € S. Télloin joukon S méiritelméin perusteella pétee
a=(—1,2)+t(—2,—1) jollakin t € R. On osoitettava, ettd a € S’. Tavoitteena on siis kirjoittaa
vektori a = (—1,2) + t(—2,—1) muodossa (3,4) + s(—4, —2), missd s on jokin reaaliluku.
Ryhdytaan muokkaamaan vektoria a haluttuun muotoon. Huomataan, etta

a=(-1,2)+t(-2,-1) = (3,4) + (-4, -2) + t(-2,-1)
=(3,4)+2(=2,-1)+t(-2,-1)=(3,4) + (2+t)(—2,-1)
2+t

= 3.4+~ (~4,-2).
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Koska (2 4 t)/2 € R, viimeisesta muodosta niahdédén, ettd a € S’. (Joukon S’ méiritelméssa
voidaan valita s = (2 4 ¢)/2.) On siis osoitettu, ettd S C S’

”D”: Osoitetaan sitten, ettd S C .S, eli ndytetdén, ettd jokainen joukon S’ alkio on joukossa
S. Oletetaan, ettd a € S’. Nyt a = (3,4) + s(—4,—2) jollakin s € R. On osoitettava, etti
a € S. Tavoitteena on siis kirjoittaa vektori @ muodossa (—1,2) + ¢(—2, —1), missi ¢ on jokin
reaaliluku. Huomataan, etta

a=(3,4) +s(—4,-2) = (-1,2) + (4,2) + s(—4, —2)
(—=1,2) + (=1)(—4,—-2) + s(—4,—-2) = (—1,2) + (=1 + 5)(—4,-2)
=(-1,2) +2(=1+438)(=2,—-1) = (=1,2) + (=2 + 25)(=2, —1).

Koska —2 + 2s € R, tiedetdin, ettd a € S. Nain on osoitettu, ettd S’ C S.

Osoitetaan sitten yleisessé tapauksessa, ettd paikkavektoriksi voidaan valita suoran miké
tahansa alkio ja ja suuntavektoriksi mika tahansa vektori, joka on yhdensuuntainen suoran
suuntavektorin kanssa. Todistus mukailee edellista esimerkkié.

Lause 3.5. Olkoon S = {p+tv | t € R} vektoriavaruuden R™ suora. Oletetaan, etti g € S ja
w on yhdensuuntainen vektorin v kanssa. Talloin S = {q+tw | t € R}

Todistus. Merkitdan S" = {g+tw | t € R} ja osoitetaan, ettd S = S’. Koska vektorit o ja w ovat
yhdensuuntaisia, on olemassa k € R\ {0}, jolle patee v = kw. Téasta seuraa, ettd w = (1/k)v.
Toisaalta ¢ € S, joten ¢ = p + bv jollakin b € R. Tésta seuraa, ettd p = ¢ — bv = § — bkw

”C”: Oletetaan, ettd a € S. Joukon S maéaritelman perusteella a = p + tv jollakin ¢ € R.
Huomataan, etta

a=p+to =q— bkw + t(kw) = ¢ — bkw + thkw = g+ (—bk + tk)w € S’

On siis osoitettu, jokainen joukon S alkio on joukossa S’. Toisin sanoen S C S’.
”D”: Oletetaan, ettd a € S’. Nyt a = ¢ + tw jollakin ¢t € R. Huomataan, etta

a=q+tw=p+bo+t(1/k)o) =p+bo+ (t/k)o =p+ (b+t/k)v € S.

Niin on osoitettu, ettd S’ C S.
Siten S = 5. O

3.2 Taso

Kolmiulotteisessa vektoriavaruudessa voidaan maééritelld tasot samaan tapaan kuin suorat.
Nyt tarvitaan kuitenkin kaksi suuntavektoria, eivatka ne saa olla yhdensuuntaisia.

Maaritelma 3.6. Vektoriavaruuden R™ taso on joukko
{p+sv+tw|s,teR},

missd p € R™, v,w € R"\ {0} ja vektorit ¥ ja w eivit ole yhdensuuntaiset. Vektoria p
kutsutaan tason paikkavektoriksi ja vektoreita v ja w tason suuntavektoreiksi.
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Kuten suorien tapauksessa, tason alkioita voidaan ajatella pisteind. Olkoon T' vektoriava-
ruuden R3 taso. Sanotaan, ettd piste (a, b, ¢) on tasossa T tai etti taso T kulkee pisteen (a, b, c)
kautta, jos (a,b,c) € T. Tasoa ja siind olevaa pistettd on havainnollistettu kuvassa 3.15. Vas-
taavia ilmauksia kéytetdan vektoriavaruudessa R™.

Kuva 3.15: Piste (a, b, c) on tasossa 7.

Esimerkki 3.7. Médritetaéan pisteiden A = (0,1,0), B = (—1,3,2) ja C = (—2,0,1) kautta
kulkeva taso T'. Valitaan ensin tason paikkavektori. Esimerkiksi tason pisteen A paikkavektori
OA = (0,1,0) kily tihin tarkoitukseen. Liséiksi tarvitaan tason suuntaiset suuntavektorit:

AB=0B-0A=(-1,2,2) ja AC=0C —OA = (-2,-1,1).

Nyt on tarkistettava, ettd vektorit AB ja AC eiviit ole yhdensuuntaiset, silli muutoin kyseessé
ei ole taso. Tama jatetdan harjoitustehtaviksi lukijalle. Nain saadaan taso

T ={0A+ sAB+tAC | s,t e R} = {(0,1,0) + s(—1,2,2) + t(—2,—-1,1) | s,t € R}.

Kuva 3.16: Taso T kulkee pisteiden A, B ja C kautta.

Tarkistetaan vield, etté pisteet A, B ja C tosiaankin ovat tasossa T'. Huomataan, etté

A=(0,1,0) 4 0(—1,2,2) + 0(—2,—1,1),
B=(0,1,0)+1(~1,2,2) + 0(-=2,—1,1) ja
C =(0,1,0)+0(—1,2,2) + 1(=2, —1,1).

Siten T on taso, joka kulkee pisteiden A, B ja C kautta.

Edellisessé kéytetty menetelmé toimii yleisemminkin. Jos taso halutaan kirjoittaa muodossa
{p + sw +tv | s,t € R}, paikkavektoriksi p voidaan valita tason minké tahansa pisteen
paikkavektori. Suuntavektoreiksi w ja v voidaan valita mitké tahansa tason suuntaiset vektorit,
kunhan w ja v eivat ole yhdensuuntaiset. Taso on siis mahdollista kirjoittaa usealla eri tavalla
joukkona {p + sw + tv | s,t € R}. Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 3.17.
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Kuva 3.17: Taso voidaan kirjoittaa eri tavoin joukkona {p + sw + tv | s,t € R}.



4 Avaruuden R" aliavaruudet

Edellisessé luvussa kisiteltiin suoria ja tasoja. Osoittautuu, etté erityisesti origon kautta kul-
kevat suorat ja tasot ovat lineaarialgebran kannalta mielenkiintoisia. Ne ovat niin kutsuttuja
aliavaruuksia.
Esimerkiksi avaruuden R? suora S = {0 + a(—3,1) | a € R} kulkee origon kautta. Sen voi
kirjoittaa muodossa
S ={a(-3,1) | a € R}.

Suora S koostuu siis vektorin (—3, 1) skalaarimonikerroista. Sanotaan, etté suora S on vektorin
(=3, 1) virittdma ja merkitadn S = span((—3,1)).

A

Y

S

Kuva 4.18: Origon kautta kulkeva suora S = span((—3,1)).

Avaruuden R? origon kautta kulkeva taso T = {0 + a1(—3,1,1) + a2(2,—1,2) | a1, a2 € R}
voidaan kirjoittaa muodossa

T = {al(—S,l, 1) —|—a2(2, -1,2) ‘ ai,as € R}.

Taso T' koostuu siis vektorien (—3,1,1) ja (2, —1,2) kaikista mahdollisista lineaarikombinaa-
tioista. Sanotaan, ettd taso 1T on vektorien (—3,1,1) ja (2,—1,2) virittdma, ja merkitdan
T= Span((_37 17 1)7 (2> _17 2))

Kuva 4.19: Origon kautta kulkeva taso 7' = span((—3,1,1),(2,—1,2)).

Jotta seuraavaksi esitettdva maaritelma olisi helpompi ymmaértad, muutetaan viela hieman
tason T kirjoitusasua. Merkitdén v; = (—3,1,1) ja vo = (2, —1,2), jolloin taso 7' saa muodon

T = {alf)l + agv2 | ai,as € R}.

Voidaan my6s kirjoittaa T' = span(vy, v2).
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Maiaritelma 4.1. Vektoreiden vy, ..., v, € R” virittdméa aliavaruus on joukko

{aﬂjl + a2v9 + - - - + ap v | ay,ag,...,a € R}
Tatéa joukkoa merkitddn span(vy, ..., vg). Sanotaan, ettd vektorit vy, ..., v, € R™ virittd-
vat aliavaruuden span(vy, .. ., Ug).

Vektoreiden virittdma aliavaruus koostuu siis kaikista kyseisten vektoreiden lineaarikombi-
naatioista. Huomaa, ettd merkinnéssi span(vq, ..., ;) vektoreiden jarjestykselld ei ole vélia.
Tama johtuu siité, ettd vektoreiden yhteenlaskussa summattavien jérjestykselld ei ole valia.

Englannin kielen verbi ”span” tarkoittaa virittdmistéd tai ulottamista.

Esimerkki 4.2. Vektorin (2, —5, —3) virittdmé aliavaruus on
Span((27 _57 _3)) = {CL(Q, _57 _3) | ac R)}

Kyseessé on origon kautta kulkeva suora.
Vektorien (2, -5, —3) ja (0, —2,1) virittdma aliavaruus on

Span((27 =9, _3)7 (07 -2, 1)) = {(11(2, =9, _3) + (12(0, -2, 1) | ap,az € R}
Kyseessd on origon kautta kulkeva taso.

Esimerkki 4.3. Edelld néihtiin, ettd avaruudessa R? vektorien virittdméi aliavaruus voi olla
origon kautta kulkeva suora tai taso.

Vektorin virittdmaéssa aliavaruudessa voi myos olla vain yksi vektori. Nollavektorin virittdma
aliavaruus on nimittiin span(0) = {a0 | @ € R} = {0}. Téssi aliavaruudessa on siis ainoastaan
nollavektori.

My6s koko avaruus R? on erdiiden vektoreiden virittdmé aliavaruus:

span((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)) = {a1(1,0,0) + a2(0,1,0),a3(0,0,1) | a1, a2,as € R}
= {(al,ag,ag) ’ ai,as,as € R} = R?’.

Tulemme nikeméén, ettd avaruudelle R? 16ytyy monia muitakin virittijivektoreita kuin (1,0, 0),
(0,1,0) ja (0,0,1).

Esimerkki 4.4. Tutkitaan, miltd niyttivit avaruuden R* aliavaruuden
span((1,0,-2,5),(0,—1,4,0),(0,0,0,1))
alkiot. Maé&ritelman mukaan

span((1,0, -2, 5), (0, —1,4,0), (0,0,0,1))
={a1(1,0,—-2,5) + a2(0,—1,4,0) + a3(0,0,0,1) | a1, a2, as € R}
= {(a1, 0, —2a1, 5a1) + (0, —az2, 4az, 0) + (0, 0, 0, a3) | a1, a2, a3 € R}
= {(a1, —az, —2a; + 4az, a1 + a3) | a1, az, a3 € R}.
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Aliavaruuden span((1,0,—-2,2),(0,—1,4,5),(0,0,0,1)) alkiot ovat siis muotoa
(a1, —az, —2a1 +4az, 5a1 + a3),
missé aq, a9, a3 € R.

Esimerkki 4.5. Joukko W = {(4a; — 2a2, 3a1 — az, bai + a2) | ai,a2 € R} on erdiden
avaruuden R3 vektorien virittdmé aliavaruus. Etsitddn tille aliavaruudelle virittdjavektorit.
Toimitaan muuten samoin kuin esimerkissé 4.4, mutta kddnnetddn padttelyn suunta:

W = {(4a1 — 2az, 3a1 — a2, 5ai1,a2) | ai,as € R}
= {(4a1,3a1,5a1) + (—2a2, —az,a2) | ai,as € R}
={a1(4,3,5) + a2(—2,—1,1) | a1,a2 € R}
= span((4,3,5),(—2,—1,1)).

Kyseessd on siis vektorien (4,3,5) ja (—2,—1,1) virittdma aliavaruus. Se on origon kautta
kulkeva taso.

Aliavaruus yleistdd origon kautta kulkevan suoran ja tason késitteitd. Seuraava esimerkki
osoittaa, miksi juuri origon kautta kulkevat suorat ja tasot ovat erityisen kiinnostavia.

Esimerkki 4.6. Tarkastellaan origon kautta kulkevaa suoraa
S =span((—2,—-1)) = {t(-2,-1) | t € R}.

Tutkitaan, mitd tapahtuu, kun kaksi suoran S alkiota lasketaan yhteen. Oletetaan, ettd
v,w € S. Télloin on olemassa sellaiset reaaliluvut a ja b, ettd v = a(—2, —1) ja w = b(—2, —1).
Néahdéan, etta

v+w=a(-2,-1)+b(-2,-1) = (a+b)(-2,-1),

missd a + b € R. Havaitaan, ettd summa v + w on vektorin (—2, —1) skalaarimonikerta, joten
se on suoran S alkio. Jos lasketaan yhteen mitké tahansa kaksi suoran S = span((—2,—1))
alkiota, on tuloksena siis edelleen suoran S alkio.

A

o S = span((—2,—1))

(4]
4
£

Y

Kuva 4.20: Suoran S = span((—2, —1)) alkioiden v ja w summa v + w on suoran S alkio.
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Tarkastellaan sitten suoran alkioiden skalaarimonikertoja. Oletetaan, ettd u € S ja k € R.
Talloin on olemassa ¢ € R, jolle patee u = ¢(—2, —1). Huomataan, etta

ki = k(c(—2, —1)) = (ke)(—2, —1),

missd kc € R. Havaitaan, ettd vektori ku voidaan kirjoittaa vektorin (—2,—1) skalaarimoni-
kertana, joten ku € S. Kaikkien suoran S = span((—2, —1)) alkioiden skalaarimonikerrat ovat
siis edelleen suoran S alkioita.

Tavallaan suora S = span((—2, —1)) on oma pieni vektoriavaruutensa avaruuden R? sisissé:
kun suoran S = span((—2, —1)) alkioita lasketaan yhteen tai niitd kerrotaan reaaliluvuilla, on
tuloksena edelleen suoran S alkio. Sama pétee origon kautta kulkeviin tasoihin.

Tilanne on aivan toinen, jos suora tai taso ei kulje origon kautta. Tutkitaan vaikkapa esi-
merkin 3.2 suoraa

S={(-1,2) +t(-2,-1) | t € R}.

Nyt esimerkiksi (—1,2) ja (—3,1) ovat suoralla S. Summa (—1,2) 4+ (—3,1)
tenkaan ole suoralla S (kuva 4.21). Myo6skadn skalaarimonikerta 2 - (—1,2)
suoralla S.

(—4,3) ei kui-
(—2,4) ei ole

(_274)
(_473)

(_152)

Kuva 4.21: Esimerkin 3.2 suora S, joka ei ole aliavaruus.

Edelld tehdyt havainnot voidaan yleistad minka tahansa vektoreiden virittamaélle aliavaruu-
delle. Jos aliavaruuden kaksi vektoria lasketaan yhteen, on summa edelleen aliavaruudessa.
Samoin aliavaruuden vektoreiden skalaarimonikerrat ovat aliavaruudessa. Lisdksi nollavektori
kuuluu aina aliavaruuteen.

Lause 4.7. Oletetaan, etti vy, ...,v; € R". Olkoon W = span(v1,...,v). Talloin seuraavat
vaitteet patevat:

a) Josu, w e W, niinu+w € W.
b) Josw e W jaceR, niin cweW.
c) 0eWw.
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Todistus. Osoitetaan kohta a) ja jitetddn loput kohdat harjoitustehtéviksi. Oletetaan, etta
u,w € W. Nyt u=a101 + - - - + axvg, joillakin aq,...,a;r € R ja w = b1 + - - - + b0y, joillakin
b1,...,br € R. Osoitetaan, ettd summa u + w on aliavaruuden W alkio. Huomataan, ettéa

u+w=(a101 + -+ apvg) + (brvg + - - - + brvg)
= (a1 + b1)v1 + - - + (ag + bg) V.

Koska @ + w on vektoreiden v, v, ..., U, lineaarikombinaatio, patee u + w € W. O
Esimerkki 4.8. Tutkitaan, kuuluuko vektori w = (-2, 3,2, —1) vektoreiden
v =(0,—-1,2,1), wvy=(2,0,1,—-1) ja v3=(4,2,2,0)

virittdméaan aliavaruuteen span(vq,ve,v3). On siis selvitettdvd, onko olemassa reaalilukuja
1, T, T3, joille patee
T1U1 + T2U2 + X303 = W.

Toisin sanoen on paételtava, onko w vektoreiden v1, v ja v3 lineaarikombinaatio.
Sijoittamalla annetut vektorit ylla olevaan yhtdlo6n saadaan

xl(()) 717 27 1) + x2(27 07 17 71) + 1:3(47 27 2a O) = (72’ 3a 25 *1)
ja laskemalla kerto- ja yhteenlaskut auki yhtélé voidaan vield muuttaa muotoon
(2z9 + dws, —x1 + 223, 221 + T2 + 223, 1 —x2) = (—2,3,2,—1).

Kun tarkastellaan jokaista komponenttia erikseen, saatua vektoriyhtédloa vastaa yhtéloryhméa

200 +4x3 = -2

—T1 + 2x3 = 3
21 + 10+ 223 = 2
T1 — X9 = —1

Miten téallainen yhtédloryhmé ratkaistaan? Ennen kuin syvennymme enemmaén vektoreiden vi-
rittdmiin aliavaruuksiin, on syytd perehtyd yhtaloryhmien ratkaisemiseen.
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5 Lineaariset yhtaloryhmat

Edellisen luvun lopun esimerkissa paddyttiin yhtaloryhmaéaédn, jonka ratkaisusta riippui, kuu-
luuko tietty vektori erdiden toisten vektorien virittdmééan aliavaruuteen. Taméntyyppisiéd ti-
lanteita esiintyy lineaarialgebrassa jatkuvasti, ja kysymykset voivat olla hyvin monimuotoisia.
Esimerkiksi mainitussa esimerkissé ei itse asiassa tarvittu yhtaloryhmén varsinaista ratkaisua,
vaan oli ainoastaan osoitettava sen olemassaolo. Toisissa kysymyksissd olennaista saattaa olla,
onko mahdollisia ratkaisuja yksi vai useampia. Joidenkin yhtaléryhmien kohdalla haluamme
selvittdd, minkélaisen aliavaruuden ratkaisut muodostavat.

Esimerkki 5.1. Tarkastellaan yhtaloryhmaé
3z +2y+z2=1
—x + 2y =-1
2c+4y+2=0

Kysymyksessé on niin sanottu lineaarinen yhtaloryhmaé, koska yhtalot ovat kaikki ensimmaéisen
asteen yhtdloita. Yritetddn ratkaista yhtaloryhma eli 16ytéa sellaiset luvut x, y ja z, etta kaikki
ryhmén yhtélot toteutuvat yhtd aikaa.

Aloitetaan ratkaisemalla toisesta yhtalostd x:

—r+2y=-1 <= z=2y+1.
Sijoitetaan sitten saatu x ensimmaiseen yhtaloon, ja ratkaistaan z:
32+ 1) +2y+2=1 <= 6y+3+2y+z2=1 <= z=—-8y—2.
Sijoitetaan sitten sekd x ettd z kolmanteen yhtéloon, jotta voitaisiin ratkaista y:
2y +1)+4y—8y—2=0 < 4dy+2+4y—8y—2=0 <= 0=0.

Paadyttiin tulokseen 0 = 0. Miten tdma pitéisi tulkita? Onko ratkaisuja yksi vai useampia?
Piteeko yhtélo ehké kaikilla luvuilla? Selvistihdn z ja z kuitenkin riippuvat y:std, koska ne
ratkaistiin ylld y:n lausekkeina. Mutta samalla tavoinhan y:n voitaisiin ajatella riippuvan z:sta
ja z:sta. Vai olisiko sijoitus pitdnyt tehd& jossain toisessa jarjestyksessa?

Esimerkki osoittaa, ettd yhtaloryhmien monimutkaistuessa tarvitaan jokin jarjestelmaéllinen
menetelmé, jota kdyttdmalld saadaan aina varmasti jokin vastaus ja pystytdédn tulkitsemaan
vastauksen merkitys. Téssé luvussa esiteltdvd Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmé redusoi
minké tahansa lineaarisen yhtéloryhmén sellaiseen muotoon, etté kaikkiin (ainakin talla kurs-
silla tarvittaviin) kysymyksiin voidaan helposti antaa vastaus.

5.1 Lineaarisen yhtaloryhman maaritelma

Lineaarinen yhtdloryhmd on yhtaléoryhmaé, joka on muotoa

axy +  apre + - 4+ aT, = b
a1x1 + agres + -+ +  agpr, = by
Am1T1 + am2aT2 + 0+ QppTn, = bm
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missé ai1, ..., Amn, 01,...,0m € R. Symbolit z1,xs,...,z, ovat yhtéldiden tuntemattomia.

Lukuja aji,...,am, nimitetdédn yhtaloryhmén kertoimiksi ja lukuja by, 0o, ..., by, vakioiksi.

Jos tuntemattomia on vihén, niitd voidaan merkitd my6s symboleilla z,y, z ja niin edelleen.
Esimerkiksi

—4x1 + \/31’2 + 23 = 4
T + g.rg = 0
501 4+ 2wy + 1llzg = -3

—6LE2 - 32:E3 == 4

on lineaarinen yhtaléryhma.

Lineaarisen yhtaloryhman ratkaiseminen merkitsee sité, etta loydetdan kaikki ne luvut, jotka
tuntemattomien x1,...,x, paikalle sijoitettuina toteuttavat yhté aikaa kaikki yht&lot.

Lineaarisen yhtaloryhmén ratkaisemisen kannalta oleellista ovat vain kertoimien ja vakioi-
den arvot, esimerkiksi tuntemattomien nimitykselld ei ole merkitystd. Kaikki tieto yhtaloryh-
masta voidaankin tiivistad lukutaulukkoon eli matriisiin, jossa luetellaan kaikki kertoimet seka
vakiot. Kun kasitellddn yhtdloryhmien sijasta matriiseja, padstdan helpommalla, silld tunte-
mattomia ei tarvitse kirjata ylos.

Esimerkiksi edella esitellyn yhtaloryhméan matriisi on

—4 /3 2] 4
1 0o Sl o
5 vV2 11| -3
0 —6 —32| 4

Selkeyden vuoksi kertoimet on tapana erottaa vakioista pystyviivalla. Viivalla ei kuitenkaan
ole matemaattista merkitystd. Huomaa, ettd matriisiin on kirjoitettava nolla niiden termien
kohdalle, jotka puuttuvat yhtaloryhmaéstéd. Kyseisten termien kertoimena on nimittéin nolla.

Kappaleessa 8 tutustutaan matriisien teoriaan yleisemmin. Téssa luvussa késittelemme vain
yhtéaloryhmista saatuja matriiseja.

5.2 Alkeisrivitoimitukset ja porrasmatriisit

Seuraavaksi tutustutaan menetelméaén, jolla voidaan ratkaista mika tahansa lineaarinen yh-
tdloryhma. Ideana on muokata yhtaloryhmésta uusia yhtéloryhmié, joilla on samat ratkaisut
kuin alkuperaiselld yhtaloryhmalld. Viimeisend saatu yhtaléryhmé on sellaisessa muodossa,
josta sen ratkaisuja koskeviin kysymyksiin on helppo vastata. Koska viimeisen yhtaléryhmén
ratkaisut ovat samat kuin alkuperdisen yhtéléryhmén, myos alkuperéisen yhtaloryhman rat-
kaisut ja niiden luonne tunnetaan.

Maaritelma 5.2. Yhtaloryhmia kutsutaan ekvivalenteiksi, jos niilla on tdsmélleen samat
ratkaisut.

Ryhdymme muokkaamaan yht&léryhmié niin kutsutuilla alkeisrivitoimituksilla. Niiden avul-
la tuotetaan uusia yhtdloryhmié, jotka ovat ekvivalentteja alkuperaisen yhtéléryhmén kanssa.
Koska matriisien késitteleminen on helpompaa kuin yhtaloryhmien, tehdaan alkeisrivitoimi-
tukset suoraan matriiseille.
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Maiaritelmé 5.3. Seuraavat kolme operaatiota ovat alkeisrivitoimituksia:

1) Vaihdetaan kahden rivin paikka matriisissa.
2) Kerrotaan jokin rivi nollasta poikkeavalla reaaliluvulla.

3) Lisédtdan johonkin riviin jokin toinen rivi reaaliluvulla kerrottuna.

Alkeisrivitoimituksille kiytetadn tdssa materiaalissa seuraavia lyhennysmerkintdja
e R; <+ R;: vaihdetaan rivien i ja j paikat (i # j).
e aR;: kerrotaan rivi ¢ luvulla a # 0.
o R; + bR;: lisdtaan riviin ¢ rivi j luvulla b kerrottuna (i # j).

Esimerkki 5.4. Seuraavassa on annettu esimerkit erilaisista alkeisrivitoimituksista:

—4 3 4 1 2|-1 1 2| -1 1 2| -1
1 2| -1 Ry R -4 3| 4 Ry—5R -4 3| 4 —ﬁs —4 3| 4
5 3 2 5 3 2 0 —7 7 0 1|-1
0 6 4 0 6 4 0 6 4 0 6 4

Maaritelma 5.5. Matriisi A on riviekvivalentti matriisin B kanssa, jos B saadaan mat-
riisista A alkeisrivitoimituksilla.

Esimerkiksi edellisen esimerkin matriisit

4 3] 4 1 2] -1
1 21| . |-4 3| 4
5 31 2f ® 0 1]-1
0 6| 4 0 6| 4

ovat riviekvivalentit. Alkeisrivitoimituksia voidaan ajatella tehtédvdn myo6s nolla kappaletta.
Siten jokainen matriisi on itsensé kanssa riviekvivalentti.

Lause 5.6. Jos yhtaloryhmid vastaavat matriisit ovat riviekvivalentit, yhtaloryhmdt ovat ekvi-
valentit.

Lause voidaan muotoilla my0s toisin: jos yhtaloryhmié vastaavat matriisit ovat riviekviva-
lentit, yhtaléryhmilld on tdsmélleen samat ratkaisut. Alkeisrivitoimituksen tekeminen ei siis
muuta yhtdléryhmén ratkaisuja. Lauseen todistus on esitetty luvun lopussa.

Yhtaloryhmaé ratkaistaessa on tavoitteena muuttaa yhtaloryhméan matriisi alkeisrivitoimi-
tuksilla niin kutsutuksi redusoiduksi porrasmatriisiksi, josta ratkaisut on helppo lukea. M&a-
ritellddn ensin porrasmatriisi.

Maaritelma 5.7. Matriisi on porrasmatriisi, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

1) mahdolliset nollarivit ovat alimpina

2) kullakin rivilld ensimmaéinen nollasta poikkeava alkio, ns. johtava alkio, on ylemmén
rivin johtavan alkion oikealla puolella.
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ail aiz ... Qi | b1 C11 cl2 ... Cip | di

a1 as9 N a9n b2 alkeisrivi- C21 C22 N Con d2
toimituksia

Am1 Gm2 -+ Gmn | bm Cml Cm2 -+ Cmn | dm
a1171 + 0+ a1p Ty = by c11T1 + -+ CrpTy = dy
a2171 + -+ - + a2y = by €171 + -+ C2pTy = da

¢ samat

_ ratkaisut _

am1%1 + -+ CpnTn = bm Cm1T1 + -+ CmnTn :dm

Kuva 5.22: Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmén perusta.

Esimerkiksi seuraavat matriisit ovat porrasmatriiseja. Niiden johtavat alkiot on lihavoitu.

13 g ; é 004 00 -3 -3 —41 1 0 -3 6
00 0 —3 00 0 -1 7 -11 0 000 5 -11
000 o0 000 01 =3 0 0 00 O 0

Porrasmuoto auttaa jo yhtdloryhmén ratkaisemisessa, mutta se ei ole yksikésitteinen. Ku-
takin matriisia kohden 16ytyy nimittdin useampi kuin yksi sen kanssa riviekvivalentti porras-
matriisi. Porrasmatriisi voidaan kuitenkin muokata alkeisrivitoimitusten avulla redusoituun
muotoon, joka on kullekin matriisille yksikasitteinen.

Maaritelma 5.8. Matriisi on redusoitu porrasmatriisi, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

1) matriisi on porrasmatriisi
2) jokaisen rivin johtava alkio on 1

3) jokainen johtava alkio on sarakkeensa ainoa nollasta poikkeava alkio.

Esimerkiksi seuraavat matriisit ovat redusoituja porrasmatriiseja. Johtavat ykkoset on jal-
leen lihavoitu.

1 0

0180 001 -53 00 -3 1 3 0 0o -3 8
00 1 -3 00 0 01 0 —-11 0 01 -3 5 —11
00 0 0 00 0 0O 01 -3 0 0O 0 0 0
Esimerkki 5.9. Matriisi
1 0 4
1 0|-2
0 1 3
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on redusoitu porrasmatriisi. Sitd vastaava yhtéaloryhméa on

xrT = 4
ro = -2
r3 = 3

Huomataan, ettd matriisista ndkyy suoraan yhtaloryhmén ratkaisu.

5.3 Gaussin—Jordanin eliminointimenetelma

Tavoitteena on muuttaa yhtaloryhmén matriisi alkeisrivitoimitusten avulla redusoiduksi por-
rasmatriisiksi, josta ratkaisut ndkyvét suoraan. Voidaan osoittaa, ettd mika tahansa matriisi
voidaan muuttaa télla tavoin redusoiduksi porrasmatriisiksi ja etta alkeisrivitoimitusten kéyt-
tamisjdrjestys ei vaikuta tulokseen. Seuraava esimerkki néyttdd, kuinka tdmé tehdaén.

Esimerkki 5.10. Muutetaan matriisi

2 -1 3 2
1 0 21
-1 -2 0 3

redusoiduksi porrasmatriisiksi. Aloitetaan ensimmaéisestd sarakkeesta. Vaihtamalla ensimméi-
sen ja toisen rivin paikat, saadaan ensimméisen rivin johtavaksi alkioksi 1:

1 021
el 9 1 3 2
-1 -2 0 3

Tamén jéalkeen johtavan alkion alla olevat alkiot on helppo muuttaa nolliksi. Vahennetédén
ensin toisesta rivistd ensimmadinen rivi luvulla 2 kerrottuna:

1 0 21
a2l g -1 -1 0
-1 -2 0 3

Lisatdan sitten kolmanteen riviin ensimmaéinen rivi luvulla 1 kerrottuna:

1 0 21
Bstl g 1 -1 0
0 -2 2 4

Nyt ensimméinen sarake on halutussa muodossa. Siirrytaddn muokkaamaan toista saraketta.
Muutetaan ensin sen johtava alkio ykkoseksi, jotta voidaan toimia samoin kuin edella. Kerro-
taan siis toinen rivi luvulla —1. Saadaan matriisi

— O

1
B
0

|
[\V]
N = DN
B O =
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Toisen rivin johtavan alkion avulla voidaan muuttaa sen alla oleva alkio nollaksi. Lisatdan
kolmanteen riviin toinen rivi luvulla 2 kerrottuna. Saadaan matriisi

1
fat2fiz 1 g
0

S = O
=N

1
0|,
4
joka on porrasmatriisi.

Jatketaan muokkaamista niin, ettd saadaan aikaan redusoitu porrasmatriisi. Muutetaan
ensin viimeinenkin johtava alkio ykkoseksi:

1 10 2 1
1hs
— |01 1 0
0 011
Muutetaan alimman rivin johtavan alkion avulla kaikki kolmannen sarakkeen muut alkiot
nolliksi:
10 2 1 10 0 —1
ferlstg 10 -1 ™% 10 1 0 —1
0 01 1 0 01 1

Nain saatu matriisi on redusoitu porrasmatriisi.

Saatu redusoitu porrasmatriisi on eri matriisi kuin se, josta ldhdettiin liikkeelle. Matriisit
myo6s vastaavat erilaisia yhtaloryhmia. Nailla yhtaloryhmilla on kuitenkin samat ratkaisut
lauseen 5.6 nojalla.

Ohjeita redusoidun porrasmatriisin aikaansaamiseksi:

e Porrasmatriisia muodostetaan vasemmalta oikealle ja ylhéaltd alaspéin.
e Johtavat alkiot kannattaa useimmiten muuttaa ykkosiksi.

e Johtavien alkioiden avulla muutetaan niiden alapuolella olevat alkiot nolliksi. Néin
saadaan aikaan porrasmatriisi.

e Redusoitua porrasmatriisia muodostetaan oikealta vasemmalle ja alhaalta ylospéin.
e Johtavien alkioiden avulla muutetaan niiden ylédpuolella olevat alkiot nolliksi.
e Tee vain yksi alkeisrivitoimitus kerrallaan!

Toisinaan redusoituun porrasmatriisin voi padtya nopeammin kéyttamalla jotakin toista
reittid. Edelld kuvattujen vélivaiheiden seuraaminen on kuitenkin turvallista, silla ne tuottavat
aina redusoidun porrasmatriisin.

Nyt olemme valmiita ratkaisemaan yhtéloryhmié. Yhtaloryhmén ratkaiseminen Gaussin—
Jordanin menetelmaé kayttéden sisdltad seuraavat vaiheet:

1. Kirjoita yhtdloryhmén matriisi.

2. Muuta matriisi alkeisrivitoimituksilla porrasmatriisiksi.
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3. Muuta porrasmatriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi.

4. Lue ratkaisut redusoidusta porrasmatriisista.

Esimerkki 5.11. Ratkaistaan yhtaloéryhma

2c1 — x99 + 3x3 = 2
Tl + 2%3 =1
—xr1T — 2(52 = 3.
Yhtaloryhmén matriisi on
2 -1 3|2
1 0 2|1
-1 -2 013

Tamé& matriisi muutettiin redusoiduksi porrasmatriisiksi esimerkissa 5.10:

Redusoitua porrasmatriisia vastaava yhtaloryhma on

xrKT = -1
Tro = -1
r3 = 1

Koska alkuperaisen yhtaloryhmén ratkaisut ovat lauseen 5.6 nojalla samat kuin lopuksi saadun
yhtéaloryhmén, on yhtéloryhmé ratkaistu. Sen ratkaisu on siis

r; = —1
ro = -1
r3 = 1

Esimerkki 5.12. Ratkaistaan lineaarinen yhtéloryhméa

r+2y+z = 8
—3x—6y—3z = =21

Muutetaan yhtéléryhmén matriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi:
1 2 1 8| Ro+3R1 |1 2 1|8
l—:a —6 —3—21] — [0 0 03]'

Vastaava yhtaloryhmé on

r+2y+2z=38
0=3.

Alin yhtdl6 on aina epétosi, joten yhtdloryhmaélla ei ole ratkaisuja.
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Esimerkki 5.13. Ratkaistaan lineaarinen yhtéloryhméa
3r1+3x2—1bxg = 9
Tl — 2%‘3 =1
2.731 — X2 — T3 = 0

Muutetaan yhtéloryhmén matriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi:

3 03 -15|9] ., [t 1 -5]3 1 1 —5]| 3
1 0 —201] 5 |1 o0 —2(1| == o -1 3|-2
29 -1 —1/0 9 -1 —11]0 2 -1 —-1| o
1 1 -5 3 1 1 -5 3 (1 1 -5]3

P2ty —1 3| —2| = Jo 1 —3| 2| ™" o 1 —3]|2
0 -3 9|6 0 -3 9|6 00 00
(1 0 —2]1

Bzl 19 1 _3]29
00 o0f0

Saatua matriisia vastaa yhtaloryhméa
Tl — 2%’3 =1
xro — 333‘3 =2
0=0

Alin yhtdld6 0 = 0 on aina tosi. Se ei siis anna ratkaisujen kannalta mitddn informaatiota.
Tuntemattomalle x5 ei puolestaan aseteta mitdan rajoitteita, joten se voi olla mikd tahansa
reaaliluku. Sanotaan, ettd xs on vapaa muuttuja. Merkitdan xg = ¢, missa t € R.
Ratkaistaan vield muut tuntemattomat. Ensimmaéinen yhtdlo on z; — 2t = 1, joten x; =
1 + 2t. Toinen yhtéld puolestaan on xy — 3t = 2 eli x9 = 2 4 3t. Siten yhtdléryhmén ratkaisu
on
1 =142t
o =2+ 3t missé ¢t € R.
T3 = t,
Ratkaisuja on siis ddrettoman monta. Yksittéisia ratkaisuja saadaan antamalla parametrille
t eri arvoja. Esimerkiksi sijoittamalla { = 1 saadaan yhdeksi ratkaisuksi z; = 3, x2 = 5 ja
x3 = 1. Sijoittamalla ¢ = —1 saadaan toinen ratkaisu 1 = —1, xo = —1 ja x3 = —1. Jokaisella
reaaliluvulla ¢ yhtaloryhmaélle saadaan eri ratkaisu.

Yhtaloryhmassa saattaa olla useitakin vapaita muuttujia. Namé 16ytyvét redusoidussa por-
rasmatriisissa niistd sarakkeista, joissa ei ole lainkaan johtavaa alkiota.

Esimerkki 5.14. Lineaarisen yhtaloryhméan matriisi muutettiin alkeisrivitoimituksilla re-
dusoiduksi porrasmatriisiksi

1
0
0

o O W
O = O
S N =~
o O O

0
0
1

w O
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Miké on yhtéaloryhmén ratkaisu?

Havaitaan, ettd johtavat alkiot ovat sarakkeissa 1, 3 ja 6. Muita sarakkeita vastaavat tun-
temattomat xs9, x4 ja x5 ovat vapaita muuttujia. Merkitddn zo = r, 4 = s ja x5 = ¢, missa r,
s, t€R.

Nyt voidaan kirjoittaa

x1+3r+4s=7

r3+25s=0
Te — 3.

Tama yhtaloryhméa on yhtapitdava yhtaloryhmaéan
r1=7—3r —4s

T3 = —28

35‘6:3

kanssa. Yhtaloryhmén ratkaisu on siis

r1=7—3r —4s
To =T
x3 = —2s -
missé r, s,t € R.
X4 =S
335:t
.%‘6:3,

Luvut r, s ja t voidaan valita taysin vapaasti, ja jokainen valinta tuottaa yhtaloryhmén erdéan
ratkaisun.

Porrasmatriisien tulkinta

FEdelliset esimerkit kuvaavat tilanteita, joihin Gaussin—Jordanin menetelmaé kéyttien voidaan
paatya. Kootaan vield yhteen redusoidun porrasmatriisin M merkitys sitd vastaavan yhtalo-
ryhmén kannalta eri tapauksissa.

e Jos jokin matriisin M viimeisista riveistd on muotoa [O - 0 ‘ 1} (eli rivin johtava
ykkonen on pystyviivan oikealla puolella), kyseisté rivid vastaa epétosi yhtalo 0 = 1.
Yhtaloryhmallé ei ole ratkaisua.

e Oletetaan, etté edellinen tapaus ei toteudu. Jos joltakin matriisin M sarakkeelta puut-
tuu johtava alkio (pystyviivan vasemmalta puolelta), tuota saraketta vastaava muut-
tuja on vapaa. Yhtaloryhmén ratkaisut voidaan esittda vapaiden muuttujien avulla.
Kunkin vapaan muuttujan arvo voidaan valita vapaasti, joten yhtaloryhmall& on rat-
kaisuja ddreton maara.

e Oletetaan, ettd edelliset tapaukset eivéit toteudu. Tall6in matriisin M jokaisessa sa-
rakkeessa pystyviivan vasemmalla puolella on johtava alkio, ja yhtaloryhmaélla on téas-
mélleen yksi ratkaisu.
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Esimerkki 5.15. Usein kiinnostavaa ei ole yhtaloryhmén tarkka ratkaiseminen, vaan se, kuin-
ka monta ratkaisua yhtaloryhmalld on. Talloin ei tarvitse muuttaa yhtaloryhméan matriisia
redusoituun porrasmuotoon, vaan pelkkéd porrasmuoto riittad. Kaikkia tésséd esimerkissé esi-
tettyja viitteita ei perustella tarkasti, silld pitkien ja teknisten todistusten kirjoittaminen ei
olisi mielekésté.

Oletetaan, ettd yhtdloryhmén matriisi on saatu alkeisrivitoimituksilla muotoon

4 -3 1| O
0 -1 2| 2
0 0 0|4
0O 0 0] O
Toiseksi viimeinen rivi vastaa yhtéaloa 0 = —4, joka on aina epétosi. Nyt tiedetddn, etta alku-

peraiselld yhtaloryhmaélla ei ole ratkaisuja, eikd redusoiduksi porrasmatriisiksi muuttaminen
ole tarpeellista.
Tutkitaan sitten yhtaloryhméa, jonka matriisi on saatu alkeisrivitoimituksilla porrasmatrii-
siksi
4 -3 0 1| O
0 6 2 3| 2
0O 00 —-1]—-4

Tassékin tapauksessa ratkaisujen lukumééra nahdaén suoraan. Koska porrasmatriisissa ei nay
yhtalod, joka olisi epétosi, ei sellaista tule redusoituun porrasmatriisiinkaan. Siten voidaan sa-
noa suoraan porrasmatriisin perusteella, ettd yhtaloryhmalld on ratkaisuja. Huomataan viela,
ettd porrasmatriisin kolmannessa sarakkeessa ei ole johtavaa alkiota. Jos matriisi muutettai-
siin redusoiduksi porrasmatriisiksi, ei siindkaén olisi johtavaa alkiota kolmannessa sarakkeessa.
Siten yhtaloryhmaélla on dérettomén monta ratkaisua, ja sen nidkee suoraan porrasmatriisista.

Tarkastellaan vield lopuksi yhtaloryhmaé, jonka matriisi on saatu alkeisrivitoimituksilla por-
rasmatriisiksi

4 -3 1| O
0 6 2| 2
0 0 2|4

Epétosia yhtaloitd ei ole, joten yhtéloryhmaélld on ratkaisuja. Koska jokaisessa sarakkeessa
on johtava alkio, voidaan péaitelld, ettd vapaita muuttujia ei ole. Siten yhtdléryhmaélld on
tdsmalleen yksi ratkaisu.

Esimerkki 5.16. Tarkastellaan yhtaloryhmaa

r4 y+kz=1
rt+ky+ z=1
kxr+ y+ z=-2.

Tutkitaan, miten luvun k arvot vaikuttavat ratkaisujen lukuméédrdan. Ryhdytdan muutta-
maan yhtaléryhméan matriisia redusoiduksi porrasmatriisiksi:
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11 k| 1 1 1 El o1

1k 1] 1] 2o k-1 1-k| 0

E 11| -2 k 1 1] -2

1 1 k 1 1 1 k 1
Raokfilg p—1 1-% o 2 1o k-1 1—k 0

0 1—k 1—-Kk>|—-2—k 0 0 2—k—k|—-2—k

Kaikki alkeisrivitoimitukset voidaan tdhén asti tehda riippumatta siitd, mika luku £ on.
Jatkaminen ei kuitenkaan onnistu, silld toisen rivin alkio k£ — 1 saattaa olla nolla, samoin
kolmannen rivin alkio 2 — k — k2. Tarkastellaan niiti tapauksia erikseen.

Oletetaan ensin, ettd kolmannen rivin alkio 2 —k — k2 =0eli k = —2 tai k = 1.
e Jos k = —2, viimeinen matriisi on
1 1 =21
0 -3 3]0
0O 0 0]0

Tama matriisi on porrasmuodossa, joten siitd voidaan paatelld yhtaloryhmaéan ratkaisujen
lukumaééré. Koska epatosia yhtaloitd ei ole, ratkaisuja on olemassa. Tuntematonta xs
vastaavassa sarakkeessa ei ole johtavaa alkiota, joten zs on vapaa muuttuja. Ratkaisuja
on siten aarettoman monta.

e Jos k =1, viimeinen matriisi on

11 1] 1
00 0| O
0 0 0|-3
Havaitaan, etté alinta rivid vastaava yhtdlo 0 = —3 on aina epétosi. Siten yhtéaléryhmalld

ei ole ratkaisuja.

Oletetaan sitten, ettéd toisen rivin alkio k — 1 = 0 eli £k = 1. Tadma tapaus késiteltiin sattu-
malta jo edella.

Tarkastellaan vield lopuksi tilannetta, jossa sekd toisen rivin alkio k — 1 ettd kolmannen
rivin alkio 2 — k — k2 ovat nollasta poikkeavia. Talloin voidaan jatkaa alkeisrivitoimitusten
tekemistd. Koska k — 1 # 0 ja 2 — k — k% # 0 saadaan

11 k 1 \ 11 k| 1
1 R — = _R-
o1 -1 o | o1 —1| o0
00 2—k—k|-2—k 00 1|72k

Saatu matriisi on porrasmuodossa. Koska jokaisessa pystyviivan vasemmalla puolella olevassa
sarakkeessa on johtava alkio, yhtaloryhmalla on tdsmélleen yksi ratkaisu.

Péaadyttiin siis seuraavaan tulokseen: Yhtaloryhmélld on dérettomén monta ratkaisua, jos
ja vain jos k = —2. Yhtaloryhmalla ei ole ratkaisua, jos ja vain jos k = 1. Yhtaloryhmalla on
tasan yksi ratkaisu, jos ja vain jos k # 1 ja k # —2.
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Esimerkki 5.17. Redusoidut porrasmatriisit ovat teoreettisesti mielenkiintoisia, koska jokais-
ta matriisia vastaa tdsmalleen yksi redusoitu porrasmatriisi. Edelld kuitenkin néhtiin, etta yh-
tdloryhmén ratkaisujen lukuméra on luettavissa jo porrasmatriisista. Itse asiassa yhtaloryhma
voidaan jopa ratkaista porrasmatriisivaiheen avulla.

Esimerkin 5.13 yhtéloryhméa vastaava porrasmatriisi oli

11 -5|3
01 =32
00 010

Koska kolmannessa sarakkeessa ei ole johtavaa alkiota, sité vastaava muuttuja on vapaa. Tahan
havaintoon ei tarvita redusoitua porrasmuotoa. Jos merkitdan x3 = t, muut muuttujat voidaan
ratkaista t:n avulla. Toisen rivin perusteella

To— 3t =2 << 9 =2+ 3t,
ja tdman jalkeen ensimmaéisen rivin perusteella
1 +a2—5t=3 <= 21+ Bt+2)-5t=3 < x1=1+2t

Porrasmatriisi siis riittdd yhtéloryhmén ratkaisemiseen.

Historiallinen huomautus. Gauss ei itse kehittdnyt nimeddn kantavaa menetelmédd, vaan
sen tunsi jo ainakin Newton sata vuotta aikaisemmin 1600-luvun loppupuolella. Kiinalaiset
puolestaan tunsivat menetelmén jo toisella vuosisadalla eKr. Nimitys ”Gaussin eliminointime-
netelmé” tuli kayttoon kuitenkin vasta 1950-luvulla. T&allA nimityksella tarkoitetaan yleenséa
nimenomaan porrasmatriisiin tdhtadvad menetelméd, ja mikéli halutaan jatkaa redusoituun
porrasmatriisiin asti, menetelméd kutsutaan ”Gaussin—Jordanin eliminoinniksi”. Jordan esitti
tdméan version eliminointimenetelméstad vuonna 1887.

Geometrinen tulkinta

Yhtaloryhmalla voi siis olla tdsmélleen yksi ratkaisu, ddrettoméan monta ratkaisua tai ei yh-
tdédn ratkaisua. Kun muuttujia on kaksi tai kolme, tilannetta voi havainnollistaa analyyttisen
geometrian avulla. Tutkitaan yhtaloparia

ar +by =c
dxr +ey=f.

Oletetaan, ettd yhtalolla on ratkaisu x = r, y = s. Sita voidaan ajatella tason pisteena (7, s).
Koska ratkaisu toteuttaa ylemmén yht&lon, piste (r, s) on suoralla, jonka yhtélo on ax+by = c.
Vastaavasti piste (r, s) on suoralla, jonka yhtdlé on dx + ey = f. Piste (r, s) on siis molemmilla
suorilla, eli se on suorien leikkauspiste.

Jos yhtalot méadrittavat kaksi erisuuntaista suoraa, on niillé on tdsmélleen yksi leikkauspiste.
Talloin yhtaloparilla on tdsmélleen yksi ratkaisu. Jos yhtdlot méarittdvat saman suoran, on
leikkauspisteitéd adrettoman monta. Silloin ratkaisujakin on &arettomén monta. Jos yhtéloiden
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Kuva 5.23: Yhtaloryhmélla on tasan yksi ratkaisu, darettomén monta ratkaisua tai ei yhtdan
ratkaisua.

maarittamat suorat eivit ole samat mutta ovat kuitenkin yhdensuuntaiset, ei leikkauspisteita
ole. Silloin ei myoskadn yhtédloparilla ole ratkaisuja.

Kun muuttujia on kolme, yhtalot kuvaavat tasoja. Esimerkiksi kolmen tason leikkausjoukko
voi olla piste, suora tai taso. Namé vastaavat tilanteista, joissa ratkaisuun tulee nolla, yksi
tai kaksi vapaata muuttujaa. Leikkausjoukko voi olla my6s tyhja, jolloin yhtéloryhmaélla ei ole
ratkaisuja.

5.4 Yhtdloryhmien ekvivalenssin todistus

Kéaydéan vield lopuksi todistus sille, ettd yhtaloryhmilld on samat ratkaisut, jos niiden matriisit
ovat riviekvivalentit (lause 5.6).

Lauseen 5.6 todistus. Osoitetaan, ettd jos yhtédloryhmid vastaavat matriisit ovat riviekviva-
lentit, yhtaloryhmét ovat ekvivalentit. Tatd varten riittaéd nayttad, ettd alkeisrivitoimituksen
tekeminen ei vaikuta yhtaloryhmén ratkaisuihin. Tutkitaan yhtaloryhmaé

ailry + aipxry + ... +  Aipxy, = by
a;1r1 +  aprs + ... +  GppTy, = b; (1)
am1T1 + amaT2 + ...+ appTn = by,
missé aii, .- -, Amn, b1, .., 0m € R.

1. Ensinnédkin huomataan, ettd yhtaloryhman rivien jérjestyksellé ei ole vilid. Siten kahden
rivin paikkojen vaihtaminen ei muuta yhtaloryhman ratkaisuja.

2. Tutkitaan sitten alkeisrivitoimitusta, joka kertoo rivin ¢ luvulla ¢ € R\ {0}. Tuloksena on
yhtaloryhméa
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aj1r1 + apre + -+ apr, = b

cajir1 + caprs + -+ + capr, = cb; (2)

Am1T1 + AmaT2 + 0+ Apn®n = by

On osoitettava, yhtéloryhmilld (1) ja (2) on samat ratkaisut. Tadma tehddén kahdessa osassa.
Ensin naytetdan, etta jokainen yhtéloryhmén (1) ratkaisu on myos yhtaléryhmén (2) ratkaisu.
Sitten naytetaén, etta jokainen yhtaloryhmén (2) ratkaisu on my6s yhtaloryhmén (1) ratkaisu.

Oletetaan ensin, ettd x1 = ri,...,x, = r, on yhtdloryhmén (1) ratkaisu ja osoitetaan, etta
se on myos ryhmén (2) ratkaisu. Oletuksen perusteella pétee

arr + aprea + -+ aipth = b1
apnrt +  apre + - A+ aprn = b
aAmiT1 + amaers + -+ + Qmptn = bm

Kun ¢:nnen yhtélon molemmat puolet kerrotaan luvulla ¢, saadaan yhtalo
cajry + - - - + capry = cb;.

Nyt siis 1 = ry,...2, = 7, toteuttaa yhtaloryhmén (2), ja siten se on my6s yhtaléryhméan
(2) ratkaisu.

Oletetaan sitten, ettd z; = s1,...,x, = s, on yhtaloryhmén (2) ratkaisu ja osoitetaan, etta
se on my6s ryhmén (1) ratkaisu. Nyt siis

aj1s1 + aiesa + -+ ams, = b
caj1s1 + capss + - 4+ caipnsSn, = cb;
am181 + @m2S2 + -+ GmpSn = bm

Koska ¢ # 0, voidaan i:nnen yhtdlén molemmat puolet jakaa luvulla c. Télloin saadaan yhtélo
a;181+ - - -+ ainSp = b;. Nyt ndhdéan, ettd ©1 = sq,...,x, = s, toteuttaa myos yhtaloryhmén
(1), joten se on myds yhtaléryhméan (1) ratkaisu. Siten yhtaloryhmilld on samat ratkaisut.

3. Kolmannen alkeisrivitoimituksen tarkastelu jatetdan lukijalle. ]
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6 Virittaminen

Edellisessé luvussa opittiin vastaaamaan erilaisiin lineaaristen yhtéaloryhmien ratkaisuja koske-
viin kysymyksiin. Hyodynnetddn naitéa tietoja nyt vektoriavaruuden R™ aliavaruuksien tutki-
miseen. Palautetaan mieleen, ettd vektoreiden vy, ..., v, € R™ virittdma aliavaruus on joukko

span(vy, ...,0) = {a101 + agve + - - - + apvy | a1, az,...,a; € R}.

Esimerkki 6.1. Tutkitaan kuuluuko vektori w = (10,—3,7) vektoreiden v; = (3,—1,2),
vy = (0,1,-1) ja v3 = (4,2,0) virittdméaan aliavaruuteen. On siis selvitettdvi, onko olemassa
reaalilukuja x1, 9, x3, joille pitee w = x1U1 + T202 + x303. Saadaan ratkaistavaksi yhtalo

(10, -3, 7) =T (3, —1, 2) + 1:2(0, 1, —1) + $3(4, 2, 0),
joka muuttuu muotoon
(10, -3, 7) = (3%1 +4x3, —x1 + 29 + 213, 221 — CCQ).

Saadaan ratkaistavaksi yhtaloryhma

3r1 + + 4dz3 = 10
—r1 4+ x99 + 223 = -3
21‘1 — X2 = 7

Ratkaistaan yhtakéryhmé Gaussin-Jordanin eliminointimenetelmaélla:

3 0 4] 10 -1 1 2(=3 1 -1 -2|3

11 9| —g| el 3 g 4| g0 P2 (3 o 4] 10] P23
2 -1 0] 7 2 -1 0| 7 2 -1 0| 7

(1 -1 —2|3 1 -1 —-213 1 -1 —2/3]

0 3 1o|1] ™o 3 101 =Bl 1 4| M
2 -1 0|7 0 1 4|1 0 3 101

1 -1 —2| 3

0 1 4| 1

0 0 —2|-2

Viimeisestd porrasmatriisista ndhdéan, etta yhtaloryhmalla on ratkaisuja, silla epatosia yhté-
16ité ei ole.

Siten on olemassa reaaliluvut x1, z2 ja xs, joille patee w = x101 + 2202 + x303. (Jos haluaa
tietdd, mitkd namaé luvut ovat, yhtaloryhmé on ratkaistava loppuun asti. Tietoa ei kuitenkaan
tarvita tehtavin ratkaisuun.) Nyt tiedetddn, ettd w € span(vy, vg,U3).

Esimerkki 6.2. Nyt osaamme vastata myos esimerkissa 4.5 esitettyyn kysymykseen. Esimer-
kissé haluttiin tietda, kuuluuko vektori w = (—2,3,2, —1) vektoreiden

i_}l = (07 _1)2) ]-)7 1_}2 - (2)O> ]-a _1) ja’ 1_}3 - (472)2)0)
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virittdméaan aliavaruuteen span(vy, ve, v3). Talloin paadyttiin yhtaloryhméaan

200 + 4dx3 = -2

—I1 + 2x3 = 3
2r1 + x99 + 2x3 = 2
rT — T2 = -1

Kun yhtéloryhmééa kasitelladn Gaussin—Jordanin eliminointimenetelméllé, ndhd&an, ettéd rat-
kaisuja ei ole. Siten w ¢ span(vy, U2, U3).

Kutakin virittdjavektorien joukkoa vastaa niiden virittdma aliavaruus. Toisinaan on annettu
aliavaruus, ja halutaan tietda, virittdvatko jotkin tietyt vektorit sen. Erityisesti voidaan kysya,
virittavatko jotkin annetut vektorit koko vektoriavaruuden R™. Tutkitaan néitd kysymyksia
seuraavissa esimerkeissa.

Esimerkki 6.3. Merkitddn e; = (1,0) ja ea = (0,1). Osoitetaan, ettd vektorit e; ja eo
virittavit koko vektoriavaruuden R? eli ett

span(éy, &) = R?.

Kaksi joukkoa osoitetaan samoiksi ndyttamalld, ettd kumpikin on toisen osajoukko. Tiede-

tdin, ettd jokainen joukon span(ép, ez) vektori on avaruuden R? vektori, joten on selviii, etti

span(ey, é2) C R2. Niin ollen riittda ndyttad, ettd R? C span(éy, é2). On siis osoitettava, etti

jokainen avaruuden R? vektori voidaan esittdi vektoreiden €; ja € lineaarikombinaationa.
Oletetaan, ettd v = (v1,ve) € R?. Huomataan, etti

v = (v1,v2) = v1(1,0) + v2(0,1) = v1€1 + voeo.
Koska v voidaan kirjoittaa ylld olevassa muodossa, tiedetdédn, ettd v € span(eéy,és). Siispa
R? C span(éy, €2), joten on osoitettu, ettd span(ep, ez) = R2.
Esimerkki 6.4. Tutkitaan, virittavatko vektorit
v =(3,2,—-1), v2=1(2,-2,6) ja v3=(3,4,—5)

vektoriavaruuden R?. Kuten edellisessé esimerkissa néhtiin, riittdé selvittéd, voidaanko jokai-
nen vektoriavaruuden R3 vektori ilmaista vektoreiden #1, 75 ja 73 lineaarikombinaationa.
Oletetaan, ettd w € R3. Nyt w = (w1, wa, ws3) joillakin w1, ws, w3 € R3. Jotta vektori w olisi
vektoreiden vy, U5 ja v3 lineaarikombinaatio, tdytyy olla olemassa luvut 1, z9, z3 € R, joille
patee
1V + T2V + T3V3 = W.

Tasta saadaan yhtéloryhmé

3r1 4+ 229 4+ 3x3 = w;
2¢1 — 29 + 4dxs = wo
—xr1 4+ 6x9 — bxry = w;s
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Yhtaloryhmén matriisista saadaan alkeisrivitoimituksilla porrasmatriisi

1 —6 5 —ws
0 10 —6 wa + 2ws3
0 0 0 w1 — 211)2 — w3

Matriisista ndhdéaan, etta yhtaloryhmalla on ratkaisuja, jos ja vain jos alinta rivid vastaava
yvhtélo 0z + 0xo + Oxg = wi — 2we — w3 on tosi eli w; — 2we — w3 = 0. Siten vektori w =
(w1, wq, ws) on aliavaruudessa span(vy, v2,v3), jos ja vain jos wy — 2wg — w3 = 0.

Néin ollen esimerkiksi vektori (1,0,0) ei ole vektoreiden v;, vy ja v3 lineaarikombinaatio,
silld se ei toteuta edelld saatua yhtélod. On siis olemassa vektoriavaruuden R? vektori, joka ei
ole ei ole vektoreiden o1, U5 ja ¥3 lineaarikombinaatio. Niin ollen R3 # span(v1, va, U3), eiviitki
vektorit vy, vo ja v3 viritd avaruutta R3.

Toisinaan kaikkia virittdjdvektoreita ei tarvita aliavaruuden virittdmiseen. Seuraava lause
osoittaa, ettd jos jokin virittdjavektori on toisten virittajavektoreiden lineaarikombinaatio, se
voidaan pudottaa pois virittdjavektoreiden joukosta.

Lause 6.5. Oletetaan, ettd v1,vo,...,0 € R™. Oletetaan lisiksi, ettd w on wvektoreiden
U1, V2, ..., lineaarikombinaatio. Tdalloin

span(v1, V2, ..., U, w) = span(vy, Vs, . .., Vk).
Todistus. ”C”: Oletetaan, ettd b € span(vy, ..., 0, w). Nyt on olemassa reaalilukukertoimet
ai,...,ak, ay € R, joille pétee

b=a10y + -+ aplp + auW.

Toisaalta koska w on vektoreiden vy, ..., lineaarikombinaatio, on olemassa cy,...,c; € R,
joille patee
w=civy +- -+ VL.

Sijoitetaan tdma ensimmaéiseen yhtéaloon, jolloin saadaan
b=aiv1 + -+ agty + ap(c1vy + -+ - + cvy)

=aiv1 + -+ apvr + apc1v1 + - -+ ayCrUE

= (a1 + awc1)v1 + -+ - + (ag + awcy) V.

Téstd nahdddn, ettd b € span(vy, ... ,v;), joten
span(vy, ..., U, w) C span(vy, ..., V).
”D”: Todistuksen toinen osa jatetdan harjoitustehtévaksi. O

Tarkastellaan vektoreita (—1,0,—3), (—6,1,—1) ja (=5, 1,2). Vektoreista keskimmaéinen on
kahden muun summa. Siten edellisen lauseen nojalla

span((—1,0, —3), (=6,1, 1), (=5,1,2)) = span((—1,0, —3), (=5, 1, 2)).
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Pohditaan vield vapaamuotoisesti, misté tdmé johtuu. Vektori (—6, 1, —1) on muiden virittéja-
vektoreiden lineaarikombinaatio. Siksi kaikki, mikd saadaan aikaiseksi vektoria (—6,1,—1)
kédyttien, voidaan saada aikaiseksi jo muilla virittdjavektoreilla. Vektori (—6, 1, —1) ei siis tuota
aliavaruuteen mitddn uusia vektoreita, joten sen voi jattda pois virittdjavektorien joukosta
ilman, ettd aliavaruus muuttuu miksikéan.

Esimerkki 6.6. Tutkitaan, virittavatko vektorit
uy = (17 LO): ug = (1,0, 1)7 uz = (0, 1, 1) ja ug=(-2,1, 1)

avaruuden R3. Oletetaan, ettd w = (wy, wo, w3) € R3. On selvitettivi, onko olemassa lukuja
r1,T9, T3, x4 € R, joille patee

T1U1 + ToU2 + T3U3 + T4Uy = W.

Saadaan yhtéloryhmé, jonka matriisi on

1 1 0 =2|w
1 01 1] wo
011 1| ws

Tastéa saadaan alkeisrivitoimituksilla porrasmatriisi

1 1 0 -2 w1
01 -1 -3 w1 — W2
0 0 1 2 %(U)g + wo — U]l)

Matriisista ndhddéan, ettd yhtdloryhmaélld on ratkaisuja, olivatpa wy, we ja ws mitd lukuja
tahansa. Siten w € span(u1, iz, U3, %4). Néin ollen R? = span(u1, iz, U3, 4).

Edellisen esimerkin virittajat wy, ue, us, u4 eivit ole parhaat mahdolliset. Koska yhtaloryh-
maéssé on vapaita muuttujia, on yhtdléryhmélla darettomén monta ratkaisua. Vektoriavaruu-
den R3 alkiot voidaan siis kirjoittaa usealla eri tavalla virittédjévektorien lineaarikombinaatioi-
na. Esimerkiksi jos w = (1,2, 3), niin ratkaisut ovat

.rl:t

xo =141

2 missé ¢t € R.
$3:2—2t

T4 =1

Valitsemalla t = 3 saadaan

(1,2,3) = 3uy + 4ug — 4us + 3uy
ja toisaalta valitsemalla ¢ = 1 saadaan

(1,2,3) = uy + 2uz + Oug + uy.

Tama ei ole toivottavaa, vaan tavoitteena on 16ytédéa sellainen virittdjajoukko, ettd aliava-
ruuden vektorit voidaan ilmaista virittdjavektorien lineaarikombinaationa tédsmaélleen yhdella
tavalla. Téllaisia virittdjdjoukkoja tutkitaan seuraavassa luvussa.
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7 Vapaus

Edellisen luvun lopussa tutkittiin vektoreiden uy = (1,1,0), us = (1,0,1), ug = (0,1,1) ja
ug = (—2,1,1) virittdmaa aliavaruutta W = span(uy, ug, U3, ug). Silloin huomattiin, etta ali-
avaruuden vektorin voi kirjoittaa monella eri tavalla virittdjavektoreiden lineaarikombinaatio-
na. Esimerkiksi nollavektorin voi kirjoittaa muodossa 0 = Ouq + Oug + Otz + Otig, muodossa
0 = 1ug + lug + (—2)us + liuy tai muodossa 0 = 2u; + 2us + (—4)u3 + 2u4. TAmé ei ole
toivottavaa, silld yleensa halutaan, ettd vektorit on mahdollista kirjoittaa virittdjavektorien
lineaarikombinaationa tdsmélleen yhdelld tavalla. T&ll6in vaikkapa nollavektori saadaan aikai-
seksi ainoastaan niin, ettd jokaisen virittdjavektorin kertoimena on nolla. Tavoitteen tayttavia
virittajajoukkoa kutsutaan vapaaksi.

7.1 Vapauden maaritelma

Madiritelma 7.1. Oletetaan, etté vy, 09, ..., v, € R™. Vektorijono (v1,vg,...,0) on va-
paa eli lineaarisesti ritppumaton, jos seuraava ehto pétee:

jos €101 + calg + -+ - + v, = 0 joillakin ¢y, ..., ¢ € R,

niine; =0,c0=0, ..., ¢ =0.

Jos jono (v1, ..., Ux) on vapaa eli lineaarisesti riippumaton, voidaan myos sanoa, etté vektorit
U1, ..., 0 ovat lineaarisesti riippumattomia toisistaan. Jos jono ei ole vapaa, sanotaan, etté se
on sidottu.

Huom. 1. Vektorijonolla (v1, va, . . ., Uk ) tarkoitetaan yksinkertaisesti tiettyjen vektorien muo-
dostamaa kokoelmaa. Sité ei saa sekoittaa vektorimerkintédan. Kyseessé ei siis ole jonkinlainen
"vektorien vektori”.

Huom. 2. Mééritelmén ehto voidaan ilmaista muodossa "vektorien lineaarikombinaatio on
nolla vain, jos kaikki kertoimet ovat nollia”.

Tullaan nikeméén, ettd jos jono (v1,vs,...,7) on vapaa, aliavaruuden span(vy, vg, ..., Uk)
alkiot voidaan kirjoittaa tdsmélleen yhdella tavalla virittdjavektorien lineaarikombinaatioina.
Virittédjien joukossa ei siis téalldin ole tarpeettomia vektoreita. Katsotaan ensin kuitenkin muu-
tamia esimerkkeja.

Esimerkki 7.2. Merkitdin & = (1,0) ja &2 = (0,1). Osoitetaan, ettd avaruuden R? jono
(é1,€2) on vapaa. Oletetaan, ettd reaaliluvut c¢; ja co ovat sellaisia, ettd

ciel + coeg = 0.

Nyt ¢1(1,0)+¢2(0,1) = (0,0), joten (c1,c2) = (0,0). Taytyy siis pated ¢; = 0 ja co = 0. Mitdan
muuta vaihtoehtoa ei ole. Néin on osoitettu, ettd jono (€1, €2) on vapaa.
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Kuva 7.24: Jono (e1, e2) on vapaa.

Esimerkki 7.3. Merkitadn v, = (1,2) ja va = (—3, —1). Tutkitaan, onko jono (v, v2) vapaa
vai sidottu.
Oletetaan, etti ¢ + co¥2 = 0 joillakin ¢, ca € R. Nyt ¢1(1,2) + c2(—3,—1) = (0,0) eli

61—36220
261— 02:0.
Ratkaistaan tésta cq ja ca:
1—30R2;2>Rll—30é_122>1—30R1+_3>R2100
2 —110 0 5|0 0 110 0 1]0|°

Ainoa ratkaisu on ¢; = 0 ja cg = 0. Jono (v1,v2) on siis vapaa.

A

A\

Kuva 7.25: Jono (v1,v2) on vapaa.

Esimerkki 7.4. Kun osoitetaan jono sidotuksi, ei valttamétta tarvitse ratkaista yhtaloryh-
maa. Toisinaan on nimittain helppo ndhda, minkélaisten kertoimien avulla lineaarikombinaa-
tiosta muodostuu nollavektori.

Merkitédn wy = (2,1) ja wy = (—4, —2). Huomataan, ettd 2w, +we = (4,2) + (—4,—2) = 0.
Koska vektorien w; ja ws lineaarikombinaatio on nollavektori, vaikka kertoimet eivat ole nollia,
jono (wy,wy) on maaritelmén nojalla sidottu.

Esimerkki 7.5. Merkitédén v; = (1,2), vo = (—3,—1) ja v3 = (—1,1). Tutkitaan, onko jono
(v1, V2, 03) vapaa vai sidottu. Oletetaan, etti civ7 + cavs + c3v3 = 0 joillakin ¢, c2, c3 € R.
Talloin

c1(1,2) + c2(=3,—-1) + c3(—1,1) = (0,0)
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eli komponenteittain
01—362—6320
2c1 —cog+c3=0.
Ratkaistaan tasta cq ja co:
1—3—10R2;2>R11—3—10%_1%2>1—3 —10R1+_3>R2104/50
2 —1 110 0O 5 310 0 1 3/5|0 0 1 3/5|0]°

Huomataan, ettd yhtaloryhmalld on ddrettoméan monta ratkaisua:

1 =—(4/5)t
co = —(3/5)t missé t € R.
C3 = t

Néin ollen ¢; = 0, c2 = 0, ¢3 = 0 ei ole ainoa ratkaisu. Voidaan valita esimerkiksi t = 5, jolloin
c1 = —4 ja cg = —3 ja c3 = 5. Télldin —4v; — 303 + 5v3 = 0. Jono (1, vz, U3) on siis sidottu.
Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 7.26.

Kuva 7.26: Jono (v1, v2,v3) on sidottu.

Maéaritelmadn mukaan jonon vapaus kertoo siitd, ettd nollavektori voidaan kirjoittaa vain
yhdella tavalla jonon vektorien lineaarikombinaationa. Selvéstikin yhtalo

11 + -+ ey =0

toteutuu ainakin, jos kertoimiksi ¢y, . . ., ¢ valitaan nollat. Toisinaan yhtélo kuitenkin toteutuu
my6s joillakin muilla kertoimilla. Jono on vapaa, jos yhtalo toteutuu ainoastaan nollakertoi-
milla.

Seuraava lause osoittaa, ettd vektorijono (v1,...,0x) on vapaa, jos ja vain jos aliavaruuden
span(vy, ..., v;) kaikki vektorit voidaan ilmaista tédsmélleen yhdelld tavalla virittajévektorien

44



U1, ..., 0 lineaarikombinaatioina. Siis jos nollavektori voidaan kirjoittaa vain yhdelld tavalla
virittdjavektoreiden lineaarikombinaationa, myo6s kaikki muut aliavaruuden span(vy, ..., k)
vektorit voidaan kirjoittaa vain yhdelld tavalla virittdjavektoreiden lineaarikombinaationa, ja
painvastoin. Vapaat vektorijonot ovat kiinnostavia nimenomaan sen vuoksi, etta niistd saadaan
virittdjajoukko, jossa ei ole turhia vektoreita.

Lause 7.6. Oletetaan, ettd vi,...,0, € R™. Jono (v1,...,0;) on vapaa, jos ja vain jos jokai-
nen aliavaruuden span(vy, . .., ) alkio voidaan kirjoittaa tasmdalleen yhdelld tavalla vektorien
01, ...,V lineaarikombinaationa.

Todistus. Muotoa ”jos ja vain jos” oleva vaite todistetaan kahdessa osassa. Ensin oletetaan
véitteen ensimméisen osan olevan totta ja osoitetaan, ettd talldin jalkimmaéinen osa pétee. Té-
té todistuksen vaihetta merkitddn usein symbolilla "=-". Sitten oletetaan jialkimmaéisen osan
olevan totta ja osoitetaan, ettéd tdlloin ensimmaéinen osa patee. Tata todistuksen vaihetta mer-
kitdan symbolilla 7<=”. Ryhdytdan todistamaan véitetta.

"=": Oletetaan ensin, ettd jono (v1,...,0;) on vapaa. Osoitetaan, etté jokainen aliavaruu-
den W = span(vy, ..., vx) alkio voidaan kirjoittaa tdsmélleen yhdelld tavalla virittajivektorien
v1,. .., U lineaarikombinaationa. Oletetaan, ettéd alkio w € W voidaan kirjoittaa lineaarikom-
binaationa

w = a1 + -+ ark (3)

ja lineaarikombinaationa
w=bivy + -+ bpvg (4)

joillakin ay,...,ar,b1,...,0p € R. Nyt a1v1 + - - + axvx = b101 + - - - + by g, joten
a1 + -+ + apvp — (b1o1 + - + bvy) = 0.
Vektorien yhteenlaskun ja skalaarikertolaskun ominaisuuksien perusteella pétee
(a1 — b1)vy + -+ + (ag — bg) v = 0.

Jono (v1,0s, ..., ;) on oletuksen nojalla vapaa, joten ylla olevasta yhtélosta seuraa, ettéd kaik-
ki kertoimet ovat nollia: ag — by = 0, ..., ap — by = 0. Siten a; = by, ..., ap = bi. Néin
ollen tutkitut lineaarikombinaatiot (3) ja (4) ovatkin itse asiassa samanlaiset (niisséd on samat
kertoimet). Siksi vektoria w ei voida kirjoittaa usealla eri tavalla virittdjavektoreiden lineaari-
kombinaationa.

7«<": Oletetaan sitten, ettd jokainen aliavaruuden W = span(vy,vs,...,7;) alkio voidaan
kirjoittaa tdsmalleen yhdella tavalla virittdjavektorien vy, vs,...,7; lineaarikombinaationa.
Osoitetaan, ettd jono (v1, v9, ..., V) on vapaa. Sitd varten oletetaan, ettd luvut c1,...,cp € R
ovat sellaisia, etta

101 + ol + -+ - + ¢ = 0.

Tiedetdén, etta ainakin

0vy + 0vg + - - - + Ovg =0.
Koska nollavektori 0 on aliavaruuden W alkio, se voidaan oletuksen mukaan kirjoittaa viritté-
javektorien lineaarikombinaationa tdsmaélleen yhdelld tavalla. Siksi patee ¢ =0, ..., ¢ = 0.
Siis jono (v1,v2,...,0k) On vapaa. O
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Kahden vektorin tapauksessa lineaarinen riippumattomuus on helppo tarkistaa. Rittaa tut-
kia, ovatko vektorit yhdensuuntaisia.

Lause 7.7. Oletetaan, ettd v,w € V ja kumpikaan vektoreista ei ole nollavektori. Talldin
(v, W) on vapaa, jos ja vain jos vektorit v ja w eivdt ole yhdensuuntaisia.

Todistus. Todistus jatetdan harjoitustehtéavéksi. O

Seuraava lause osoittaa, ettd vektorijono on sidottu, jos ja vain jos jokin sen vektoreista
voidaan ilmaista toisten lineaarikombinaationa.

Lause 7.8. Oletetaan, ettd vy,02,...,0; € R™ ja k > 2. Jono (v1,02,...,0;) on sidottu, jos
ja vain jos

v € span(vy, . . . 3 V=1, Vjt1s - - - , k)
jollakin j € {1,2,...,k}.

Todistus. "=": Oletetaan, ettd jono (v1,0s,...,0;) on sidottu. On siis olemassa reaaliluvut
c1,...,CL, joilla pitee

101 + coUo + -+ - + v = 0,
ja lisdksi ¢; # 0 jollakin j € {1,2,...,k}. Nyt

Cj’l_)j = —011_}1 — s — Cj_ﬂ_}j_l — Cj+11_]j+1 — s — Ck’l_)k
ja edelleen

_ Cj—-1_ Cj+1 - Ck

Uj=——0U1— = ——Uj_1 — ——Vjq41 — "+ — — V.

Cj Cj j j
Siis v; € span(vy, ..., Vj—1,Vj41,-- -, V).
7«<": Oletetaan sitten, ettd v; € span(vq,...,Uj—1,0j41,...,0;) jollakin j € {1,2,...,k}.

Nyt on olemassa sellaiset c1,...,cj—1,¢jt1,...,c; € R, ettd

vj =c1U1 + -+ Cj-1Uj—1 + Cjr1Vj41 + -+ CpUE.
Tésta seuraa, etté
0=cio1 + -+ ¢jo10j—1 + (=1)0j + ¢j410j41 + - - - + CUg.
Koska kerroin —1 ei ole nolla, on jono (v1, v, ..., v;) sidottu. d

Esimerkki 7.9. Tarkastellaan eriitd avaruuden R? vektoreita v; = (1, —1,0), 92 = (1,1,0),
v3 = (0,0,2) ja vq4 = (3,—1,0). Naill4 pdtee muun muassa

21_)1 + 772 - 7_)4 = (27 _270) + (17 170) - (37 _170> = (_)7

joten jono (v1,v2,v3,74) on sidottu. Edellisen lauseen perusteella jokin vektoreista voidaan
kirjoittaa toisten lineaarikombinaationa. Y1I& olevasta yhtédlostd ndhdadnkin, etté

Vo = —201 + V4.

Kaikkia vektoreita ei kuitenkaan vailttdmétta voida kirjoittaa toisten lineaarikombinaationa.
Esimerkiksi ei ole olemassa sellaisia lukuja a, b ja ¢, ettd péatisi

U3 = avy + b@g + cvy.

(Tamén tasmaéllinen todistaminen jatetdan lukijalle.)
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7.2 Homogeeniset yhtaloryhmat ja vapaus

Vektorijonon vapautta tutkittaessa padadytédan ratkaisemaan yhtaléryhmié, joissa vakiot ovat
nollia. Tallaista yhtdloryhméaé kutsutaan homogeeniseksi.

Maaritelma 7.10. Lineaarinen yhtaloryhma, jonka kaikki vakiot ovat nollia, on nimel-
tadn homogeeninen yhtaloryhmd.

Homogeeninen yhtaléryhma on siis muotoa

a11x1 + ajpxs + - +apr, = 0
a2121 + aga®y + -+ agpry, = 0
am1Z1 + amat2 + -+ apnn = 0,
missé aj1, ..., amn, € R. Homogeenisella yhtdloryhméalld on aina ainakin yksi ratkaisu:
1 =0, 29=0, ... x,=0.

Tata kutsutaan yhtaloryhmén triviaaliksi ratkaisuksi.

Lause 7.11. Jos homogeenisessa yhtiloryhmdssd tuntemattomien mddrd n on suurempi kuin
yhtdloiden mdadard m, yhtdloryhmdlld on ddarettomdan monta ratkaisua.

Todistus. Ensinndkin yhtaloryhmaélld on vélttamétta ainakin triviaali ratkaisu. Siten ratkai-
suja on joko yksi tai ddrettoméan monta.

Oletuksen mukaan yhtéloryhmén matriisissa on pystyviivan vasemmalla puolella enemmén
sarakkeita kuin koko matriisissa on riveja. Toisaalta johtavia alkioita on enintddn yksi joka
rivilld. Siten matriisissa on oltava pystyviivan vasemmalla puolella ainakin yksi sarake, jossa
ei ole johtavaa alkiota. Néin ollen 16ytyy vapaa muuttuja, mistd seuraa, ettd yhtaloryhmalla

on aarettéméan monta ratkaisua. O
Korollaari 7.12. Oletetaan, etti v1, va,...,0, € R™, missa n € {1,2,...}. Jos n > m, niin
jono (v1,0g,...,0,) on sidottu.

Huom. Korollaari on lause joka seuraa suoraan tai lahes suoraan toisesta lauseesta. Tamé
korollaari on lauseen 7.11 seuraus.

Todistus. Merkitdén vy = (vig, vok, - - ., Umk) kaikilla k € {1,...,n}. Nyt yhtaloa
2101 + T202 + -+ - + Ty =0

vastaavaksi yhtaloryhméksi saadaan

V1121 + V12x2 + - F V1T, = O
V2121 + Vooxa + - + v, = 0
Vml1®1 + UmaT2 + - + Uy, = 0.
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Tassd homogeenisessa yhtdloryhmaéssd on enemmaén tuntemattomia kuin yhtéloita. Siten
yhtaloryhmalld on dérettoméan monta ratkaisua. Koska l0ytyy muitakin ratkaisuja kuin trivi-
aaliratkaisu, ei jono (v1,vs,...,7,) ole vapaa. O

Jos homogeenisessa yhtaloryhméssa tuntemattomien méarad n on pienempi tai yhtd suuri
kuin yhtéloiden maérd m, ei ratkaisujen méarastd voi dkkiseltddn sanoa mitdédn varmaa. Rat-
kaisuja voi olla tdsmélleen yksi (triviaali ratkaisu) tai darettomén monta. Jos siis avaruuden
R™ jonon (v1,v2,...,0y) pituus m on pienempi kuin n, ei jonon lineaarisesta riippumatto-
muudesta voida sanoa sen perusteella mitaan.
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8 Kanta

Tassé luvussa tarkastellaan aliavaruuden virittdjévektoreita, jotka muodostavat lineaarisesti
riippumattoman jonon. Merkintdjen helpottamiseksi oletetaan luvussa koko ajan, ettd W on

vektoreiden vy, va, ..., Uy € R™ virittdméa avaruuden R” aliavaruus eli
W = span(v1, U2, . . ., Um).
Maaritelma 8.1. Olkoot wy, wa, ..., w, € W. Vektorijono (w1, ws, ..., wy) on aliavaruu-

den W kanta, jos seuraavat ehdot patevat:

a) W = span(wy,ws, ..., W)

b) jono (wy,ws, ..., wy) on vapaa.

Vektoriavaruus R™ on oma aliavaruutensa. On siis mahdollista puhua avaruuden R"™ kan-
nasta.

Esimerkki 8.2. Esimerkissd 6.3 osoitettiin, ettd vektorit e; = (1,0) ja ex = (0,1) viritta-
viit avaruuden R2. Jono (ej,és) on lisiiksi vapaa esimerkin 7.2 perusteella. Siten (e1,é2) on
avaruuden R? kanta.

Vastaavasti avaruudella R"™ on kanta

(€1,€2,...,€n).

Téssd e; = (0,...,0,1,0,...,0), missé luku 1 on vektorin i:s komponentti. Kantaa kutsutaan
avaruuden R” [uonnolliseksi kannaksi. Lukijan tehtdvaksi jatetdan osoittaa, ettd kyseessd on
todellakin kanta.

Kannan vektorit siis virittdvét aliavaruuden, ja lisdksi kanta on vapaa. Lauseesta 7.6 saadaan
seuraava hyvin kayttokelpoinen tulos:

Lause 8.3. Oletetaan, ettd wy, wa,...,wx € W. Jono (wy,ws,...,w) on aliavaruvuden W
kanta, jos ja vain jos jokainen aliavaruuden W wektori voidaan kirjoittaa tismdlleen yhdelld
tavalla vektoreiden w1y, ws, ..., Wy lineaarikombinaationa.

Todistus. ”=": Oletetaan, ettd jono (wi,...,w,) on aliavaruuden W kanta. Talloin kannan
mééritelmén nojalla W = span(wy, ..., wy) ja jono (wy,...,wy) on vapaa. Lauseesta 7.6 seu-
raa, ettd jokainen aliavaruuden W = span(wy, . .., wy) vektori voidaan kirjoittaa tasan yhdella
tavalla vektoreiden wyq, ..., w; lineaarikombinaationa.

7<": Oletetaan, etta jokainen aliavaruuden W vektori voidaan kirjoittaa tédsmélleen yhdella

tavalla vektoreiden wy, . . . , wy, lineaarikombinaationa. Tasta seuraa, ettd W = span(wq, . . ., Wg).
Liséksi lauseen 7.6 mukaan jono (wi, ..., wy) on vapaa. Nédin kannan mééritelmén molemmat
ehdot tayttyvéat. Siis (wy, ..., wy) on aliavaruuden W kanta. O
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Esimerkki 8.4. Merkitddn w; = (2,—1), w2 = (1,3). Osoitetaan lauseen 8.3 avulla, ettd
(w1, we) on avaruuden R? kanta. Oletetaan, ettd v € R?. Ratkaistaan yvhtélo xiw; 4+ zowe = v
eli yhtalo z1(2, —1) + z2(1,3) = (v1,v2). Sitd vastaa yhtaloryhmé

201 + 10 =1
—x1 + 3T9 = V9.

Kun yhtéloryhmén matriisia muokataan alkeisrivitoimituksilla, saadaan matriisi

10
0 1
Matriisista nahdaén, ettd yhtdloryhmaéalld on tdsmélleen yksi ratkaisu riippumatta vektorista
v € R2. Siis jono (wy,ws) on avaruuden R? kanta.

(3’1)1 — ’02)
(’Ul + 2’02)

1
7
1
7

8.1 Koordinaatit

Kun aliavaruuden vektori kirjoitetaan kannan vektorien lineaarikombinaationa, kertoimia kut-
sutaan vektorin koordinaateiksi.

Maaritelma 8.5. Oletetaan, ettd B = (wi,...,wy) on aliavaruuden W kanta. Olete-
taan, ettd u € W. Vektorin u koordinaateiksi kannan B suhteen kutsutaan reaalilukuja
b1, ey bk, joilla

U =biwy + -+ bpwy .

Huom. Vektorin koordinaatit jonkin tietyn kannan suhteen ovat yksikasitteiset, sillé vektori
voidaan lauseen 8.3 mukaan kirjoittaa vain yhdelld tavalla kannan alkioiden lineaarikombinaa-
tiona. Vektorilla on siis kunkin tietyn kannan suhteen vain yhdet koordinaatit. Eri kantojen
suhteen saman vektorin koordinaatit voivat tietenkin olla erilaisia.

Esimerkki 8.6. Luonnollisen kannan suhteen koordinaatit on helppo mééarittda. Esimerkiksi
vektorin @ = (—1, —4) koordinaatit avaruuden R? luonnollisen kannan & = (&j,é2) suhteen
ovat —1 ja —4, silli a = (—1,—4) = (=1)(1,0) + (—=4)(0,1) = (=1)e1 + (—4)eé.

Tutkitaan sitten eriistd toista avaruuden R? kantaa. Merkitdin o1 = (1, —2), 0o = (—2,1).
Nyt B = (01, 02) on avaruuden R? kanta, minké osoittaminen jitetdin lukijalle. Midritetdin
vektorin a = (—1, —4) koordinaatit kannan B suhteen. On ratkaistava yhtaloé a = x101 + x202
eli yhtélo

(=1,—4) = x21(1,—2) + x2(—2,1).

Tastd yhtdlostd saadaan tuttuun tapaan yhtéloryhmé, jonka ratkaisuksi paljastuu z; = 3,
xo = 2. Néin ollen a = 3v; + 203 eli vektorin a koordinaatit kannan B suhteen ovat 3 ja 2.

Vektorin a = (—1,—4) koordinaatteja kannan B = (v1,v2) suhteen on havainnollistettu
kuvassa 8.27. Jotta pééstddan pisteeseen (—1, —4) on mentava 3 ruutua vektorin v; suuntaan
ja 2 ruutua vektorin v suuntaan. Siten vektorin a = (—1, —4) koordinaatit kannan B suhteen
ovat 3 ja 2.
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209

Kuva 8.27: Vektori a = (—1,—4) ilmaistuna kannan B = (v1,v2) vektoreiden lineaarikombi-
naationa. Vektorin koordinaatit kannan B suhteen ovat 3 ja 2.

Kun kéytetdadn jotakin muuta kuin luonnollista kantaa, vidntyy koordinaatisto vinoon. Ku-
vassa 8.28 vasemmalla vektori a on piirretty luonnollista kantaa & = (€1, e2) vastaavaan
tavalliseen koordinaatistoon ja oikealla kantaa B = (v1,v3) vastaavaan koordinaatistoon.

A

Is]

—4e,

Kuva 8.28: Vektori a luonnollisen kannan & méadradmaéssi koordinaatistossa ja kannan B maa-
rddmaéssd koordinaatistossa. Kun kéytetddn jotakin muuta kuin luonnollista kan-
taa, vadntyy koordinaatisto vinoon.

8.2 Dimensio

Lukijalla on todennikéisesti jonkinlainen kuva siitd, mitd dimensiolla tarkoitetaan. Avaruus R3
on kolmiulotteinen eli sen dimensio on kolme. Avaruuden R? dimensio on kaksi samoin kuin
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kaikkien niiden avaruuden R® tasojen, jotka ovat aliavaruuksia. Avaruuden R seké suorien
dimensio on puolestaan yksi. Dimensio méaritelladn tasmaéllisesti kannan avulla: avaruuden
dimensio on sen kantavektorien lukumé&ara.

Ennen dimension maérittelemisté tarvitaan erds kantoja koskeva lause.

Lause 8.7. Aliavaruuden W jokaisessa kannassa on yhtd monta vektoria.

Todistus. Oletetaan, ettd B = (v1,...,7;) ja C = (w1, ...,wy) ovat molemmat aliavaruuden
W kantoja. Pyritdén osoittamaan, ettd j = k. Tehddan se osoittamalla, ettd muut vaihtoehdot
j < k ja k < j johtavat ristiriitaan.

Oletetaan, ettd j < k. Tarkastellaan yhtaloa

$1U_11+~--—|-.I'ku_]k=(_). (5)

Koska B on aliavaruuden W kanta, voidaan kaikki kannan C vektorit kirjoittaa kannan B
vektorien lineaarikombinaatioina:

w1 = a1 + a1202 + -+ agv;

W2 = 2101 + G202 + - -+ + a2;V;

Wy = ag1V1 + Ag2v2 + - - + g U;

joillakin ai1, ..., ay; € R. Sijoittamalla ndmé yhtéloon (5) muodostuu yhtépitévé yhtalo:

z1(anv + apve + - - - + a19;)
+ x9(a101 + axvs + - - + az;v;)
+ ...
+ zg(ag101 + aga¥s + - + ax;05) = 0,

josta saadaan edelleen ryhmitteleméalla

(r1a11 + 22021 + - - + TaR1 )1
+ (z1a12 + x2a22 + - - - + TRak2)V2

+...
+ (5610,1]' + zoag; + -+ xkakj)f}j =0.
Jono B = (v1,...,7;) on kanta, joten se on vapaa. Siten edellinen yhtilo toteutuu, jos ja
vain jos kaikki kertoimet ovat nollia:
xr1a11 + 22091 + -+ Tpagy = 0
x1a12 + Toage + -+ xpare = 0
ria1; + r2a; + - +rpag; = 0
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Kyseesséd on homogeeninen yhtéaloéryhmaé, jossa tuntemattomien méérd k& on suurempi kuin
yhtéloiden méara j. Lauseen 7.11 mukaan yhtadloryhméalld on muitakin ratkaisuja kuin trivi-
aaliratkaisu 1 =0, ..., z; = 0. Siis jono C = (wy, ..., wy) on sidottu. TAm4 on ristiriita, silla
C on aliavaruuden W kanta.

Tapaus j > k kasitelldédn vastaavasti. Télloinkin paddytdéan ristiriitaan. Taytyy siis pétea
j=k. O

Voidaan osoittaa, ettd jokaisella avaruuden R™ aliavaruudella on kanta. (Tamé& todistetaan
kurssin toisessa osassa.) Lisdksi edelld néhtiin, ettd jokaisessa kannassa on yht& monta vektoria.
Kantavektorien lukuméaraé kutsutaan avaruuden dimensioksi.

Maéritelma 8.8. Aliavaruuden W dimensio dim(WW) on aliavaruuden W kannan vek-
toreiden lukumééré. Jos aliavaruuden dimensio on n, sanotaan, ettd aliavaruus on n-
ulotteinen.

Esimerkki 8.9. Avaruuden R? dimensio on 2, silli avaruudella R? on kanta (1, €2). Vastaavas-
ti avaruuden R™ dimensio on n, silld avaruuden R™ luonnollisen kannan vektorien lukumé&éara
on n.

Esimerkki 8.10. Miiritetdin avaruuden R? aliavaruuden W = span((1,3,—1),(0,2,1)) di-
mensio. Vektorit (1,3, —1) ja (0,2, 1) virittavit avaruuden W. Lisdksi namé kaksi vektoria ovat
lineaarisesti riippumattomia, silld ne eivét ole yhdensuuntaisia (ks. lause 7.7). Siten vektorit
(1,3,—1) ja (0,2,1) muodostavat aliavaruuden W kannan. Koska kannassa on kaksi vektoria,
aliavaruuden dimensio on kaksi.

Huomaa, etté aliavaruus W on taso.

Esimerkki 8.11. Miéritetadn avaruuden R? aliavaruuden
W =span((1,3,—1),(-3,-9,3))

dimensio. Vektorit (1,3, —1) ja (—3,-9,3) kyllakin virittdvit avaruuden W, mutta ne eivit
muodosta aliavaruuden kantaa. Huomataan nimittain, ettd 3(1,3, —1) = (-3, =9, 3), joten vek-
torit ovat yhdensuuntaisia ja siksi ne eivét lauseen 7.7 mukaan ole lineaarisesti riippumattomia
kuten kantavektorien pitéisi olla.

Vaikuttaa siltd, ettd W on vektorin (1,3, —1) virittdmaé aliavaruus eli suora. Osoitetaan taméa
tasmaéllisesti. Ensinnékin

W =span((1,3,-1),(-3,-9,3)) = {a(1,3,—1) + b(-3,-9,3) | a,b € R}
={a(1,3,-1) —3b(1,3,-1) | a,b € R} = {(a — 3b)(1,3,—1) | a,b € R}
C {c(1,3,-1) | c € R} =span((1,3,—-1)).

Toisaalta

span((1,3,-1)) = {a(1,3,—-1) |a € R} = {a(1,3,-1) + 0(—3,-9,3) | a € R}
Cspan((1,3,-1),(-3,-9,3)) = W.
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Siis W = span((1, 3, —1)).

Néin ollen aliavaruuden W kannan muodostaa vektori (1,3, —1), joten dim(W) = 1.
Esimerkki 8.12. Merkitiin o, = (3,—1,5), 2 = (2,1,3) ja 03 = (0, —5,1). Miritetiin
aliavaruuden W = span(vy, 02, v3) dimensio.

Oletetaan, ettd @ € R3. Selvitetddn, miké ehto vektorin 4 komponenttien pitdé toteuttaa,
jotta w on aliavaruudessa W. Ratkaistaan yhtalo z1v1 + xov2 + 303 = u eli yhtalo

1’1(3, -1, 5) + $2(2, 1, 3) + ZL’3(0, -5, 1) = (ul, U9, U3).
Sité vastaa yhtéaloryhma
3x1 + 222 = u
—x1 + X2 — bx3 = Ug
ox1 + 3x9 + 13 = U3

Yhtéaloryhméan matriisi on

32 0]lw
~1 1 =5|usl,
5 3 1| us

ja se saadaan alkeisrivitoimituksilla muutettua matriisiksi
-1 b —U2
1 -3 %(ul + 3u2)
0 0 %(5U3 + uo — 8u1)

S O =

Yhtéaloryhmalla ratkaisu, jos ja vain jos matriisin alinta rivid vastaava yhtélo
1
0= 5(5’11,3 + ug — 8u1)

on tosi eli bug + us — 8uy = 0. Siten

W = span(vy, v2, U3)
= {(u1,u2,u3) € R® | Bug + ug — 8uy = 0}
= {(u1,u2,u3) € R® | uy = 8uy — Hug}
= {(u1,8u; — bug,us) | ur,us € R}
= {(u1,8u1,0) + (0, —5us, u3) | up,us € R}
={u1(1,8,0) + u3(0,—5,1) | us,us € R}
= span((1,8,0), (0,-5,1)).
Nyt tiedetaén, ettd vektorit (1,8,0) ja (0, —5,1) virittdvat aliavaruuden. Lisiksi ndmé kak-

si vektoria ovat lineaarisesti riippumattomia, silli ne eivit ole yhdensuuntaisia. Siispd jono
((1,8,0),(0,—5,1)) on avaruuden W kanta, ja dim(WW) = 2.
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Esimerkki 8.13. Edellisen esimerkin aliavaruudelle W voidaan 16ytad kanta myos toisella
menetelmalld. Oletetaan nyt, ettd w = (wy, we, w3) € W. Talloin yhtald

xl(?’? _17 5) + 1'2(2, 17 3) + 1'3(0, _57 1) - (’LUl,'U}Q, w3) (6)

pétee joillakin kertoimilla x1, zs, z3 € R. Samalla tavalla kuin edellisessé esimerkissd yhtaloa
vastaa matriisi

3 2 0w
-1 1 —5|ws
5 3 1| ws

Koska olemme olettaneet, ettd vektori w kuuluu aliavaruuteen W, tieddmme, ettd yhtalosta (6)
saatavalla yhtdloryhméalld on varmasti ainakin yksi ratkaisu. Tdmén vuoksi on samantekevaa,
mita porrasmatriisiin tulee pystyviivan oikealle puolelle, ja voimme kiinnittdd huomion yhtalon
kertoimiin. Nama néyttavat porrasmatriisissa seuraavilta:

1 -1 5
0o 1 -3
0 0 0

Porrasmatriisista huomataan, ettd kolmannessa sarakkeessa ei ole johtavaa alkiota. Muut-
tujan zs arvo voidaan siis valita vapaasti, ja valinta maardd muuttujien xz; ja xo arvot. Siis-
pa yhtélossd (6) voi kerroin zg saada minké tahansa arvon, esimerkiksi arvon 0. Jokainen
vektori w € W voidaan téten ilmaista pelkastdén vektorien v = (3,—1,5) ja v2 = (2,1,3)
lineaarikombinaationa. Koska ndmé vektorit eiviat ole yhdensuuntaisia, ne ovat lineaarisesti
riippumattomat. Siten (v1,v2) on aliavaruuden W kanta. Tamé& kanta on eri kuin edellisessé
esimerkissé saatu, mutta siind on yhtd monta vektoria. Aliavaruuden W dimensio on siis 2.
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9 Matriisit

Aiemmissa luvuissa matriiseja on késitelty siind méérin kuin on ollut tarpeellista yhtdlonrat-
kaisun kannalta. Matriiseja kdytetdan kuitenkin my6s muihin tarkoituksiin, ja siksi on hyo-
dyllista selvittédé, minkélaisia ominaisuuksia matriiseilla itsellddn on. Samalla saadaan joitakin
uusia tapoja myo6s yhtaloryhmien ratkaisujen tutkimiseen.

Reaalialkioinen m x n -matriisi on reaalilukutaulukko, jossa on m rivid ja n saraketta.
Esimerkiksi

all a19 e A1n

any an e aon
A=

Gml Am2 ... (amn

on m X n -matriisi. Voidaan myos sanoa, ettd matriisin A tyyppi on m x n. Kaikkien reaali-
kertoimisten m x n -matriisien joukkoa merkitddn R™*"™. Matriisissa olevia lukuja kutsutaan
matriisin alkioiksi, ja rivilld i sarakkeessa j olevaa alkiota merkitdén A(i, 7). Esimerkiksi

1 0 5

-3 11 2

B = 4 0 2
0 2 —6

on reaalikertoiminen 4 x 3 -matriisi eli B € R**3. Nahdiin, ettd B(1,3) =5 ja B(2,2) = 11.

9.1 Matriisien laskutoimituksia

Matriiseille, kuten vektoreillekin, voidaan mééritella erilaisia laskutoimituksia. Osa niistd muis-
tuttaa ldheisesti vektorien vastaavia laskutoimituksia.

Matriisien yhteenlasku

Matriisien yhteenlasku méaritellaan seuraavasti. Olkoot A, B € R"*™. Matriisien A ja B sum-
ma saadaan laskemalla yhteen samoissa kohdissa olevat alkiot. Tuloksena on m x n -matriisi
A + B, jolle pétee

(A+ B)(i, ) = A(i, §) + B(i, )

kaikilla ¢ € {1,...,m} ja j € {1,...,n}. Esimerkiksi
-1 142 2+ (-1)

3 1
1/ =13+0 4+1 | =13 5
2 5+3 6+2 8 8

ot W =
(SRS V]
_|_
w O N

Huom. Vain matriiseja, joilla on sama tyyppi, voidaan laskea yhteen.
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Skalaarikertolasku

Mink4 tahansa matriisin A € R™*" voi kertoa reaaliluvulla ¢, ja tata toimitusta kutsutaan
skalaarikertolaskuksi. Saatava tulos on m X n -matriisi cA, jota nimitetddn matriisin A ska-
laarimonikerraksi ja jolle péatee

kaikilla ¢ € {1,...,m} ja j € {1,...,n}. Esimerkiksi

2 —1 2.2 2.(=1) 4 -2
210 1/=1{2-0 21 |=]0 2
32 2.3 2.2 6 4

Matriisia (—1)A on tapana merkitd —A. Matriisisummaa A + (—B) merkitddn A — B ja sitéd
kutsutaan matriisien A ja B erotukseksi.
Matriisikertolasku

Matriiseille voidaan méaaritellda myos matriisikertolasku. Tama laskutoimitus on hieman moni-
mutkaisempi kuin edelld maéritellyt eikd mitdén vastaavaa ole olemassa vektoreille.

Kaksi matriisia voidaan kertoa keskendan vain, jos ensimmaéisesséd on yhté paljon sarakkeita
kuin toisessa on riveja. Olkoot siis A € R™*" ja B € R™*P. T&lloin tulo AB on m X p -matriisi,
jolle pétee

(AB)(i,j) = A(i,1)B(1,7) + A(3,2)B(2,7) + - - - + A(i,n)B(n, j)

=Y A(i,k)B(k,j)
k=1
kaikilla i € {1,...,m} jaj € {1,...,p}.!
Esimerkki 9.1. Lasketaan matriisien

4 5
a=fy sl moee| e
-1 -2

tulo. Koska matriisissa A on kolme saraketta (tyyppi 2 x 3) ja matriisissa B on vastaavasti
kolme rivid (tyyppi 3 x 2), matriisit voidaan kertoa kesken&én. Tulosmatriisi on tyyppia 2 x 2.
Maéaritelman mukaan

4
=l o d | e -
-1 -2

ot

1-442-6+3-(-1) 1-5+2-7+3-(-2)] _[13 13
8- 449-6+4+0-(=1) 8-5+9-7+0-(=2)| |86 103|"

n

"Merkinta, Z ¢ tarkoittaa summaa c1 +c2 + -+ Cn.
k=1
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Esimerkki 9.2. Matriisikertolasku ei ole vaihdannainen operaatio eli tulon tekijéiden jarjes-
tysta ei voi vaihtaa. Tarkastellaan vaikkapa matriiseja

21 . . _[o03
A'_'ll 2] a B= {—4 11‘

Laskemalla tulo molemmin pdin huomataan, etta

-4 7 3 6
AB—[8 51 mutta BA-[7 21.

Siten AB # BA.

Oletetaan, ettd A on n x n-matriisi ja k € {1,2,...}. Talloin voidaan matriisitulon avulla
madritelld matriisipotenssi
AR = AA-.-A.
—_—
k kpl

9.2 Erityisia matriiseja

Matriiseja, joiden kaikki alkiot ovat nollia, eli jotka ovat muotoa

00 - 0
Omxn = . € Rmxn’

kutsutaan nollamatriiseiksi. Ykkosmatriiseja puolestaan ovat matriisit

=" 1 | e R
: o0

Ykkosmatriiseja kutsutaan usein my6s yksikkématriiseiksi.

Huom. 1. Nollamatriisi voi olla mitd tahansa tyyppié. Sen sijaan yksikkdmatriisissa on aina
vhté paljon riveja ja sarakkeita.

Huom. 2. Jos matriisien tyypeisté ei ole epdselvyytta, saatetaan merkitd yksinkertaisemmin
Omxn=0jal, =1.

Ei ole vaikea nahda, ettd nollamatriisit kayttaytyvat matriisien yhteenlaskun suhteen sa-
malla tavalla kuin nolla lukujen yhteenlaskussa (tai nollavektori vektorien yhteenlaskussa):
sellaisen lisddminen toiseen samantyyppiseen matriisiin ei muuta tuota toista matriisia miten-
kéddn. Samalla tavoin ykkosmatriisit kdyttéaytyvéit matriisikertolaskussa aivan kuten reaaliluku
1 tavallisessa kertolaskussa. Kaikilla A € R™*™ pétee nimittain

InA=A ja Al = A.
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Eri puolilta kerrottaessa on matriisikertolaskun rajoituksen vuoksi kéytettéava eri kokoista yk-
kosmatriisia.

Neliomatriisi on matriisi, jossa on yhtd monta rivia ja saraketta. Esimerkiksi ykkosmatriisit
ovat nelibmatriiseja.

Neliomatriisin alkio on ldvistdjdlla eli diagonaalilla, jos alkion rivin ja sarakkeen numerot
ovat samat. Matriisi, jonka kaikki nollasta poikkeavat alkiot ovat lavistajalla, on ldvistdjimat-
riisi. Lavistdjamatriisi, jonka kaikki lavistdjdalkiot ovat samoja, on puolestaan skalaarimat-
ritsi. Skalaarimatriisit ovat ykkosmatriisin skalaarimonikertoja. Esimerkiksi

2 00 0
0 -1 0 O
0 00 0
0 0 0 15
on lavistajamatriisi ja

2 0 0

0 2 0| =213
0 0 2

on skalaarimatriisi.

9.3 Matriisien laskusaantoja

Matriisien laskutoimitukset noudattavat tiettyja sédéntojé, jotka monessa kohdassa muistutta-
vat lukujen laskusaantoja.

Lause 9.3. Seuraavat sddnndt pdtevit matriiseille A, B ja C sekd reaaliluvuille a ja b, jos
laskutoimitukset on mddritelty:

a) A+ B=B+ A

b)) A+ (B+C)=(A+B)+C

¢) A(BC)=(AB)C

d) A(B+C)=AB+ AC

e) (A+ B)C = AC + BC

f) (ab)A = a(bA)

g) a(AB) = (aA)B = A(aB).

Huom. Kuten aiemmin on jo mainittu, yleisessd tapauksessa AB # BA, eli tulon vaihdan-

naisuus ei pade matriiseilla. My6skaén tulon nollasdanto ei pdde matriseilla: kahden matriisin
tulo voi olla nollamatriisi, vaikka kumpikaan tulon tekijoisté ei ole nollamatriisi.

Todistus. Osoitetaan esimerkin vuoksi kohta d). Muiden kohtien tarkistaminen jatetdan luki-
jalle.
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Oletetaan, ettd A € R™*" ja B,C € R™P. Nyt A(B + C) ja AB + AC ovat molemmat
m X p -matriiseja. On osoitettava, ettd kyseisten matriisien alkiot ovat samoja. Olkoot sité
varten i € {1,2,...,m} jaj € {1,2,...,p}. Nahd&én, etta

I
NE

(A(B +C))(i, ) A(i k) - (B + C)(k, j)

e
Il
—_

A(i, k) (B(k, j) + C(k, )

Il
[M]=

e
Il
—

Il
NE

(A(i, k)B(k, j) + A(i, k)C(k, 7))

=
Il
—

n

A(i,k)B(k, ) + Y _ A(i,k)C(k, j)
k=1

k
= (AB)(i,7) + (AC) (i, j)
= (AB + AC)(i, j).

Il
NE

Il
—

Koska matriisit A(B+C') ja AB+ AC ovat samaa tyyppié ja niilld on tdsmélleen samat alkiot,
patee A(B+C) = AB+ AC. O

9.4 Matriisin transpoosi

Maisritelmi 9.4. Oletetaan, ettd A on m x n -matriisi. Sen transpoosi AT on n x m-
matriisi, joka saadaan vaihtamalla matriisin A rivit ja sarakkeet kesken&én.

Esimerkiksi matriisin

transpoosi on

Maisritelmi 9.5. Nelidmatriisin A sanotaan olevan symmetrinen, jos AT = A. Nelis-
matriisin A sanotaan olevan antisymmetrinen, jos AT = —A.

Esimerkki 9.6. Merkitaan

1 45 0 4 -5
B=14 2 6| ja C=|-4 0 —6
56 0 5 6 0
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Talloin

1 45 0 -4 5
B'"=14 2 6/=B ja C'=|4 0 6|=-C.
5 6 0 -5 —6 0

Siis B on symmetrinen ja C' on antisymmetrinen.

Transpoosioperaation kiyttdytymistd matriisien laskutoimitusten kanssa valottaa seuraava
lause.

Lause 9.7. Seuraavat sadnnot patevat matriiseille A ja B sekd reaaliluvulle t, jos laskutoimi-
tukset on mddritelty (ts. matriisit ovat sopivaa tyyppid):

a) (AT)T

b) (A+B) AT+BT

¢) (AB)T =BTAT

d) (tA)T =t(AT).

Huom. Erityisesti kannattaa painaa mieleen tulon tekijoiden jarjestyksen vaihtuminen koh-

dassa c).

Todistus. Osoitetaan todeksi kohta ¢) ja jétetadn loput kohdat lukijalle. Olkoot A € R"™*™ ja
B € R™P, Nyt sekéi (AB) T ettd BT AT ovat molemmat p x m -matriiseja. On osoitettava, etti
kyseisten matriisien alkiot ovat samoja. Olkoot i € {1,2,...,p} jaj € {1,2,...,m}. Nahddén,
etta

(ABY(15) = (AB)G 1) = 32 AULK) - Bk = 32 A7) B (b
k=1 k=1
— S BT, k) AT(kg) = (BT ATY(i,j).
k=1
Siten (AB)"T = BTAT. O

9.5 Kaanteismatriisi

Matriiseille ei ole méaritelty jakolaskua. Joissakin tapauksissa tdma puute voidaan korjata
kéayttamalld niin sanottuja kéédnteismatriiseja, jotka toimivat samalla tavalla kuin kéénteis-
luvut tavallisten lukujen kertolaskussa. Toisin sanoen kéanteismatriisilla kertominen ajaa sa-
man asian kuin jakaminen. Pian tullaan kuitenkin valitettavasti huomaamaan, ettd kaikilla
matriiseilla ei ole kdénteismatriisia. Kaiken liséksi on kétevinté rajoittua tarkastelemaan vain
neliématriiseja.

Maaritelma 9.8. Olkoon A nelidmatriisi. Jos on olemassa saman tyyppinen nelidmatriisi
B, jolle pétee
AB=1 ja BA=1I,

sanotaan, ettd A on kddantyvd ja B on matriisin A kddnteismatriisi.
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Joissakin matematiikan kirjoissa kddntyvid matriiseja kutsutaan sddnnollisiksi matriiseiksi.
Sellaisia matriiseja, joilla ei ole kad&nteismatriisia, kutsutaan toisinaan singulaarisiksi.

Esimerkki 9.9. Osoitetaan, ettd matriisin

1 -1 0
A= 10 2 1
1 0 0
kaanteismatriisi on
00 1
B=|-1 0 1
2 -2
laskemalla méaritelméan vaatimat kertolaskut:
1 -1 0 00 1 1 00
AB = |0 2 1] (-1 O 1l=1(0 1 0
1 0 0 1 =2 0 01
ja
0 0 1111 -1 0 1 00
BA=|-1 0 1|10 2 1| =10 1 0
2 1 2| |1 0 0 0 01

Koska AB =1 ja BA = I, matriisi B on matriisin A kddnteismatriisi.

Esimerkki 9.10. Liheskéén kaikilla matriiseilla ei ole kddnteismatrisia. Osoitetaan, ettd vaik-

kapa matriisilla
10
A =
ei ole kdanteismatriisia. Oletetaan vastoin viitetta, etta
a b
B =
[C d
on matriisin A kdanteismatriisi. Nyt AB =TI eli

Dol d =l

Laskemalla yhtalon vasemmalla puolella oleva matrisiitulo, saadaan

f =l

Nyt matriisien vasemmanpuoleisista sarakkeista ndhdéan, ettd a = 0 ja toisaalta ¢ = 1.
Paadytéadn siis ristiriitaan. Ndin ollen matriisilla A ei ole kddnteismatriisia.
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Lause 9.11. Matriisilla on korkeintaan yksi kidnteismatriisi.

Todistus. Oletetaan, etta matriisilla A on kiddnteismatriisit B ja B’. Silloin patee muun muassa
AB' =1 ja BA = I. Saadaan paateltya, ettd

B =BI=B(AB') = (BA)B'=1B'=B'.
Y1l olevan yhtéloketjun perusteella B ja B’ ovat vélttaméttd sama matriisi. Néin ollen mat-
riisin A kdanteismatriiseja ei voi olla enempédé kuin yksi. O

Jos matriisi A on kifintyvi, sen kiinteismatriisille kiiytetian merkintisa A~ Huomaa, etti
merkintid A~! ei voi kiyttdd ennen kuin on varmistanut, ettd matriisi A todella on kidntyv.
Seuraava lause auttaa joidenkin matriisien kddnteismatriisien 19ytdmisessa.

Lause 9.12. Oletetaan, etti matriisit A ja B ovat kddntyvid. Tdlloin myds matriisit A~1,
AB ja AT ovat kddntyvid, ja niiden kddnteismatriisit ovat seuraavat:

a) (A Ht=4
b) (A1)t = (AT
c) (AB)"' =B 1A"1,

Todistus. Lauseen matriisit osoitetaan kdantyviksi ndyttamaélla kussakin tapauksessa, etta vi-
tetty kdanteismatriisi todella on matriisin kdanteismatriisi.

a) Kédnteismatriisin médritelmin mukaan AA=! = I ja A7'A = I. Tdmi tarkoittaa sa-
man méiritelmén mukaan myos sitd, ettd A on matriisin A~! kiéinteismatriisi. Siispi A~ on
kidntyvé ja voidaan lisiksi merkitd (A=1)~! = A.

b) Osoitetaan, ettd matriisin AT kéiénteismatriisi on (A™1)T. Lauseen 9.7 nojalla pitee

ATA YT = AT =TT =1

Samalla tavalla osoitetaan, ettd (A~!)T AT = I. Siten (A~!)T on matriisin AT kiiéinteismatriisi.
Tisté seuraa myos, ettéd matriisi AT on kifntyvi.
c) Matriisia AB koskevan viitteen todistaminen jitetddn harjoitustehtavéksi. ]

2 x 2 -matriisin kaanteismatriisi

Matriiseille, joiden tyyppi on 2 X 2, on olemassa erityinen kaava kéénteismatriisin 16ytdmiseksi.

A=l

on kddntyvd, jos ja vain jos ad — bc # 0. Jos matriisi A on kddntyvd, sen kddnteismatriisi on

1 d —b
ad — be |—c al’

Lause 9.13. Matriisi
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Todistus. Oletetaan, ettd ad — be # 0. Merkitdén

1 d —b
B= )
ad — be [—c a]
Laskemalla voidaan todeta, ettd AB = I ja BA = I. Siten B on matriisin A kddnteismatriisi
ja A on kéantyva.
Oletetaan sitten, ettd ad — be = 0 ja osoitetaan, ettd matriisi A ei talloin ole kdantyvéa. Nyt

on tutkittavana kaksi eri tapausta: joko a = 0 tai a # 0. Jos a = 0, niin oletuksesta seuraa,
ettd be = 0. Siten joko b = 0 tai ¢ = 0. Talloin

0 0 0 b
A= i A= .
Kummassakaan tapauksessa ei ole olemassa matriisia B, jolle pitee AB = I ja BA = I.
Ensimmaéisessé tapauksessa tuloon AB tulee nimittdin valttdméatta nollarivi ja jalkimméaisesséa

tapauksessa tuloon BA tulee vilttdmattd nollasarake. Siten A ei ole kddntyva.
Tutkitaan sitten tapaus a # 0. Nyt d = bc/a ja

a b
A= [c bc/a] '

Oletetaan, ettd on olemassa sellainen matriisi

zZ w

ettd AB = I. Télloin

AB—[G b]lw vl _ ax + bz ay + bw
¢ bclal |z w

cx +bez/a cy+bew/a

19

eli
ar +bz=1
ay +bw =0
cx +bez/a=0
cy +bcw/a = 1.

Kolmannen yhtélon perusteella c¢(x+bz/a) = 0. Jos ¢ = 0, paddytadn samankaltaiseen tilantee-
seen kuin silloin, kun a = 0. Siten voidaan olettaa, ettéa ¢ # 0. Talloin téytyy pated x+bz/a =0
eli x = —bz/a. Toisaalta ensimmaisen yhtalon perusteella z = (1 — bz)/a. Nyt —bz = 1 — bz,
joten 1 = 0. Tdm& on mahdotonta. Siten matriisilla A ei ole kidédnteismatriisia. O
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Kaanteismatriisin maarittaminen yleisessa tapauksessa

Suurempien kuin 2 x 2 -matriisien kadnteismatriisien laskemiseksi ei helppoa kaavaa. On kui-
tenkin olemassa menetelmad, jolla voidaan aina selvittda, onko matriisi kdantyva. Jos matriisin
on kadntyva, voidaan menetelmén avulla liséiksi selvittdd sen kadnteismatriisi. Téassa luvus-
sa kerrotaan, kuinka matrisiin kddntyvyyden ja mahdollisen kdénteismatriisin voi selvittaa.
Luvussa 10 puolestaan paneudutaan siihen, miksi menetelméa toimii.

Matriisin kddntyvyyden selvittdminen ja kéénteismatriisin etsiminen voidaan tehdé yhtéa ai-
kaa, ja se tapahtuu seuraavasti. Oletetaan, ettd halutaan selvittdd, onko matriisi A kdantyva.
Yhdistetaan matriisi A ja ykkosmatriisi I matriisiksi [A | I]. Tehdédédn télle matriisille al-
keisrivitoimituksia, joilla yritetddn muuttaa A redusoiduksi porrasmatriisiksi. Jos A saadaan
muutettua alkeisrivitoimitusten avulla ykkosmatriisiksi, on A kddntyva. Lisdksi matriisin [
paikalle muodostuu matriisin A kdénteismatriisi.

Esimerkki 9.14. Tutkitaan, onko matriisilla

2 4 =2
A=10 0 1
1 0 4
kaanteismatriisi. Muokataan yhdistettya matriisia
2 4 =211 0 0
00 1({0 10
10 4]0 0 1

alkeisrivitoimituksilla samaan tapaan kuin Gaussin—Jordanin menetelmésséi. Tavoitteena on
saada vasemmalle puolelle ykkosmatriisi. Muokkaus voi tapahtua esimerkiksi seuraavasti:

(2 4 —2]1 0 0 10 4]0 0 1 10 410 0 1
00 1]lo1 ol™=B 100 1]0 1 o0 0 1]l0 1 o feds
10 4/0 0 1 2 4 —211 0 0 0 4 —10/1 0 —2
1 0 4100 1], [t 0 4l0o 0 1 .10 4]0 0 1
=R Ra+2R _
04 —10(1 0 2[5 ]o 1 3|1 o -1 ™" |p 1 0|t 3 1| M
0 0 110 1 0 00 1/01 0 00 1/0 1 0
1 0 o]0 -4 1
1 105 _1
4 2 2
00 1/0 1 0

Koska matriisi A saatiin muutettua alkeisrivitoimituksilla ykkésmatriisiksi, on A kdantyva.
Lisaksi sen kdanteismatriisi on

ORI O
e V(SN
O = =
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Jos matriisi ei ole kd&ntyvé, tulee myos se ilmi matriisia redusoitaessa. Jos matriisia voidaan
muokata alkeisrivitoimituksilla niin, ettd saadaan aikaiseksi nollarivi, ei matriisi ole kdantyva.
Toisin sanoen matriisi ei voi olla kddntyvé, jos se on riviekvivalentti sellaisen matriisin kanssa,
jossa on nollarivi.

Esimerkki 9.15. Tutkitaan, onko matriisilla

-1 0 2
B=|4 1 -3
3 1 -1

kadnteismatriisi. Ryhdytadn muokkaamaan yhdistettya matriisia alkeisrivitoimituksilla:

—1 0 2100(4)&10*2*1003_43_10*2*100
41 =3/0 1 0" j4 1 =3/ o1 o™= 1 5 410
31 -1]/0 0 1 31 -1 0 0 1 31 -1 00 1
10 —2/-10 0 10 —2/-1 0 0
Rsz3fdg 1 5] 41 0o/ =)o 1 5| 4 10
01 5| 301 00 0|-1 —1 1

Koska matriisin B viimeisen rivin paikalle tuli nollarivi, matriisi B ei ole kdantyva.

9.6 Sarakevektorit

Usein avaruuden R™ vektori (vy,vg,...,v,) samastetaan matriisin
U1
v
2 c Rnxl
Un

kanssa. Joukon R™*! matriiseja kutsutaan sarakevektoreiksi. Kun avaruuden R"™ vektoreita
ajatellaan sarakevektoreina, voi niitd kertoa matriiseilla: jos A € R™*™ ja v € R™, on tulo Av
midritelty, kun v tulkitaan joukon R™*! alkioksi.

Esimerkki 9.16. Matriisin

2 4
A=|-1 0
-2 1
ja vektorin v = (=5, 3) tulo on
2 4 _5 2
Av=|-1 0 l 3] =15
-2 1 13

Tamé sarakevektori voidaan samastaa vektorin (2,5, 13) kanssa.
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10 Matriisit ja yhtaloryhmat

Tassé luvussa esitellidn uusi tapa kirjoittaa lineaarinen yhtaloryhma matriisien avulla kayt-
tden hyvéksi matriisikertolaskua seké sarakevektoreita. Pilkotaan sitd varten yhtaloryhméan

a1 xr1 + ajpre + -+ ar, = by

a21x1 + a22x2 + -+ + aopxn, = b
(7)

Am1%1 + amax2 + -+ ATy = by

eri osat omiksi matriiseikseen. Ensinnékin yhtaloryhmén (7) kerroinmatriisiksi kutsutaan mat-
riisia

aii a2 - a1n

a1 a22 e a2n
A=

Gm1l Am2 *°  Amp

Kerroinmatriisi sisaltda siis yhtaloryhméan kertoimet jarjestyksesséd. Kerdtdan vielda muuttujat
ja vakiot omiksi matriiseikseen:

T1 bl
N L
r = Ja b =

Tn bm

Kaikki tuntemattomat ovat sarakevektorissa Z ja kaikki vakiot sarakevektorissa b.
Nyt yhtaloryhmé (7) voidaan kirjoittaa matriisien avulla. Huomataan nimittéin, etté

a11r1 + aj2x2 + - + a1py
a21T1 + a2x2 + - - - + A2p Ty
Am1T1 + AmaT2 + - + AmnTn

Sarakevektorin Az alkiot vastaavat yhtéloryhmén (7) yhtéldiden vasempia puolia. Koska sa-
rakevektori b sisiltad yhtéloiden oikeat puolet samassa jarjestyksessé, yhtdloryhma voidaan
kirjoittaa muodossa AZx = b eli

a11x1 + a1px2 + -+ - + A1y b1
a21x1 + a2 + - -+ + a2,Ty bo
Am1T1 + Qm2T2 + - - - + Ay Ty, bm

Kerroinmatriisin kiiantyvyys vaikuttaa nyt merkittéavisti yhtaloryhméan ratkaisuihin.

Lause 10.1. Jos matriisi A € R™*" on kddntyvd ja b € R", yhtilolli AT = b on tdsmilleen
yksi ratkaisu, jo se on & = A7'b.
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Todistus. Oletetaan, ettéd matriisi A on kdantyvéa. Todistuksessa on kaksi osaa. On osoitettava,
ettd A~1b on yhtélén ratkaisu ja ettd muita ratkaisuja ei ole.
Osoitetaan ensin, ettd A~'b on yhtilon ratkaisu sijoittamalla se yht#lon vasemmalle puolelle

vektorin x paikalle: ~ B _
A(ATID) = (AAHb =Tb=b.

Koska tuloksena oli yhtalon oikea puoli, esitetty ratkaisu toteuttaa yhtalon.

Osoitetaan sitten, ettei muita ratkaisuja ole. Oletetaan, ettd ¢ on jokin (toinen) ratkaisu.
Talloin Ay = b. Kerrotaan yhtdlon molemmat puolet vasemmalta matriisilla A~!, jolloin
saadaan

A71Ag = A7,
Koska A='A = I, edellinen yht&lo sievenee muotoon § = A~'b. Kysymyksessi on siis sama
ratkaisu kuin edelli. Siten ratkaisuja on vain yksi ja se on A~'b. O

Huom. Todistuksessa tarvittiin kédnteismatriisin kumpaakin ominaisuutta: AA=™! = T ja
AT1A=1.
10.1 Alkeismatriisit

Myos alkeisrivitoimitukset voi ilmaista matriisikertolaskun avulla. Osoittautuu, etta jos mat-
riisia kerrotaan niin kutsutulla alkeismatriisilla, tullaan matriisille tehneeksi jokin alkeisrivi-
toimitus. Téstd havainnosta tulee olemaan hyttya kadntyvien matriisien késittelyssa.

Maaritelma 10.2. Matriisi on alkeismatriisi, jos se on saatu ykkosmatriisista yhdella
alkeisrivitoimituksella.

Esimerkiksi seuraavat matriisit ovat alkeismatriiseja:

10 00 1000 1000
01 00 0001 0100
Er=lo 0 —2 o ®=loo 10 ®301 0
00 01 0100 0001

Namé alkeismatriisit on saatu ykkosmatriisista tekemalld sille alkeisrivitoimitukset —%Rg,
Ry < Ry ja Rs + 3R;.

Esimerkki 10.3. Osoittautuu, etté alkeismatriiseilla kertominen vastaa alkeisrivitoimitusten
tekemistad. Tutkitaan téata edellisen esimerkin alkeismatriisien ja matriisin

a1l aiz2 ais
a a a
A= 21 22 23
az1 asz2 ass
a41 Q42 Q43
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avulla. Laskemalla ndhdaén, etté

10 0 Of a1 ai2 ai3 a1y a2 a3
EA— 0 1 0 0] |azr a2 a3| | a=n ag ass3
=00 0 =Y of |lag1 ase ass| | —2Las; —lasy —Lla ’
> 31 (32 a33 5031 5032 5033
0 0 0 1] |aa1r a2 ag3 a4q1 a42 a43
1 0 0 Of|air a2 a3 ajy a2 a3
10 0 0 1| |a21 a22 a23| |asq1 ag2 a3 .
EyA = = ja
0 0 1 O0f az1 a3z as3 azy as2 ass
01 0 0] [as1 @42 ag3 a1 Q22 Qasz3
1 0 0 0] |an a2 a3 a1 a12 a13
101 0 Of |ag1 age ao3| a1 a22 a3
E3A = =
3 0 1 0] [az1 a3z ass 3a11 +a31 3aiz2 +azx 3aiz +ass
10 0 0 1] a1 a4z aas a4 a42 a43

Huomataan, ettd jokaisella alkeismatriisilla kerrottaessa matriisille A tullaan tehneeksi sama
alkeisrivitoimitus, jonka avulla alkeismatriisi muodostettiin.

Yksittainen esimerkki ei takaa, ettd alkeismatriisilla kertominen vastaa aina alkeisrivitoi-
mituksen tekemistd. Esimerkin perusteella voi kuitenkin ymmaéartad, miksi nédin on. Yleisen
tapauksen todistaminen ei ole vaikeaa, mutta se on kuitenkin melko tyolasté, joten tyydytdan
mainitsemaan tulos ilman todistusta.

Lemma 10.4. Oletetaan, etta A € R™*™. Olkoon E alkeismatriisi, joka saadaan tekemdlld
jokin alkeisrivitoimitus ykkosmatriisille I,,. Jos matriisille A tehdddn sama alkeisrivitoimitus,
tuloksena on matriisi EA.

Huom. Lemma tarkoittaa apulausetta. Se on siis pieni tulos, jota voidaan kédyttad hyvéksi
tarkeampien lauseiden todistamisessa.

Lause 10.5. Alkeismatriisit ovat kdantyvid, ja alkeismatriisin kddanteismatriisi on myds al-
keismatriisi.

Todistus. Myoskaan tdméan tuloksen tarkkaa todistusta ei esitetd téssd. Kaydaan kuitenkin
lapi todistuksen idea.

Jokainen alkeisrivitoimitus voidaan peruuttaa toisella alkeisrivitoimituksella kuten kohta
nahdadn. Kutsutaan tata alkeisrivitoimitusta alkuperéisen alkeisrivitoimituksen kddnteistos-
mituksekst.

Oletetaan, ettd a,b € R ja a # 0. Jos matriisille tehdéén alkeisrivitoimitus R; <> R;, péés-
tdan takaisin alkutilanteeseen tekemélld sama alkeisrivitoimitus uudelleen. Alkeisrivitoimitus
R; <+ R; on siis itsensd kaanteistoimitus. Alkeisrivitoimituksen aR; kdénteistoimitus on puo-
lestaan %Ri, ja alkeisrivitoimituksen R; + bR; kdédnteistoimitus on R; — bR;.

Alkeismatriisin kddnteismatriisi saadaan aina kéénteistoimitusta vastaavasta alkeismatrii-
sista. Alkeisrivitoimitusta R; <+ R; vastaava alkeismatriisi on oma kéénteismatriisinsa, al-
keisrivitoimitusta aR; vastaavan alkeismatriisin kdinteismatriisi on alkeisrivitoimitusta %Ri
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vastaava alkeismatriisi ja niin edelleen. Alkeisrivitoimituksen tekeminen vastaa nimittéain edel-
lisen lemman nojalla alkeismatriisilla kertomista. Esimerkiksi alkeisrivitoimitukset aR; ja éRi
perakkain suoritettuina eivét tee matriisille mitdan. Siten niitd vastaavien alkeismatriisien tulo
on ykkosmatriisi, jolla kertominen ei tee matriisille mitaéan. O

Esimerkki 10.6. Etsitaan alkeismatriisin

10 00
0100
E_3010
0 001

kédnteismatriisi. Matriisi vastaa alkeisrivitoimitusta Rz + 3R;. Taméan alkeisrivitoimituksen
voi kumota tekemalld alkeisrivitoimituksen R3 — 3R;. Sita vastaava alkeismatriisi on

1 0 00
0100
F= -3 010
0 0 01

Laskemalla voi vield varmistaa, etti EF = I ja FE = 1. Siis E™! = F.

Lauseessa 10.1 todettiin jo ka&ntyvien matriisien merkitys yhtaloryhman ratkaisun kannal-
ta. Nyt tuota tulosta voidaan taydentéa tarkastelemalla liséksi alkeisrivitoimituksia ja niita
vastaavia alkeismatriiseja.

Lause 10.7. Oletetaan, ettd A on n X n -neliomatriisi. Seuraavat ehdot ovat yhtdpitavia:
a) Matriisi A on kadantyvd.
b) Yhtilolli Az = b on tismdlleen yksi ratkaisu kaikilla b € R™.
c¢) Yhtdlolli Az =0 on vain triviaali ratkaisu T = 0.
d) Matriisi A on riviekvivalentti ykkosmatriisin kanssa.
e) Matriisi A on alkeismatriisien tulo.

f) Matriisi A ei ole riviekvivalentti minkddn nollarivin sisdltdvin matriisin kanssa.

Todistus. Osoitetaan véite todistamalla seuraavat paéttelyketjut:
a)=b)=c)=d)=e¢e)=a) ja d)=f)=d).

Taman jilkeen tiedetéddn, ettd jokainen lauseen kohta on yhtédpitéva toisten kohtien kanssa.
a) = b): Viite on osoitettu lauseessa 10.1.
b) = ¢): Oletetaan, ettd yhtalolla Az = b on tasmilleen yksi ratkaisu kaikilla b € R™. Tamé
pitee myos, jos b = 0. Toisaalta yhtilolla AZ = 0 on aina ratkaisu z = 0. Siten Z = 0 on ainoa
ratkaisu.
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¢) = d): Oletetaan, ettd yhtilolla A7 = 0 on vain ratkaisu z = 0. Merkitddn A(i, j) = a;;

kaikilla 4,5 € {1,2,...,n}. Yhtilod Az = 0 vastaava lineaarinen yht#léoryhmé on
a1y +appxa + - +apxry, = 0
anx1 + anrs + -+ awmr, = 0
Ap1T1 + Ap2To + -+ + Appy, = 0

Yhtaloryhmassa on sama méaara yhtaloité ja tuntemattomia. Koska yhtaloryhmaélla on tasmal-
leen yksi ratkaisu z = 0, se on ekvivalentti yhtéléryhmén

(E1:O
$2:O
z, =0

kanssa. TaAmé tarkoittaa, ettd matriisi A saadaan alkeisrivitoimituksilla muutettua ykkésmat-
riisiksi. Toisin sanottuna A on riviekvivalentti ykkosmatriisin kanssa.

d) = e): Oletetaan, ettd matriisi A on riviekvivalentti ykkosmatriisin kanssa. Télloin lem-
man 1.4 perusteella on olemassa alkeismatriisit F1,..., Ej, joilla kertomalla matriisista A
saadaan ykkosmatriisi. Péatee siis

Ey---E1A=1.

Kun yhtélon molemmat puolet kerrotaan vasemmalta matriisilla E; ! saadaan uusi yhtéls
Eyp_---E1A=E_ ! Kun tdmén yhtilon vasemmat puolet kerrotaan puolestaan matriisilla
Ek__ll, saadaan Fj_o--- F1A = Ek__llEk_ ! Jatkamalla samaan tapaan paddytiin yhtialoon

A=E' - ENESL

Koska alkeismatriisin kéddnteismatriisi on myos alkeismatriisi, on véite todistettu.
e) = a): Oletetaan, ettd A = Ej--- Ey, missd F1,..., Fy ovat alkeismatriiseja. Merkitdan
B=E.' - B{'. Nyt
-1 -1
AB = (ElEk)(Ek ...El )
= El...(EkEk—l)...El—l
=FE - 'EkfllEk_—l1 .. .El—l

= FBE =1

Siispd AB = I. Samalla tavalla ndhdéén, ettd BA = I. Siten B on matriisin A kdénteismatriisi
ja A on kadntyva.

d) = f): Oletetaan, ettd A on riviekvivalentti ykkosmatriisin kanssa. Tehd&én lisdksi vas-
taoletus, ettd A on riviekvivalentti jonkin matriisin B kanssa, joka sisdltda nollarivin. Talléin
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matriisiyhtdloita Az = 0, IZ = 0 ja BT = 0 vastaavilla yhtdléryhmilli on kaikilla samat
ratkaisut.

Matriisi B sisaltaéd nollarivin, joten joltakin sen riviltd puuttuu johtava alkio. Koska B
sisdltda yhtd monta rivid kuin saraketta, myos jostakin sen sarakkeesta puuttuu johtava alkio.
Titen yhtéloryhmélld Bz = 0 on vapaa muuttuja ja ratkaisuja on ddretén méird. Kuitenkin
yhtélolld Iz = 0 on vain yksi ratkaisu: © = 0. Tamé on ristiriita, joten vastaoletus on vidra ja
A ei ole riviekvivalentti nollarivin siséltdvin matriisin kanssa.

f) = d): Oletetaan, ettd A ei ole riviekvivalentti minkd4n nollarivin sisdltdvin matriisin
kanssa. Olkoon B redusoitu porrasmatriisi, joka on riviekvivalentti matriisin A kanssa. Ole-
tuksen mukaan B ei sisilld nollarivejé, joten sen jokaisella rivilld on johtava alkio. Koska B
on neliomatriisi, myos sen jokaisessa sarakkeessa on johtava alkio. T&lloin B on itse asiassa
ykkOsmatriisi, joten A on riviekvivalentti ykkosmatriisin kanssa. O

10.2 Kaanteismatriisin maarittaminen - Miksi menetelma toimii?

Luvussa 9.5 esitettiin menetelmé, jonka avulla voidaan tutkia, onko matriisi kdédntyva. Nyt
voidaan vihdoin perustella, miksi menetelméa toimii.

Menetelméassd matriisia muokataan alkeisrivitoimituksilla. Jos nédin saadaan aikaiseksi yk-
kosmatriisi, on alkuperdinen matriisi kddntyva. Taméa perustuu siihen, ettd jos matriisi A on-
nistutaan muuttamaan alkeisrivitoimituksilla ykkdsmatriisiksi, niin A on lauseen 10.7 nojalla
kaantyvi eli silld on kidnteismatriisi A1,

Jos matriisi on kadntyva, kaytetyistd alkeisrivitoimituksista saadaan myo6s selville, mika
kédnteismatriisi on. Oletetaan, ettd matriisi A on muutettu ykkdsmatriisiksi alkeisrivitoimi-
tuksilla, joita vastaavat alkeismatriisit E1,..., Ey. Nyt

E.---EiA=1.
Talloin kdanteismatriisille patee
Al =147 ' = (B, E\A)A ' =E},-- - E{(AA™Y = E,--- E\ I

Tama tarkoittaa, ettd tekemélld ykkoésmatriisille I samat alkeisrivitoimitukset kuin tehtiin
alunperin matriisille A paadytidan kidnteismatriisiin A~!. Siis

(A1}~ [1]AT].

Siksi kéénteismatriisi A~! ilmestyy ykkosmatriisin I paikalle.

Lause 10.7 antaa valineet my0s sen osoittamiseen, ettd matriisi ei ole kddntyva. Lauseen
mukaan matriisi A ei ole kddntyvéa, jos se on riviekvivalentti sellaisen matriisin kanssa, joka
sisaltdd nollarivin. TAmé voidaan ilmaista my6s toisin: matriisi A ei ole kdédntyvé, jos siithen
saadaan alkeisrivitoimituksilla muodostettua nollarivi. N&din olemme perustelleet loputkin lu-
vussa 9.5 esitetystd menetelméstd. Matriisin kdantyvyyden selvittdmisessa kiytettavad mene-
telméd perustuu siten taysin lauseeseen 10.7.
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10.3 Lisdaa kaantyvyyteen liittyvia tuloksia

Tassé alaluvussa esitetddn kaksi toisinaan hyodyllistd tulosta. Molempien todistukset perus-
tuvat matriisien ja yhtaloryhmien véaliseen suhteeseen. Ensimméisessa todetaan, etta matriisin
kéantyvyyden toteamiseksi ei tarvitse tarkastella matriisituloa molemmin pain.

Lause 10.8. Olkoot A,B € R™*". Jos BA = I, niin AB = I eli matriisit A ja B ovat
toistensa kdadnteismatriiseja.

Todistus. Oletetaan, ettd BA = I. Osoitetaan ensin, ettd matriisi A on kddntyvd. Tehddan
tdma osoittamalla, ettd homogeenisella yhtaloryhmilli AZ = 0 on vain triviaaliratkaisu. Ker-
tomalla yhtélo puolittain matriisilla B saadaan BAZ = B0. Oletuksen mukaan BA = I ja
toisaalta BO = 0, joten yht&ld tulee muotoon & = 0. Voidaan siis todeta, ettd yhtiloryhmén
AZ = 0 ainoa ratkaisu on # = 0. Lauseen 10.7 nojalla tésti seuraa, etti A on kiintyvi.
Koska A on kidntyvi, kddnteismatriisi A~! on olemassa. Kerrotaan silld yhtialon BA = I
molemmat puolet oikealta. Niin saadaan yhtils (BA)A~! = TA™!, joka sievenee muotoon B =
A~!. Siten B on matriisin A kidnteismatriisi. Muut viitteet seuraavat tistd. Nyt tiedetéin,
ettd AB = I. Lisdksi matriisin B kdé&nteismatriisi on lauseen 9.12 nojalla A. O

Toinen tulos liittyy siihen, milla ehdoilla kahden matriisin tulo on tai ei ole kaantyva.
Lause 10.9. Olkoot A ja B neliomatriiseja. Talloin seuraavat vaitteet patevdt:

a) Jos A ja B ovat molemmat kdantyvid, myés tulo AB on kddntyva.
b) Jos vain toinen matriiseista A ja B on kadntyvd, tulo AB ei ole kdadntyvd.

c¢) Jos kumpikaan matriiseista A ja B ei ole kiantyva, tulo AB ei ole kadantyvd.

Todistus. a) Tama on todistettu lauseessa 9.12.
b) Oletetaan esimerkiksi, ettd A on kédntyva ja B ei. Tehdédén vastaoletus, ettd tulo AB on
kadntyva ja silld on kdédnteismatriisi C. T&lloin voidaan laskea

(CA)B = C(AB) = I.

Lauseen 10.8 nojalla B on kéddntyva. Tama on ristiriita, joten vastaoletus on véaré, eli tulo
AB ei ole kadntyva.

Tapaus, jossa A ei ole kidantyva ja B on kaédntyvi, todistetaan samaan tapaan.

¢) Tamén kohdan todistuksessa tarvitaan matriisien ja yhtaléryhmien vélistd yhteytta. Ole-
tetaan, ettd A ja B eivit ole kiidintyvid. Tarkastellaan homogeenista yhtéloryhméid (AB)Z = 0
ja yritetddn osoittaa, ettd silld on muitakin kuin triviaaliratkaisu.

Koska B ei ole kidntyvi, yhtialoryhmilli Bz = 0 on jokin epétriviaali ratkaisu z = v # 0.
Talloin

(AB)v = A(Bv) = A0 = 0.

Siispid = ¥ on myos yhtiléryhmin (AB)Z = 0 ratkaisu. Koska kyseiselld yhtéiloryhmélld on
epéatriviaali ratkaisu, lauseesta 10.7 seuraa, ettd matriisi AB ei ole kdantyva. O
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11 Determinantti

Neliomatriisille voidaan laskea luku, joka kertoo muun muassa, onko matriisi kadntyva vai
ei. Tata lukua kutsutaan matriisin determinantiksi. Determinantilla on muitakin sovelluksia,
mutta tidssd yhteydessa tarkastelemme vain sen yhteyttd matriisin kadntyvyyteen.

Determinantti voidaan mééaritelld monin eri tavoin. Tadhén lukuun on valittu erds melko yk-
sinkertainen tapa. Kaikki luvussa esitellyt tulokset voitaisiin johtaa valitusta mééritelmasté,
mutta useimmat todistukset olisivat niin tyolaita, ettd niistd tyydytddn antamaan vain pe-
rusidea. Kéaytettiessd hieman kehittyneempid méaritelmid monet todistukset helpottuisivat
huomattavasti, mutta itse méaédritelmén esittaminen olisi tyoladmpéaa.

11.1 Pienten matriisien determinantit

Tarkastellaan ensin korkeintaan 3 x 3 -matriisien determinantteja. Determinantti voidaan las-
kea vain neliomatriisille.

Maaritelma 11.1.

a) Matriisin

determinantti on det(A) = a.

b) Matriisin

determinantti on det(B) = ad — bc.

¢) Matriisin

ay ag as
C=|by by b3
i C2 C3

determinantti on

det(C’) = al(b203 — 02b3) — az(blcg — b301) + (Ig(blcQ — bgcl)

= arbacz + agbzcr + agbica — azbacy — azbics — arbzes.

Matriisin determinanttia voi merkitd myo6s pystyviivojen avulla:

0 b ai as as
det(A):‘a, det(B) = | d‘ ja det(C) = by by bs).
Cc1 C2 C3

Esimerkki 11.2. Matriisin A = [4] determinantti on det(A) = 4. Matriisin
1 -1
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determinantti on puolestaan det(B) =1-4 — (—1) - 2 =4 4 2 = 6. Edelleen matriisin

-2 3 2
C=] 01 -1
1 2 4

determinantti on

o

det(C) = —2(1 -4 — (—1) - 2) — 3( (—1)-1)+2(0-2—-1-1)
)

4 —
=-26-3-14+2-(-1)=-17.

Matriisille, jonka tyyppi on 2 X 2, voi kayttdd determinantin laskemiseen kuvassa 11.29 esi-
tettyd muistisddntoa. Piirretddn matriisin poikki vinoviivat. Samalla viivalla olevat alkiot ker-
rotaan keskenédén. Jos viiva on lavistdjan suuntainen, tulee tulon eteen plusmerkki ja muutoin
miinusmerkki. Lopuksi tulot summataan.

Kuvassa 11.29 on esitetty laskemista helpottava muistisdédnté my6s suuremman, tyyppié
3 x 3 olevan matriisin determinantille. Kirjoitetaan matriisin vierelle matriisin ensimmaéinen ja
toinen sarake. Piirretdén kuvion paélle matriisin lédvistdjan suuntaisia viivoja sekd vastakkais-
suuntaisia viivoja. Samalla viivalla olevat alkiot kerrotaan keskendén. Jos viiva on lavistdjan
suuntainen, tulee tulon eteen plusmerkki. Jos viiva on vastakkaissuuntainen, tulee tulon eteen
miinusmerkki. Lopuksi tulot lasketaan yhteen.

Kuva 11.29: Muistisdannot 2 x 2 -determinantin ja 3 x 3 -determinantin laskemiseksi.

Determinantin merkitys nékyy siin, ettd se kertoo matriisin kaéntyvyydesta. Lauseen 9.13
nojalla 2 x 2 -matriisi
a b
A=

on kadntyva, jos ja vain jos ad—bc # 0. Toisaalta matriisin A determinantti on ad —bc. Matriisi
A on siis kddntyva, jos ja vain jos det(A) # 0. Samanlainen tulos patee myos 3 X 3 -matriisien
determinanteille sekd mychemmin maériteltaville suurempien matriisien determinanteille. To-
distus on esitetty tdméan luvun loppupuolella.

Lause 11.3. Oletetaan, ettd A on n X n -matriisi. Matriisi A on kdantyvd, jos ja vain jos

det(A) # 0.

Esimerkki 11.4. Tutkitaan, onko vektorijono ((2,1,—1), (0,1, =3), (-2, 1, —5)) avaruuden R?
kanta. Kyseessi on kanta, mikéli jokainen vektori @w € R3 voidaan ilmaista yksikésitteisesti
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annettujen vektorien lineaarikombinaationa. Tutkittava yhtdloryhmé voidaan ilmaista matrii-
simuodossa yhtalénd Az = w, missi

2 0 -2
A= 1 1 1
-1 -3 -5

Yhtaloryhmalld on yksikésitteinen ratkaisu, jos ja vain jos kerroinmatriisi A on kaantyva
(lause 10.7). Toisaalta lauseen 11.3 nojalla A on kddntyvé, jos ja vain jos sen determinantti on
nollasta poikkeava. Lasketaan determinantti:

2 0 -2
det(A)=| 1 1 1|=2(1-(=5)—1-(=3))—0—2(1-(=3)—1-(=1))
-1 -3 =5

=2.(=2)—2-(=2) =0.

Koska determinantti on 0, matriisi A ei ole kdéntyva. Tésta syystd tutkittavan yhtaloryhmén
ratkaisua ei ole olemassa tai se ei ole yksikésitteinen. Annettu vektorijono ei siis muodosta
kantaa.

11.2 Determinantin kehityskaavat

Suurempien matriisien determinantit voidaan laskea pienempien matriisien determinanttien
avulla.

Maaritelma 11.5. Olkoon A jokin n x n -matriisi. Merkitdén

ail ai19 . A1n

asr a2 ... aon
A p—

an1 AaAn2 ... Apn

Jos n =1, niin det(A) = a;;. Jos taas n > 1, niin
det(A) = 3(~1)Hay, det(Ay),
j=1

missé Aj; on matriisi, joka on saatu matriisista A poistamalla ensimméinen rivi ja j:s
sarake.

Yleisen determinantin mééritelmé ei ole ristiriidassa aiempien determinantin méaaritelmien
kanssa. Esimerkiksi 3 x 3 -matriisin determinantti on uuden mééaritelman mukaan

a; ag as
by by b3l =
i C2 C3

by b3
C1 C3

bi b
C1 C2

by b3
C2 C3

—a + ag

= a1 (bgc;g — Cgbg) — ag(blcg - bgcl) + ag(b162 — bQC]_).
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Maéaritelméssé olevat kertoimet a1j otetaan matriisin ensimmaiseltd riviltd. Sanotaan, etta
determinantti on talloin kehitetty ensimmdisen rivin suhteen. Yhtd hyvin voidaan kéyttaa
muita rivejd tai jopa muita sarakkeita.

Lause 11.6. Oletetaan, ettd A € R™ ", ja merkitiin A(i,j) = a;j kaikilla i,j € {1,...,n}.
a) Olkoon i € {1,...,n}. Talloin

n
det(A) = Z(—l)i+jaij det(AZ-j),
j=1
missd A;; on matriisi, joka on saatu matriisista A poistamalla i:s rivi ja j:s sarake.
Kyseessd on kehitys rivin © suhteen.

b) Olkoon j € {1,...,n}. Talloin
n . .
det(A) = Z(—I)H_]aij det(A;;),
i=1
missd A;j on matriisi, joka on saatu matriisista A poistamalla i:s rivi ja j:s sarake.
Kyseessd on kehitys sarakkeen j suhteen.

Todistuksen idea. Lause voidaan todistaa tarkastelemalla, millaiseen lausekkeeseen maéaritel-
méan 11.5 kehityskaava lopulta johtaa. Syntyvé lauseke on summa tuloista

ialkl A2kqy * " Anky,

misséd ki,...,k, ovat sarakkeiden indeksit jossakin jarjestyksesséd. Esimerkiksi tyypin 3 x 3
matriisin determinantin laskeminen johtaa n&illd merkinnéilla lausekkeeseen

(11022033 + 012023031 + 013021032 — 413022031 — 012021033 — (11023032.

Kunkin termin etumerkki méaraytyy siitd, onko sarakkeiden jérjestys ki,...,k, alkuperiisen
jérjestyksen 1,...,n niin sanottu parillinen vai pariton permutaatio. Tamén havainnon jélkeen
on suoraviivaista tarkistaa, ettd jokainen kehityskaava johtaa itse asiassa tdsmaélleen samaan
lausekkeeseen. O

Kehityskaavojen etumerkkien vaihtelu (eli kaavoissa muotoa (—1)**7 oleva kerroin) saadaan
shakkilautaa muistuttavasta kuviosta:

Matriisin tilalle ajatellaan plus- ja miinusmerkeista koostuva ruudukko, jonka vasemmassa yla-
kulmassa on plusmerkki. Jos matriisin alkion kohdalla on plusmerkki, tulee kehityskaavassa
alkion eteen plusmerkki. Vastaavasti jos alkion kohdalla on miinusmerkki, tulee kehityskaa-
vaankin miinusmerkki. Kunkin alkion omaa etumerkkié ei myoskaédn sovi unohtaa.
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Esimerkki 11.7. Toisinaan voi sdéstda vaivaa, jos valitsee viisaasti rivin tai sarakkeen, jonka
suhteen determinantin kehittda. Lasketaan matriisin

12 3 4
5 6 7 0
b= 00 -1 0
8 9 —4 =2

determinantti kehittamalla se aluksi kolmannen rivin suhteen:

;2 ?7) 3 2 3 4 1 3 4 1 2 4 1 2 3
00 —1 0206 7 0-0-5 7 O/+(-1)-|5> 6 0/—-0-15 6 7
8 9 4 _9 9 —4 -2 8§ —4 -2 8 9 =2 8 9 —4

1 2 4

=—5 6 0

8 9 =2

Saatu 3 x 3-determinantti voidaan kehittad kolmannen sarakkeen suhteen:

1 2 4
b 0:—(4-|5 6’_0. )
8 9

8 9
=—(4-(45-48) —0—2- (6 —10)) = —(—12— 0+ 8) = —(—4) = 4.

1 2
8 9

1 2

+(-2)- |5 ¢

Siis det(D) = 4.

11.3 Determinantin ominaisuuksia

Tarkastellaan vield, miten determinantti suhtautuu matriisien alkeisrivitoimituksiin seké las-
kutoimituksiin. Seuraavan tuloksen voi todistaa pienille matriiseille suoraan laskemalla, ja
yleisen tapauksen voi johtaa determinanttien kehityskaavoista.

Lause 11.8. Oletetaan, ettd A on neliématriisi. Jos matriisi B saadaan matriisista A
1) wvaihtamalla kaksi rivia keskenddn, niin det(B) = — det(A).
2) kertomalla jokin rivi nollasta poikkeavalla reaaliluvulla t, niin det(B) = tdet(A).

3) lisaamdlld johonkin riviin jokin toinen rivi reaaliluvulla k kerrottuna, niin det(B) =

det(A).

Koska determinantit voidaan kehittda yhté hyvin sarakkeiden kuin rivienkin suhteen, trans-
ponointi ei vaikuta matriisin determinanttiin:

Lause 11.9. Oletetaan, etti A on neliomatriisi. Talloin det(AT) = det(A).

Lauseesta 11.9 seuraa, ettd determinantin sarakkeet kayttaytyvat tdsmélleen samalla tavalla
kuin sen rivit. Lauseesta 11.8 saadaan siis seuraavat muistisddnnot:
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1) Jos matriisin kaksi rivid (tai saraketta) vaihtaa keskendédn, determinantin etumerkki
muuttuu:

Ot — W
0 O N
S O =

1
=—3
5

0N o
S - O

2) Jos matriisin rivilld (tai sarakkeessa) kaikilla alkioilla on yhteinen nollasta poikkeava
tekija, tuon yhteisen tekijan voi ottaa determinantin eteen kertoimeksi:

Ao
NS =

1
3
)

0 N O
N =)

1
=213
)

3) Jos matriisin riviin (tai sarakkeeseen) lisitdan jokin toinen rivi (tai sarake) vakiolla
kerrottuna, matriisin determinantti ei muutu:

0 W
N =)

1
3
5

=~ =
S~ O

1
= 0 —
5

S

Lauseesta 11.8 seuraa myos, ettd joidenkin matriisien determinantti on helppo méaarittéa.
Lause 11.10. Oletetaan, ettd A on neliomatriisi. Tallgin

1) jos matriisissa A on nollarivi (nollasarake), niin det(A) =0
2) jos matriisissa A on kaksi samaa rwvid (samaa saraketta), niin det(A) =0
3) jos A on kolmiomatriisi eli kaikki lavistdjan alapuoliset tai ylapuoliset alkiot ovat nollia,

niin matriisin A determinantti on ldvistdjdalkioiden tulo.

Todistus. Todistetaan vain riveja koskevat véitteet. Sarakkeita koskevat viitteet voidaan ké-
sitelld samalla tavalla.

1) Kerrotaan matriisin nollarivi luvulla —1, jolloin matriisi ei muutu. Lauseen 11.8 mukaan
pétee siis det(A) = —1 - det(A), josta seuraa, ettd det(A) = 0.

2) Vaihdetaan matriisin samanlaiset rivit keskenédén, jolloin matriisi ei muutu. Lauseen 11.8
mukaan det(A) = — det(A), joten det(A) = 0.

3) Tulos n&hddin suoraan kehittdmalld matriisi rivi rivilta alkaen ylimmaésta tai alimmasta
rivisté, jolla on vain yksi nollasta poikkeava alkio. O

Edeltavia lauseita voidaan kéyttda hyvéiksi determinantin laskemisessa. Kun matriisi muu-
tetaan porrasmatriisiksi alkeisrivitoimitusten avulla, determinantti muuttuu lauseessa 11.8
kuvatulla tavalla. Porrasmatriisin determinantti voidaan puolestaan maérittda lauseen 11.10
avulla.
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Esimerkki 11.11. Lasketaan matriisin

1 -2 0 1
-2 4 1 0
2 0 =2 1
3 2 -1 =5

determinantti muuntamalla se vaiheittain porrasmatriisiksi. Tarvittavat alkeisrivitoimitukset
ovat seuraavat:

1 -2 0 1 1 -2 0 1 1 =2 0 1
-2 4 1 0| Ry+2r; |0 0 1 2| rRs—2Rr; |0 0 1 2| R4—3R:
2 0 -2 1| |2 o0 -2 1| " lo 4 -2 —1|
3 2 -1 =5 3 2 -1 -5 3 2 -1 -5
1 -2 0 1 1 -2 0 1 1 =2 0 1
0 0 1 2 34;2>R3 0 0 1 2 RﬁRz 0 0 1 2 Rg_m;:g
0 -2 -1 0 4 -2 -1 0 4 -2 -1
0o 8 -1 -8 0 0 3 —6 0 0 0 —12
(1 -2 0 1
0 4 —2 -1
0o 0 1 2
0o 0 0 —12

Tuloksena on yldkolmiomatriisi, jonka determinantti on lavistdjdalkioiden tulo eli téssa ta-
pauksessa —48. Lauseen 11.8 perusteella ainoastaan viimeinen alkeisrivitoimitus muutti mat-
riisin determinanttia, ja sekin aiheutti vain etumerkin muutoksen. Siispa alkuperéisen matriisin
determinantti oli 48.

Edellisten tulosten avulla voidaan nyt todistaa myos kddntyvan matriisin determinanttiin
liittyva lause 11.3. Tehdaén se tarkastelemalla alkeisrivitoimituksia.

Lauseen 11.3 todistus. Osoitetaan, ettd neliomatriisi A on kddntyva, jos ja vain jos det(A) # 0.
Tiedetadn, ettd matriisi A on kédntyva tdsmaélleen silloin, kun se voidaan muuttaa alkeisri-
vitoimituksilla ykkdsmatriisiksi, muuten porrasmatriisiin tulee nollarivi (lause 10.7). Lauseen
11.10 nojalla ykkosmatriisin determinantti on 1 ja nollarivin omaavan matriisin determinantti
on 0. Toisaalta lauseesta 11.8 seuraa, ettd jokainen alkeisrivitoimitus siilyttad determinan-
tin nollana tai nollasta poikkeavana sen mukaan, mité se oli alun perin. Tdten matriisi A on
kéantyva tasmalleen silloin, kun sen determinantti on nollasta poikkeava. ]

Tarkastellaan vield matriisien laskutoimituksien vaikutusta determinanttiin.
Lause 11.12. Oletetaan, ettd A ja B ovat neliomatriiseja. Tdlloin det(AB) = det(A) det(B).

Todistuksen idea. Jos jompikumpi tai molemmat matriiseista A ja B eivit ole kddntyvia,
lauseen 10.9 perusteella myoskaan niiden tulo ei ole kdantyva. T&lloin viite patee lauseen 11.3
nojalla. Oletetaan sitten, ettd A ja B ovat kddntyvid ja kirjoitetaan ne alkeismatriisien tuloina:

A=FE---E, ja B=F- - F,.
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Lauseesta 11.8 seuraa, ettd jos E on alkeismatriisi, jokaiselle neliomatriisille M pétee
det(EM) = det(E) det(M).
Kéayttamalla tatd havaintoa toistuvasti ylla esitettyihin tuloihin, ndhdéén, etta
det(A) = det(Ey)---det(E,) ja det(B) = det(Fy)---det(Fs).
Toisaalta AB = FE1--- E.F; --- Fs, ja samalla tavoin kuin edelld saadaan
det(AB) = det(Ey) - - - det(E,) - det(Fy) - - - det(Fy).
Viite seuraa tésta. O

Lause 11.13. Oletetaan, ettd neliomatriisi A on kddntyvd. Tdllgin

1
~ det(A)

det(A™1)

Todistus. Oletuksen mukaan matriisi A on kidntyvi, joten silld on kédnteismatriisi A~!. Edel-
lisen lauseen b)-kohdan nojalla pétee

det(A) det(A™!) = det(AA™Y) = det(1) = 1.

Toisaalta lauseen 11.3 mukaan det(A) # 0, silld A on kddntyva. Jakamalla puolittain saadaan
det(A™1) = 1/ det(A). O
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12 Ominaisarvot ja diagonalisointi

Téssé luvussa tarkastellaan nelidmatriisin ominaisarvoja ja diagonalisointia. Sovelluksena esi-
tetdan laskumenetelmé diagonalisoituvan matriisin potensseille. Ominaisarvojen tarkastelua
jatketaan kurssin toisessa osassa.

12.1 Ominaisarvon maaritelma

Palautetaan mieleen, ettd m x n -matriisilla voi kertoa avaruuden R™ vektoria, kun vektori
kirjoitetaan sarakevektorina (ks. luku 9.6). Esimerkiksi matriisin

1 2]
a=ly ]

1 2] 1] s
2 4| (2| |10
eli vektori (5,10).

Huomataan, ettd matriisilla A kertominen vastaa vektorin (1,2) tapauksessa skalaarilla viisi
kertomista. Sanotaan, ettd matriisilla A on ominaisarvo 5, johon liittyy ominaisvektori (1,2).
Matriisin ominaisarvoista puhutaan siis silloin, kun matriisilla kertominen vaikuttaa johonkin
vektoriin samalla tavalla kuin skalaarilla kertominen. Tuo vektori on silloin matriisin ominais-
vektori ja vastaava skalaari on matriisin ominaisarvo.

ja vektorin (1,2) tulo on

Maaritelma 12.1. Oletetaan, ettd A on n x n -neliomatriisi. Luku A € R on matriisin
A ominaisarvo, jos on olemassa sellainen vektori v € R", etté

v#0 ja Av = \v.

Vektoria v, joka toteuttaa ylld mainitut ehdot kutsutaan ominaisarvoon A liittyviksi omi-
naisvektoriksi.

Huom. 1. Edellinen méaritelma on sekd ominaisarvon ettd ominaisvektorin maéaéritelma.
Ominaisarvoa ei voida mééaritelld ilman ominaisvektoreita eikd ominaisvektoreista voida puhua
mainitsematta, mihin ominaisarvoon ne liittyvét.

Huom. 2. Nollavektorin ei haluta olevan ominaisvektori, sillé jos niin olisi, kaikki reaaliluvut
olisivat kaikkien matriisien ominaisarvoja, koska A0 = A0 kaikilla A € R.

oy

on ominaisarvo 4, johon liitty ominaisvektori v; = (1,1). Tamé& ndhdéén laskemalla matriisin

A ja vektorin vy tulo:
_ 3 111 4 1 _

Esimerkki 12.2. Matriisilla
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Samaa ominaisarvoa voi vastata useampi eri ominaisvektori. Esimerkiksi 3v; = (3,3) on
my0Os matriisin A ominaisarvoa 4 vastaava ominaisvektori, silld

A(351) = 3(14271) = 3(4171) = 12v; = 4(3171).

Valitsemalla vy = (1, —1) huomataan, ettd matriisilla A on ominaisarvon 4 liséksi toinenkin
ominaisarvo. Nimittain

S FEREREE

Siten myos luku 2 on matriisin A ominaisarvo ja v3 = (1, —1) on yksi siihen liittyvd ominais-
vektori. (Matriisin ominaisarvot opetellaan etsiméssa kappaleessa 12.2).

Kun matriisilla kertoo ominaisvektoria v, tuloksena on vektorin v skalaarimonikerta. Toisin
sanoen tulos on vektorin v virittdmalld suoralla (ks. kuva 12.30).

A s’ A s’

’ Aty

AN Avgy

Kuva 12.30: Vektori v; = (1,1) on matriisin A ominaisvektori, silli Av; = 4v; on vektorin v;
virittdmalla suoralla. Samoin vektori v3 = (1, —1) on matriisin A ominaisvektori,
silla Avy = 2709 on vektorin v virittamalla suoralla.

Tutkitaan viel& lopuksi, onko vektori w = (2,1) matriisin A ominaisvektori.

- -1}

Nahdéan, ettd Aw ei ole vektorin w skalaarimonikerta, joten w ei ole matriisin A ominaisvek-
tori. Téta on havainnollistettu kuvassa 12.31.

Kuten edellinen esimerkki osoittaa, matriisilla voi olla useampi kuin yksi ominaisarvo. Ku-
hunkin ominaisarvoon liittyy useita ominaisvektoreita. Seuraava esimerkki niyttaé, miten tiet-
tyyn ominaisarvoon liittyvat ominaisvektorit 16ydetaan.

Esimerkki 12.3. Jatketaan edellistd esimerkkié ja etsitddn kaikki matriisin A ominaisarvoa
4 vastaavat ominaisvektorit. On siis ratkaistava yhtdlostd Av = 4v tuntematon v. Yhtéalo
saadaan muotoon

Av —4v = 0.
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Kuva 12.31: Vektori w = (2,1) ei ole matriisin A ominaisvektori, silld Aw ei ole vektorin w
virittdmalla suoralla.

Tasta yhtalosta haluttaisiin nyt ottaa yhteiseksi tekijaksi v, mutta se ei onnistu, silld A on
matriisi ja 4 on reaaliluku, eik niitd voi vahentda toisistaan. Huomataan kuitenkin, etta ska-
laarimatriisilla 47 kertominen vaikuttaa vektoriin v samalla tavalla kuin luvulla 4 kertominen:

_ |4 0| |v1]| _ [4v1+0| _ (4v1|

0+ 4vs
Nyt yht#lé saadaan muotoon Av — 4Iv = 0, josta seuraa

(A—40)v = 0.

Sijoitetaan yhtdl66n matriisi A:
3 1 . 4 0 V1 . 0
1 3 0 4 va| |0
Nyt yhtélo sievenee muotoon
-1 1 V| 0
1 -1 () - 0 ’

Paddytasdn siis ratkaisemaan yhtaloryhmé
—v1+ve=0
V1 — Vg = 0

Muutetaan yhtaléryhmén matriisi porrasmuotoon:

-1 10| Rovry |—1 1|0| (-1)-R. |1 =110

l 1 —10] 7 l 0 00] 7 [0 00]'
Merkitddn vy = t. Talloin v; = vo = t. Siten yhtélon ratkaisu on

vy =1 o
missa t € R.
Vo = t,

Nollavektoria ei kuitenkaan mééaritelméin mukaan kelpuuteta ominaisvektoriksi. Siten ominais-
arvoa 4 vastaavat ominaisvektorit ovat muotoa (t,t), missd ¢t € R\ {0}.
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12.2 Ominaisarvojen I6ytaminen
Ominaisarvojen ja ominaisvektoreiden loytdminen perustuu yhtalon
Av— Ao =0 (8)

ratkaisemiseen. Ominaisvektoria v ei kuitenkaan voida ratkaista ennen kuin tunnetaan omi-
naisarvo A. Sen l0ytdmiseksi muutetaan yhtéalé hieman toiseen muotoon samaan tapaan kuin
esimerkisséd 12.3. Ensinndkin huomataan, ettd Av = Alv, missd I on ykkosmatriisi. Néin ollen

A — Ao = Ab — Ao = (A — A)b.
Nyt yhtélo (8) tulee muotoon
(A= X))o =0. (9)

Yhtilod (9) vastaa homogeeninen yhtiloryhmi, joten silld on aina triviaaliratkaisu v = 0.
Tama ei kuitenkaan kelpaa ominaisvektoriksi, joten tavoitteena on loytaéd jokin epatriviaali
ratkaisu. Lauseen 10.7 nojalla yhtéalolla on epétriviaaleja ratkaisuja tésmélleen silloin, kun
kerroinmatriisi A — Al ei ole kdantyvi. Toisaalta lauseen 11.3 mukaan nelidmatriisi ei ole
kadntyva tasmalleen silloin, kun sen determinantti on 0. Nain saadaan seuraava lause.

Lause 12.4. Reaaliluku A on neliématriisin A ominaisarvo, jos ja vain jos
det(A — \I) = 0.

Lauseke det(A — AI) on erds muuttujan A polynomi. Sitd nimitetddn matriisin A karak-
teristiseksi polynomiksi. Edellinen lause voidaan siis muotoilla my6s niin, ettd matriisin A
ominaisarvot ovat sen karakteristisen polynomin nollakohdat.

Esimerkki 12.5. Maaritetaan matriisin

-

ominaisarvot ja niitd vastaavat ominaisvektorit. Lihdetaén liikkeelle laskemalla lauseessa 12.4
mainittu determinantti:

1—A 2

det(A — AI) = 5 9\

’_(1—/\)(2—/\)—6

=2 A—22+ XN 6=\ —-3)\—14,

Matriisin A ominaisarvot ovat lauseen 12.4 nojalla yhtélon A2 — 3\ —4 = 0 ratkaisut. Toisen
asteen yhtélon ratkaisukaavan mukaan tarkasteltava yhtald toteutuu, jos ja vain jos A = 4 tai
A = —1. Siten matriisin A ominaisarvot ovat Ay = 4 ja Ay = —1.

Maéaritetdan vield ndihin ominaisarvoihin liittyvéit ominaisvektorit. Kumpaakin ominaisar-
voa vastaavat omat ominaisvektorinsa. Tarkastellaan ensin ominaisarvoa A1 = 4. Talloin rat-
kaistavana on yhtilo (A — 4I)v = 0. Ratkaistavaksi saadaan siis yhtéiloryhmé, jota vastaa

madtriisi
-3 210
3 —=210|"°
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Kun yhtaloryhmaé ratkaistaan Gaussin-Jordanin eliminointimenetelmallé, ratkaisun ndhd&an

olevan
xry = (2/3)t
Tro = t,

missa t € R.

Ominaisarvoa 4 vastaavat ominaisvektorit ovat siis muotoa ((2/3)t,t), missé ¢ € R\ {0}.
Tarkastellaan sitten ominaisarvoa Ao = —1. Nyt ratkaistavana oleva yhtlo on (A+1)v = 0.
Sen ratkaisuksi saadaan

r1=—t -
missa t € R.
Tro — t,

Ominaisarvoa —1 vastaavat ominaisvektorit ovat siis muotoa (—t,t), missa ¢t € R\ {0}.

Jos matriisille A 16ytyy yksikin ominaisvektori, silld on valttdmétta ddrettdmén monta omi-
naisvektoria. Jokainen ominaisvektorin v skalaarimonikerta nollavektoria lukuunottamatta on
nimittdin my6s ominaisvektori, silld A(cv) = ¢(Av) = ¢(Av) = A(ev) kaikilla ¢ € R.

Ominaisarvoja voi sen sijaan olla vain &irellisen monta.

Lause 12.6. Jos A on n X n-matriisi, silld on korkeintaan n ominaisarvoa.

Todistus. Koska A on n x n-matriisi, sen karakteristinen polynomi on korkeintaan astetta n.
Karakteristinen polynomi on siis muotoa cg + c1A + - -+ + ¢, A", missé ¢y, ..., c, € R. Voidaan
osoittaa, ettd yhtalolla

co+caA+--+ep,A"=0

on enintddn n eri ratkaisua. (TAmé& tehdddn esimerkiksi kurssilla Algebra I.) Néin ollen mat-
riisilla A on enintdén n eri ominaisarvoa. O

Joidenkin matriisien ominaisarvojen l6ytdminen onnistuu helposti. Jos matriisi A on kolmio-
matriisi eli kaikki sen lavistajan alapuoliset tai ylapuoliset alkiot ovat nollia, niin myos A — \I
on kolmiomatriisi. Télloin sen determinantti det(A — AI) on lavistdjdalkioiden tulo lauseen
11.10 nojalla. Néin ollen kolmiomatriisin A karakteristinen polynomin nollakohdat saadaan
yhtalosta

(@11 — A)(az2 = A) ... (apn — A) = 0.
Lauseen 12.4 nojalla saadaan téasté seuraava tulos:

Lause 12.7. Oletetaan, ettd neliomatriisi A on kolmiomatriisi eli kaikki sen ldvistdjin ala-
puoliset tai yldpuoliset alkiot ovat nollia. Tdalloin matriisin A ominaisarvot ovat sen ldvistdjan
alkiot.

Esimerkki 12.8. Porrasmatriisi

1 -2 0 1
0o 4 -2 -1
A= 0 0 1 2

0 0 0 -12

on kolmiomatriisi, joten sen ominaisarvot ovat lavistdjan alkiot. Siis matriisin A ominaisarvot
ovat A1 =1, Ao =4 ja A3 = —12.
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12.3 Diagonalisointi

Edelld néahtiin, ettd kolmiomatriisien ja siten myo6s lavistdjdmatriisien ominaisarvot voidaan
lukea suoraan matriisista. Tésséd kappaleessa tutustutaan menetelméan, jonka avulla tietyn-
laiset neliomatriisit saadaan muutettua lavistdjamatriiseksi, joilla on samat ominaisarvot kuin
alkuperaisilla matriiseilla. Matriiseja, joilla tAméa menetelméd toimii, kutsutaan diagonalisoitu-
viksi.

Maaritelma 12.9. Neliomatriisi A € R™*™ on diagonalisoituva, jos on olemassa kaantyvi
matriisi P € R™*" ja lavistajamatriisi D € R™*", joille péatee

P~ 'AP = D.

Esimerkki 12.10. Esimerkin 12.2 matriisi

on diagonalisoituva. Valitsemalla

|

ja etsimallé esimerkiksi lauseen 9.13 avulla sen kdanteismatriisi

111 1
-1 _ +
P _2l1 —1]
saadaan

roaest R AL -2 R AR Y-k

Maéaritelméssa 12.9 vaadittu lavistdjamatriisi on siis

[ty

Esimerkisséd 12.10 matriisi P vain tupsahti jostakin. Vertaamalla esimerkkiin 12.2 huoma-
taan kuitenkin, ettd matriisin D lavistdjdalkiot ovat matriisin A ominaisarvot, ja matriisin P
sarakkeet ovat jotkin niitd vastaavat ominaisvektorit. Seuraava lause osoittaa, ettd néin on
aina, jos matriisi on diagonalisoituva.

Lause 12.11. Neliomatriisi A € R™"™ on diagonalisoituva, jos ja vain jos silla on n lineaa-
risesti ritppumatonta ominaisvektoria. Tdlloin

M O - 0
PlApP = A 0
0 0 A\,
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missd matriisin P € R™" sarakkeet ovat matriisin A lineaarisesti riippumattomia ominais-
vektoreita ja A1, ...\, ovat niitd vastaavat ominaisarvot samassa jarjestyksessa.

Todistus. "=": Oletetaan, etti P~'AP = D, missi P € R™" on jokin kidntyvd matriisi
ja D € R™™ lavistdjamatriisi. Nyt AP = PD. Olkoot matriisin P sarakkeet pi,...,p, ja
matriisin D lavistdjaalkiot A\q1,..., A,. Nyt siis

A1 0 0 0

0 Ao 0 0
P=[p . pa] ja D=1]: :

0 O An—1 O

0 0 0

Matriisituloa laskettaessa tulon AP jokainen sarake saadaan kertomalla matriisilla A vas-
taava sarake matriisista P:

AP = Alpy---pn] = [Ap1 - - - Apn].

Toisaalta lavistdjamatriisia D kerrottaessa tullaan kertoneeksi matriisin P jokainen sarake
vastaavalla lavistajdalkiolla:
PD = [)\1151 te )\npn]

Koska AP = PD, ndhddin nyt, ettd Ap, = A\;p; kaikilla ¢ € {1,...,n}. Siis jokainen \; on
ominaisarvo ja p; sitd vastaava ominaisvektori.

On vield osoitettava, ettd ominaisvektorien jono (pi, ..., py) on vapaa. Koska P on kddntyvé,
yhtélolld Pz = 0 on lauseen 10.1 mukaan tidsmilleen yksi ratkaisu z = 0. Yhtdlos Pz = 0
voidaan kirjoittaa my6s muotoon

T1p1 + T2P2 + -+ Tppn = 0.

Téamén yhtdlon ainoa ratkaisu on siis 1 =0, ..., x, = 0. Niin ollen matriisin A ominaisvek-
toreiden jono (p1,...,pn) On vapaa.
7<": Oletetaan, etté pr, . . ., pp, ovat jotkin matriisin A lineaarisesti riippumattomat ominais-

vektorit. Olkoot niité vastaavat ominaisarvot A, ..., A,. Nyt Ap; = \;p; kaikillai € {1,...,n}.
Olkoon P matriisi, jonka sarakkeet ovat ominaisvektorit: P = [p; - - - pp]. Olkoon D puolestaan
lavistdjamatriisi, jonka lavistajaalkiot ovat A,..., A,. Talloin ndhdddn samaan tapaan kuin
edellé, ettd AP = PD.

Koska matriisin P sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat, on yhtélolla Pz = 0 tés-
milleen yksi ratkaisu Z = 0. (Tdmi nihdddn samalla tavalla kuin todistuksen ensimméisessi
osassa.) Lauseen 10.7 nojalla matriisi P on nyt kddntyvd. Yhtdlo AP = PD saadaan siis
muotoon

P~ 'AP = D. O

Esimerkki 12.12. Tutkitaan, onko esimerkin 12.5 matriisi
1 2
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diagonalisoituva. Esimerkissé 12.5 todettiin, ettd matriisin ominaisarvot ovat 4 ja —1. Eraét
néita ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit ovat (2, 3) ja (—1, 1). Naim& ominaisvektorit ovat
lineaarisesti riippumattomat, silld ne eivit ole yhdensuuntaiset. Lauseen 12.11 perusteella A
on diagonalisoituva. Muodostetaan ominaisvektoreista matriisi

o 4]
P= 3 1

ja ominaisarvoista matriisi i i
4 0

b= 0 -1

Nyt lauseen 12.11 nojalla pitee P~'AP = D. Tamén voi vield tarkistaa laskemalla.

Esimerkki 12.13. Diagonalisoidaan matriisi
2 1
A=
jos mahdollista. Selvitetddn aluksi matriisin ominaisarvot. Koska matriisi A on kolmiomat-
riisi, sen ominaisarvot ovat sen lavistdjan alkiot. Ndin matriisin A ainoa ominaisarvo on 2.
Ominaisarvoa vastaavat ominaisvektorit saadaan yhtélostd Az = 2z. Kun yhtélo ratkaistaan,

nahddan sen ratkaisujen olevan muotoa z = (¢,0), missd ¢t € R\ {0}. Matriisilla A ei siis ole
kahta lineaarisesti riippumatonta ominaisarvoa, joten A ei ole diagonalisoituva.

Esimerkki 12.14 (Diagonalisoituvan matriisin potenssit). Lasketaan esimerkissd 12.10 esiin-

tyneen matriisin
3 1

seitsemés potenssi. Suora matriisikertolasku olisi ty6lds suorittaa, mutta koska matriisi A on
diagonalisoituva, voidaan kdyttda hyvéksi sen ominaisarvoja.
Esimerkissé 12.10 todettiin, ettd P~'AP = D, misséi

11| . a0
P—[l _1] o D_[O 2].

Léavistdjamatriisin potensseja on vaivatonta laskea. Huomataan, etté

D7 — 47 0| _|16384 0O
10 270 T | o 128"

(Vastaava pétee kaikille neliomatriiseille. )
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Toisaalta, jos kerrotaan yhtialod P~1 AP = D vasemmalta matriisilla P ja oikealta matriisilla
P! saadaan A = PDP~!. Nyt voidaan laskea

A" = (PDP7Y)T

= (PDP Y (PDPY)...(PDP Y (PDP™)

7 kpl
=PD(P'P)D...(P7'P)DP!
=PD...DP!

——
7 kpl
=PD'P

Siten

1 1 16384 0 111 1
7T _ —1\7 _ Tp-1 _ . -
A= (PDPT) = PDP™ = [1 —1] l 0 128] 2 [1 —1]

_ 116384  128) |1 1| _ 116512 16256| _ |8256 8128
2116384 —128| (1 —1| 2 [16256 16512|  [8128 8256/

Matriisipotenssin laskeminen saatiin muutettua pariksi matriisikertolaskuksi seké tavallisten
kokonaislukujen potenssiksi. Samalla vaivalla voitaisiin laskea paljon suurempiakin potensseja.
Tamé temppu onnistuu kuitenkin vain, jos alkuperdinen matriisi on diagonalisoituva.

Palataan vield tutkimaan matriisin ominaisvektoreita. Seuraava lause osoittaa, ettéd eri omi-
naisarvoja vastaavat ominaisvektorit ovat lineaarisesti riippumattomia. Tésta tuloksesta on
toisinaan hyotyé, kun tutkitaan, onko matriisi diagonalisoituva.

Lause 12.15. Oletetaan, ettd A on n X n-matriisi. Oletetaan, ettd \1,. .., A\, ovat matriisin
A eri ominaisarvoja ja v1,...,Uy, € R™ jotkin niitd vastaavat ominaisvektorit. Talloin jono
(U1,...,0m) on vapaa.

Todistus. Oletetaan vastoin vaitettd, ettd jono (v1,...,0,,) on sidottu. Nyt lauseen 7.8 nojalla

jokin jonon vektoreista on muiden lineaarikombinaatio. Téstd seuraa, ettd jokin jonon vek-
toreista on sitd edeltdvien jonon vektoreiden lineaarikombinaatio. Olkoon vy41 jonon ensim-
maéinen vektori, joka on sitd edeltdvien vektoreiden lineaarikombinaatio. Téll6in on olemassa
reaaliluvut cq,...,cs, joille patee

C101 + -+ Uk = Vg1 (10)
Liséksi jono (01, ..., 7)) on vapaa. Jos se nimittéin ei olisi vapaa, U1 ei olisikaan ensimmé&inen
vektori, joka on sitd edeltdvien vektoreiden lineaarikombinaatio.

Kertomalla yhtéalon (10) molemmat puolet vasemmalta matriisilla A saadaan yhtalo

A(Cli_)l + -+ Cki_)k> = A@k+1.
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Matriisien laskusaéntdjen avulla yhtélo saa muodon ¢1 Avy + - -+ + ¢ Avg = Avgy1. Kun vield
muistetaan, ettd vektorit vy, ..., Ux ovat matriisin A ominaisvektoreita, saadaan lopulta yhtélo

AU + -+ AR UE = Mgt 1 Ukt1.- (11)
Toisaalta voidaan kertoa yhtdlon (10) molemmat puolet luvulla Mgy péédtyen yhtaloon
CLAL+1U1 + -+ + CRA 10k = Ag1Uk41- (12)
Véhennetddn yhtalosta (11) puolittain yhtalo (12), jolloin saadaan
c1(M = Nep1)01 + -+ (A — Mgy o = 0.
Jono (v1,...,v;) on vapaa, joten kaikkien yhtélossé olevien kertoimien on oltava nollia:

Cl()\l — )\k—&—l) =0, 02()\2 — )‘k—i-l) =0,..., Ck:()\k — )\k+1) =0.

Koska Ap, ..., Ay, ovat kaikki eri ominaisarvoja, niin tiedetéén, ettd (A; — Ag41) # 0 kaikilla
i € {1,...,k}. Tulon nollasdénnon nojalla
c1=0,ca=0, ..., ¢t =0.
Nain ollen

Upq1 = €101 + - -+ + gl = 001 + -+ - + 00, = 0.

Toisaalta oletuksen mukaan ¥y 1 on matriisin A ominaisvektori, joten vy,1 # 0. Koska péddyt-
tiin ristiriitaan, vastaoletus ei voi olla tosi. Siis alkuperéinen véite pétee, eli jono (v1,...,0m)
on vapaa. [

Edellisesta lauseesta seuraa, ettd toisinaan matriisin diagonalisoituvuus on helppo todeta.

Korollaari 12.16. Oletetaan, ettd n X n-matriisilla on n eri ominaisarvoa. Tdlléin A on
diagonalisoituva.

Todistus. Olkoot vy, ..., v, jotkin eri ominaisarvoihin liittyvat ominaisvektorit. Ne ovat line-
aarisesti riippumattomia lauseen 12.15 nojalla. Koska matriisilla A on n lineaarisesti riippu-
matonta ominaisvektoria, on A diagonalisoituva lauseen 12.11 nojalla. O

Huomaa, ettd diagonalisoituvan n x n-matriisin ominaisarvojen lukumaéérén ei tarvitse olla
n. Esimerkiksi lavistdjamatriisi
-3 0
A =

on diagonalisoituva, silli I='AI = A. Livistéjimatriisi on kolmiomatriisi, joten sen ominais-
arvot voidaan lukea suoraan lavistdjalta. Havaitaan, etta matriisilla A on vain yksi ominaisarvo,
-3.
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13 Pistetulo

Avaruuksissa R? ja R? on totuttu puhumaan vektorien pituuksista ja vektoreiden vilisisté
kulmista. Kuten tavallista, ndiden kéasitteiden yleistdminen korkeampiulotteisiin avaruuksiin
ei valttamatta onnistu pelkistdan geometrisen intuition avulla. Kuitenkin esimerkiksi Pytha-
goraan lauseen voidaan ajatella toimivan kaikissa ulottuvuuksissa samalla tavalla. Kyseinen
lause, samoin kuin muutkin vektoreiden pituuksiin ja kulmiin liittyvat kéasitteet, voidaan il-
maista pistetulon avulla, ja pistetulo puolestaan voidaan laskea avaruudessa R™, oli n miten
suuri tahansa.

Maaritelma 13.1. Vektoreiden v = (vy,...,v,) € R" jaw = (w1, ..., wy,) € R™ pistetulo
on

U-w = viwi + vowy + - - - + vywy.

Vektorien pistetulo on aina reaaliluku. Jos esimerkiksi v = (3, —2,0) ja w = (1,—2,v/3),
vektorien v ja w pistetulo on

v-w=3-1+(=2)(-2)+0-V3=T1.
Pistetulolle voidaan johtaa laskusaantoja.
Lause 13.2. Oletetaan, etti v,w,u € R" ja c € R. Talloin
a) U-W=1w-0
b) v (
¢) (cv)-w = ¢(v-w).
Todistus. Todistetaan vain kohta b) ja jatetddn loput kohdat harjoitustehtéviksi. Merkitaén
v=(v1,...,0p), W= (wi,...,wy) jau=(ul,...,u,). Nyt ndhdéén, etta
V(w4 u) = (v1,...,0n) (w1 + up, wa + ug, ..., Wy + uy)
= vi(w1 +u) + va(wa + ug) + - - - + vy (wy + up)
= Vw1 + VUl + Vw2 + vau2 + - - - + Up Wy + Upln

= (viw1 + vowa + - - - + Vpwy) + (Viur + vouz + -+ + VUy)

=v-w—+v-u.
Tassa kéytettiin reaalilukujen yhteenlaskun ja kertolaskun osittelulakia. ]

Huom. Kohdan b) osittelulaki patee myos toisin pain: (v+w)-u = v-u+ w-u. TAm& seuraa
kohdasta a), jonka mukaan pistetulo on vaihdannainen:

a)

G+ad)-a2a G+a)2a )

Samaan tapaan myos c¢)-kohta voidaan kddntad muotoon v - (cw) = ¢(v - w).

Seuraava lause osoittaa, ettd vektorin pistetulo itsensd kanssa on aina epanegatiivinen. Ai-
noastaan nollavektorin pistetulo itsenséd kanssa on nolla.
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Lause 13.3. Oletetaan, ettd v € R™. Tdlloin

a) v-v>0
b) v-v =0, jos ja vain jos v = 0.
Todistus.

a) Néhdédn, ettd v- 0 =v} +v3 4+ +v2 >0+ 0+ -+ 0 =0, silli reaaliluvun nelié on
aina epdnegatiivinen. Tam4 todistaa vaitteen.

b) "=": Oletetaan, ettd v - v = 0. T&llsin v} + v3 + - + v2 = 0. Koska jokainen yh-
teenlaskettava on epénegatiivinen, tdytyy yhteenlaskettavien olla nollia. Toisin sanoen
v? = 0 kaikilla i € {1,...,n}. Tésti seuraa, etti v; = 0 kaikilla i € {1,...,n}. Siten
v =(0,0,...,0)=0.

"«<": Oletetaan, ettid v = 0. Nyt -9 = 02+ 02 + --- 4+ 02 = 0. Viite on todistettu. [J

13.1 Vektorin normi

Pistetulon avulla voidaan mééritelld avaruuden R™ vektorin normi eli pituus. Lauseen 13.3
nojalla patee v-v > 0, joten seuraavassa madritelméssé juurrettava on epanegatiivinen, kuten
kuuluu olla.

Maaritelma 13.4. Vektorin v € R™ norms eli pituus on

Maééritelmésta seuraa, ettd ||v]| = \/ v? +v3 + -+ +v2, kun pistetulo lasketaan auki. Esi-
merkiksi vektorin v = (1/2,3, —2,0) normi on

o] = \/(1/2)2 +324+(-2)2+02= \/T: ‘/?

Tasossa normia voi havainnollistaa Pythagoraan lauseen avulla. Kuvaan 13.32 on piirretty
vektori w = (—4,—3). Pythagoraan lausetta kdyttden sen pituudeksi saadaan /32 + 42 =
v/25 = 5. Pituuden geometrinen tulkinta antaa siis saman tuloksen kuin normin maééritelma.

Kuva 13.32: Vektorin w = (—4, —3) normi eli pituus on 5.

Seuraava lause ilmaisee normien avulla sen, ettd vektorin pituus on aina epénegatiivinen ja
nollavektori on ainoa vektori, jonka pituus on nolla.
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Lause 13.5. Oletetaan, ettd v € R™. Tdlloin
a) |0 =0
b) ||v]| =0, jos ja vain jos v = 0.

Todistus. Tulokset seuraavat suoraan normin maéaaritelmésta, neliojuuren ominaisuuksista ja
lauseesta 13.3.

a) Madritelmidn mukaan ||v]] = +/v-v. Nelijuuren arvo on aina epénegatiivinen, joten
[2]] = 0.

b) Huomataan, etté ||v]] = /v - v = 0, jos ja vain jos juurrettava v -v on nolla. Lauseen 13.3
nojalla taas v - v = 0, jos ja vain jos v = 0. Tdmaé todistaa véiitteen. O

Kun vektoria kerrotaan skalaarilla, tavallisinta on sanoa, etta vektorin suunta pysyy samana,
mutta sen pituutta ”skaalataan”. Tahén asti kyse on ollut vain intuitiivisesta kuvailusta, mutta
normin kéasitteen avulla asia voidaan ilmaista tarkasti. On vain otettava huomioon, ettd pituus
on aina epanegatiivinen, vaikka skalaarikerroin olisikin negatiivinen.

Lause 13.6. Oletetaan, etti v € R™ ja c € R. Talloin ||cv|| = |c|||v]].

Todistus. Pistetulon ja neli6juuren ominaisuuksien perusteella
et = \/(cD) - (cB) = \Je(t - (1)) = \/2(@ - 0) = VEVT 1= [eVT- T =|cllo]. O

Jos vain vektorin suunnalla on merkitysta, pyritddn usein yksinkertaisuuden vuoksi rajoit-
tumaan vektoreihin, joiden pituus on yksi. Téllaisilla vektoreilla on oma nimityksensa.

Maaritelma 13.7. Vektori u € R” on yksikkovektori, jos sen normi on yksi eli

la] = 1.

Vektoreita 7 = (1,0) ja 7 = (0, 1) kutsutaan toisinaan tason yksikkovektoreiksi. Koska niiden
pituus on 1, ne ovat kuin ovatkin yksikkovektoreita myos ylla olevan méaritelman mukaan,
samoin kuin kaikki luonnollisen kannan vektorit €; € R™. On kuitenkin olemassa muitakin
yksikkovektoreita, kuten seuraava esimerkki osoittaa.

Esimerkki 13.8. Etsitdan jokin yksikkoévektori, joka on yhdensuuntainen annetun vektorin
v = (2,—1,0) kanssa. Vektorin ¥ normi on ||t| = v4+1 = /5. Jos vektori v kerrotaan
skalaarilla 1/+/5, saadaan vektori (1/1/5)9, jonka pituus on lauseen 13.6 nojalla

1, 1
%HUH:E'\@:L

Vektori (1/4/5)v on siis yksikkovektori. Lisiksi vektorit v ja (1/4/5)v ovat yhdensuuntaiset,
koska ne eroavat vain skalaarikertoimen verran. Eris tavoiteltu vektori on siis (1/v/5)v.

Edellista esimerkkid mukaillen saadaan seuraava yleinen tulos.
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v on yksikkévektori, joka on

Lause 13.9. Oletetaan, etti v € R™\ {0}. Tdlloin vektori

samansuuntainen vektorin v kanssa. Ilo
Kun vektorit v ja w tulkitaan tason pisteiksi, niiden vélinen etaisyys voidaan maaritella

niitd yhdistdvan suuntajanan v — w pituutena. Taméa taas palautuu vektorin normiin.

1
gl

Maiaritelma 13.10. Oletetaan, ettd v, w € R™. Vektorien v ja w vilinen etdisyys on

Esimerkki 13.11. Vektoreiden v = (2,2) ja w = (—3, —1) vélinen etiisyys on

o=l = 2= (=3),2= (D)l = (5,3)]| = V5 + 3 = V3L

d(v,w) =
Etédisyytta on havainnollistettu kahdella eri tavalla kuvassa 13.33.
A D A
///.‘ ///
- | -
lo—wl=v3a L lo—wl =32 /0
e :vg—w2:3 7
- t > —= >
IE{::,,,,,A,,,,,,J T
V1 — W1 = 5

Kuva 13.33: Vektoreiden v ja w vilinen etaisyys. Ensimmaéisessd kuvassa vektorit on havain-
nollistettu tason pisteind, jalkimmaéisessa kuvassa paikkavektoreina.

13.2 Vektorien kohtisuoruus ja projektio
Pistetulon avulla voidaan maéaritella vektorin pituuden lisdksi vektorien vélinen kulma. Tar-

kastellaan aluksi yksinkertaisinta eli suoraa kulmaa.

Maaritelma 13.12. Vektorit v € R™ ja w € R™ ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan eli

ortogonaaliset, jos v - w = 0. Talléin merkitddn v L w.

Esimerkiksi tason vektorit (2,1) ja (—2,4) ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, silla

(2,1)-(=2,4) =2-(=2)+1-4=0.

Voidaan siis merkitd (2,1) L (—2,4).
Kohtisuoruuden kéisite tarjoaa mahdollisuuden maaritella vektorin projektio. Tata voidaan

ajatella vektorin heittdméné varjona kuvan 13.34 mukaan. Projektio on hyodyllinen tyokalu

95



esimerkiksi tietokonegrafiikassa ja geometriassa (ks. esim. 13.21), mutta silld on myos teoreet-
tiset sovelluksensa. Projektiota tarkastellaan ldhemmin kurssin toisessa osassa. Téssa rajoi-
tumme vektorin projektioon jonkin toisen vektorin virittamaélle aliavaruudelle (eli suoralle).

Palataan vield varjovertaukseen. Voidaan ajatella, etté vektorin v projektio vektorin w suun-
taiselle suoralle on vektorin v heittdamaé varjo, kun aurinko paistaa kohtisuoraan suoraa vastaan
kuten kuvassa 13.34. Matemaattisesti tdmé voidaan ilmaista sanomalla, ettd projektio p on
vhdensuuntainen vektorin w kanssa ja vektorit w sekd —p + v ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan.

\<|>/
/ ‘ AN
) P+
7777777 P =proj,(v) T

Kuva 13.34: Projektiota voi ajatella vektorin heittdméné varjona.

Misritelmi 13.13. Olkoot v,w € R™ ja w # 0. Tilléin vektorin v projektio vektorin w
virittamélle aliavaruudelle on sellainen vektori p € R", etta

a) vektori p on yhdensuuntainen vektorin w kanssa

b) vektori v — p on kohtisuorassa vektoria w vastaan.

Projektiota p merkitdén proj;(v).
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Maéaritelmén ensimmaéinen kohta tarkoittaa, ettd p on suoralla, jonka suuntavektori on .
Jalkimmainen kohta puolestaan takaa, ettd projisointi on tapahtunut kohtisuoraan. Projek-
tion laskeminen maééritelméstd ldhtien on hankalaa, joten johdetaan sille heti kdytdnnollinen

laskukaava.

Lause 13.14. Olkoot v,w € R™ ja w # 0. Tdlloin on olemassa tismdlleen yksi projektio
proj;(v) ja se saadaan kaavasta

&4
g

proj(v) = oW

g
g

Todistus. Aloitetaan osoittamalla, ettd vektori

VoW _
w

w - w

tdyttda projektion méaédritelméssd mainitut ehdot.
Ensinnékin huomataan, ettd kerroin (v-w)/(w-w) on reaaliluku, silld vektoreiden pistetulot

ovat reaalilukuja. Vektori

on siis vektorin w skalaarimonikerta. Siten projektion maaritelmén ensimmaéinen ehto tayttyy.
Tutkitaan sitten projektion mééritelmén toista ehtoa. On osoitettava, ettd vektorit

VoW _
w

v— ——
w - w

ja w ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Pistetulon laskusdintdjen nojalla

_ vw _ - VW _ - _ o _ vw,_ _
v — W) w=0-w—|——w| - Ww=0-w— ——(w-Ww).
W w W w

w - w
Pistetulosta tulee aina tulokseksi reaaliluku, joten seuraavaksi voidaan kayttda reaalilukujen

laskusaantojas:

(31
=)

w~w(w'w)zv'w_W

=v-w—v-w=0.

VW —
Koska pistetuloksi saatiin nolla, ovat vektorit kohtisuorassa toisiaan vastaan. Siten

vew _
w

v— ——
w - w

on vektorin v projektio vektorin w virittdmalle aliavaruudelle eli

_ v-w

proj;(v) = v — w.

w W
Osoitetaan seuraavaksi, ettd projektion ehdot tayttévid vektoreita on vain yksi. Merkitdén
p = projg(v). Projektion méaritelméan ensimmaéisen kohdan perusteella p = tw jollakin ¢ # 0.
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Maéaritelmén toisen kohdan mukaan vektori ¥ — p on kohtisuorassa vektoria w vastaan, joten
(v —p) - w = 0. Pistetuloksi saadaan

(V—p) W=V W—p - W=V -wW— tw - W.

Paddytédn yhtaloon v-w — t(w - w) = 0, josta saadaan ratkaistua t = (v - w)/(w - w). Nyt siis

(31
£

g
£

Viite on todistettu. O

Esimerkki 13.15. Esimerkiksi vektorin v = (1, 2) projektio vektorin w = (—1, 3) virittdmaélle
aliavaruudelle on

g

. v-w 5 1 13
proj(9) = o0 = 1o(-1,3) = 5 (-13) = (5.5 ).

cw

£

Vektorin u = (—2, —2) projektio vektorin w virittdmélle aliavaruudelle on puolestaan

projg (1) = 15 (-1.3) =~ (-1.3) = (3.-¢ ).

Projektiot on esitetty kuvassa 13.35.

Kuva 13.35: Vektoreiden v ja u projektiot vektorin w virittdmaélle aliavaruudelle.

Vaikka kaava on yleensd kitevin tapa maérittad vektorin projektio, sen voi tehdd myos
suoraan mééritelmén perusteella geometrisesti (ks. kuva 13.36). Piirretddn vektorit v ja w
alkamaan samasta pisteestd ja piirretdédn vektorin w suuntainen suora. Projektio projg;(v)
loydetadn piirtamalla suora, joka on kohtisuorassa vektorin w suuntaista suoraa vastaan ja
kulkee vektorin v kéirjen kautta.
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]

proj,;(v) w
Kuva 13.36: Vektorin v projektion méaérittdminen piirtdmalla.

13.3 Vektorien vialinen kulma

Suoran kulman lisdksi pistetulo soveltuu myos muiden kulmien méaarittdmiseen. Ennen maéa-
ritelmééd tarvitaan kuitenkin pari aputulosta. Ensimmaéinen on eréds yleisen teorian kannalta
tarkea tulos, jota tdsséd vaiheessa kuitenkin tarvitaan ldhinnd sitd seuraavan lemman todista-
miseen.

Lause 13.16 (Schwarzin epayhtild). Oletetaan, etti v € R™ ja w € R™. Talldin
|0+ w| < [|of|[[@]-

Schwarzin epdyhtdlon todistus on melko tekninen, ja siksi sen esitystad lykétadn kurssin
toiseen osaan.

Lemma 13.17. Oletetaan, etti v,w € R™\ {0}. Tdlloin

1< — <1

— ]

=
|

Todistus. Schwarzin epdyhtialon mukaan |0 - w| < ||v]|||w||. Téstd seuraa, ettd
—llllwl <o-w <o

Jakamalla néin saadut epayhtalot positiivisella luvulla ||v]|||w| saadaan

1< U< O

o ks
Nyt voidaan mééritelld kahden vektorin vélinen kulma. Kosinifunktio on mééritelty niin,
ettd jokaista lukua x € [—1,1] vastaa tdsméilleen yksi sellainen kulma «, ettd 0° < o < 180°

ja cosa = z. Edellisen lemman nojalla voidaan siis asettaa seuraava méaritelma.

Miiritelmi 13.18. Vektorien v € R™ \ {0} ja w € R™\ {0} vélinen kulma on se kulma
a, jolle patee 0° < a < 180° ja
v-w
cosa =

1wl
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Esimerkiksi vektorien v = (3, —2,0) ja w = (1, —2,/3) vilinen kulma a saadaan yhtilésti

7
V13v8

Liséksi taytyy péated 0° < a < 180°. Laskimella saadaan vektorien vilisen kulman likiarvoksi
o =~ 46,65°.

Cosx =

Mddritelmdn tausta. Vaikka méaaritelmié ei tarvitsekaan perustella mitenkéén, on kuiten-
kin valaisevaa katsoa, miten vektorien vélisen kulman maéritelmé vastaa tasossa geometrista
késitystamme.

Kuva 13.37: Vektoreiden v ja w valinen kulma kosinilauseen nédkokulmasta.

Kosinilauseen mukaan kuvan 13.37 kolmiossa pétee
lo — 31> = | + |@|* — 2||3]|| @] cos o
Toisaalta normin maaritelmén ja pistetulon ominaisuuksien nojalla
o — 0P =(w—-"0)- (W—0)=w-W—w-0—0- W+ 0= |v]]>—2(z-w) + ||w]*.

Saadaan siis yhtalo

1917 + 1@ ]|* = 2[|ll|@]| cos o = [|o]|* - 2(3 - @) + |||,

josta edelleen
V-w
CoOSs¥ = ————.
o]l |w]]

Aiemmin méaériteltiin, ettd vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos niiden pistetulo
on nolla. Olisi luonnollista, ettd toisiaan vastaan kohtisuorien vektorien vélinen kulma olisi
90°. Tamé pitédikin paikkansa. Oletetaan nimittéin, ettd v,w € R™ \ {0}. Mééritelman 13.3
mukaan vektoreiden v ja w vilinen kulma on 90°, jos ja vain jos

——— = c0s 90°.
o] o]

Koska cos90° = 0, yhtdlo pétee, jos ja vain jos v - w = 0. Siten vektoreiden v ja w vélinen
kulma on 90°, jos ja vain jos v - w = 0.
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13.4 Pistetulon sovelluksia
Normaalimuotoiset yhtalot

Esimerkki 13.19. Tarkastellaan kaikkia avaruuden R? vektoreita v, jotka ovat kohtisuorassa
vektoria n = (1,2, 3) vastaan. Téllaiset vektorit toteuttavat yhtalén n-v =0 eli

v 4 2v9 + 3vz = 0.
Vektorien muodostama joukko W voidaan kirjoittaa eri muodoissa:

W = {(v1,v2,v3) € R*| (1,2,3) - (v1,v9,v3) = 0}
(Ul,vg,vg) € R3 | v + 2v9 + 3vg = 0}

(

(

v1,v9,v3) € R | v1 = —205 — 3v3}

—2v9 — w3, V2, 1)3) ‘ V9,V3 € ]R}
1)2(—2, 1,0) + ’03(—3, 0, 1) ’ V9, V3 € R}

{
{
{
{

Viimeisestd muodosta ndhddan, ettd kyseessa on origon kautta kulkeva taso eli aliavaruus.

Edellista esimerkkid voidaan yleistdd, jolloin nahdasn, ettd kaikki jotakin nollavektorista
poikkeavaa vektoria vastaan kohtisuorassa olevat avaruuden R? vektorit muodostavat tietyn
tason, joka on samalla aliavaruus. Paatellain seuraavaksi sama asia toiseen suuntaan.

Tarkastellaan aluksi origon kautta kulkevaa tasoa T'= {sv+tw | s,t € R}. Jos jokin vektori
n on kohtisuorassa tason molempia suuntavektoreita vastaan, niin kaikille tason vektoreille
sU 4 tw patee

n-(sv+tw)=sn-v)+t(n-w)=s-0+¢t-0=0.

Vektori n on siis kohtisuorassa kaikkia tason vektoreita vastaan, jolloin sanotaan, ettd se on
kohtisuorassa tasoa vastaan. Téllaista vektoria kutsutaan tason normaaliksi (ks. kuva 13.38).

S

Kuva 13.38: Tason normaali 7.

Olkoon 7 edelleen origon kautta kulkevan tason T normaali. Voidaan osoittaa, ettd piste
on tasossa T, jos ja vain jos

n-x=0.

Téllaista yhtaloa kutsutaan tason normaalimuotoiseksi yhtaloksi (kun taso kulkee origon kaut-
ta).
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Jos taso ei kulje origon kautta, on sen vektoreita siirrettédva ennen normaalin méérittamista.
Oletetaan, ettd T on nyt avaruuden R? taso, jonka paikkavektori on p ja jolla on normaali 7.
Talloin & on tasossa T, jos ja vain jos

- (z—p)=0.

Tama on siis normaalimuotoinen yhtalo tapauksessa, jossa taso ei kulje origon kautta. Tilan-
netta on havainnollistettu kuvassa 13.39.

O

Kuva 13.39: Tason T normaalimuotoisen yhtélon havainnollistus.

Esimerkki 13.20. Oletetaan, ettd taso 7' kulkee pisteen P = (6,0,1) kautta ja silld on
normaali 7 = (1,2, 3). Tason 7" normaalimuotoinen yhtalé on télléin

(1,2,3) - (z — (6,0,1)) = 0.
Tasossa T ovat siis ne pisteet z, jotka toteuttavat edelld esitetyn yhtélon. Toisin sanoen
T={zecR®|(1,2,3)-(z—(6,0,1)) = 0}.

Kirjoitetaan sama taso vield hiukan toisenlaisessa muodossa. Merkitdédn z = (z,y, z), missi
z,y,7 € R. Nyt

(1,2,3) - (z — (6,0,1)) =(1,2,3) - (x = 6,y — 0,z — 1)
=r—6+2y+32—-3
=r+2y+32-9.

Voidaan siis kirjoittaa T = {z € R | z + 2y + 3z — 9 = 0}.

Avaruuden R? suorille on mahdollista johtaa normaalimuotoinen yht#l samalla tavalla kuin
avaruuden R3 tasoille.
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Pisteen etdisyys suorasta

Pisteen X etéisyys suorasta S = {p + tv | t € R} on kaikkein lyhin vélimatka, joka voi
olla pisteen X ja suoran S jonkin pisteen vililla. Téasmallisesti ilmaistuna pisteen X etdisyys
suorasta S on min{d(z,a) | a € S}, misséd T on pisteen X paikkavektori. TAmé etdisyys on
sama kuin sellaisen janan pituus, jonka toinen péaitepiste on X ja toinen suoralla S, ja joka
muodostaa suoran kulman suoran S kanssa. (Todistus ei ole vaikea, mutta se sivuutetaan.)
Etéisyyden méarittdmiseen voidaan siten kayttda projektiota. Tutkitaan téaté esimerkin avulla.

Esimerkki 13.21. Méaritetdén pisteen X = (4, —1,9) etdisyys suorasta S, joka kulkee pis-
teiden A = (2,-3,5) ja B = (4,1,7) kautta (ks. kuva 13.40).

X o

A
Kuva 13.40: Pisteiden A ja B kautta kulkeva suora S.

Maéaritetdan ensin vektori jostakin suoran pisteestd tutkittavaan pisteeseen. Esimerkiksi
vektori AX = OX — OA = (2,2,4) kily tihin tarkoitukseen. Lisiiksi tarvitaan jokin suoran
suuntavektori, kuten vaikkapa vektori AB = (2,4, 2).

X
[ — . —
\\H AX — proj 35 (AX) ||

Kuva 13.41: Pisteen X etéisyys suorasta S.

Vektorin AX projektio suoralle S on

AX-ABop @(2,4, 2) = §(2,4, 2).

projap(AX) = JE =548 = 5 6

Erotus AX — projy5(AX) on projektion mééritelmén mukaisesti kohtisuorassa suoraa S vas-
taan. Lasketaan kyseinen erotus:

AX — projp(AX) = (2,2,4) - 2(2,4,2) = £(2,2,4) - 2(2,4,2)

1 1 1
= (12-10,12-20,24 - 10) = (2, -8,14) = (1, ~4,7)
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Koska AX — proj;z(AX) on kohtisuorassa suoraa S vastaan, antaa erotusvektorin pituus
pisteen X etéisyyden suorasta:

_ - 1 1 1
[AX — proj5(A%) | = 311, —4, 7| = 5V 16+ 9 = V66,

Siten pisteen X etéisyys suorasta S on %\/ 66.
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14 Ristitulo

Avaruuden R? vektoreille voidaan mééritelld pistetulon lisdksi niin kutsuttu ristitulo. Piste-
tulosta poiketen ristitulon tulos ei ole reaaliluku vaan avaruuden R? vektori. Ristitulosta on
hyotya esimerkiksi silloin, kun tarvitaan vektori, joka on kohtisuorassa jotakin tasoa vastaan.

Ristitulo poikkeaa kaikista kurssilla tdhdn mennessa méaritellyisté késitteista siind, ettd sen
madritelmad ei voida yleistaé kaikkiin avaruuksiin R”. Ristitulo on nimenomaan kolmiulottei-
sen avaruuden laskutoimitus.

Miiritelmi 14.1. Vektorien v = (v1, v2,v3) € R3 ja w = (wy, w2, w3) € R? ristitulo on
vektori
VX W= (’Ugwg — V3Wws2, V3w — V1wW3, V1w — Ug’wl).

Ristitulon v x w laskemiseen voi kayttda kuvassa 14.42 esitettya laskusddntod. Yhtendisella
viivalla yhdistettyjen komponenttien tulosta vihennetadn katkoviivalla yhdistettyjen kompo-
nenttien tulo.

U1

V2 U3 U1 U2
w2 w3 wq w2

w1

Kuva 14.42: Ristitulon v X w laskeminen.

Esimerkki 14.2. Merkitiin a = (2,1,4) ja b= (3, —1, —3). Kuvan 14.43 perusteella voidaan
laskea

axb=(1-(-3)—4-(=1), 4-3—-2-(=3), 2-(=1) —1-3) = (1,18, —5).

1 /4 /2 /1
—1 -3 3 —1

3

Kuva 14.43: Ristitulon @ x b laskeminen.

Ristitulolle saadaan toinen muistisdanté determinantin avulla. Vektoreiden v ja w ristitulo
saadaan laskemalla determinantti
€1 €2 €3
U1 V9 V3| .
w1 w2 ws

Tassa e; = (1,0,0), ea = (0,1,0) ja es = (0,0,1). Tarkalleen ottaen oikean determinantin
alkiot eivat voisi olla vektoreita, mutta kyseessa on vain muistisdéanto: vektoreiden ey, es ja es
ajatellaan kdyttdytyvian determinanttia laskettaessa reaalilukujen tavoin.
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Esimerkki 14.3. Esimerkiksi vektoreiden a = (2,1,4) ja b= (3, —1, —3) ristitulo on

€3
2 1 4|=e(1-(=3)—4-(=1) —e(2-(=3)—4-3) +&3(2- (=1) = 1-3)
3 -1 =3

=€ + 18ey — bez = (1, 18, *5)

Eras ristitulon sovelluksista on, ettéd sen avulla voidaan 16ytéaa vektori, joka on kohtisuorassa
yvhté aikaa kahta vektoria vastaan.

Lause 14.4. Oletetaan, ettd v,w € R3. Talloin (v x w) L v ja (v x w) L .

Todistus. Laskemalla huomataan, etta

(0 x w) - v = (vow3 — v3wz, VW] — VIW3, Viwe — vawi) - (V1,V2,V3)
= (Ugwg — 1)311)2)111 + (v3w1 — U1w3)1)2 + (U1w2 — Ugwl)vg
= Vw3V — V3WV] + V3WiVy — V1W3Vy + Viwovg — vowivg = 0.

Siten vektorit (v x w) ja v ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Véitteen toinen osa osoitetaan
samalla tavalla. O

4]
X
g

v

Kuva 14.44: Ristitulo v X w on kohtisuorassa vektoria v ja vektoria w vastaan.

Edellisesté lauseesta seuraa, etta ristitulon avulla voidaan 16ytéé tason normaali (eli vektori,
joka on kohtisuorassa tason suuntavektoreita vastaan). Téstéd on hyotyd tason normaalimuo-
toisen yhtalon maarittdmisessa.

Esimerkki 14.5. Méaaritetdan esimerkkis 13.20 mukaillen normaalimuotoinen yhtald tasolle
T, joka kulkee pisteiden A = (0,1,0), B = (—1,3,2) ja C = (—2,0,1) kautta. Tatd varten
tarvitaan tason 1" normaali. Normaali on vektori, joka on kohtisuorassa tason suuntavektoreita
vastaan. Valitaan suuntavektoreiksi suuntajanat AB = (—1,2,2) ja AC = (=2, —1,1), jolloin
normaaliksi kily edellisen lauseen nojalla vektorien ristitulo AB x AC = (4,—3,5).

Lisiiksi tarvitaan jokin tason paikkavektori, kuten esimerkiksi OA = (0,1,0). Kun merki-
tiadn vield T = OX = (z,y, 2), tason normaalimuotoiseksi yhtéloksi saadaan esimerkin 13.20
mukaisesti

(AB x AC) - (OX — OA) = 0.

normaali
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Kuva 14.45: Tason T normaalimuotoisen yhtélon méaérittaminen.

Kun yhtéloon sijoitetaan luvut, se tulee muotoon
(4,-3,5) - (z,y — 1,2) = 0.
Laskemalla pistetulo saadaan yhtalo lopulliseen muotoon 4x — 3y 4+ 5z + 3 = 0. Néin ollen
T ={(v,y,2) €R® | 4o — 3y + 52 + 3 = 0}.

Esimerkki 14.6. Pisteen etiisyys tasosta voidaan maérittaa ristitulon ja projektion avulla.
Merkitddn A = (0,1,0), B = (—1,3,2) ja C = (—2,0,1). Oletetaan, ettd taso T kulkee
pisteiden A, B ja C kautta. Madritetdan pisteen D = (1,2,3) etéisyys tasosta T' (ks. kuva
14.46).

n=AB x AC
AC_—~
AB
A
o AD
proj; (AD)
,,,,,,,,, o D

Kuva 14.46: Pisteen D etéisyys tasosta 1.

Tason suuntaisten vektoreiden AB = (—1,2,2) ja AC = (=2,—1,1) ristitulo AB x AC =
(4,—3,5) on tason normaali. Lisdksi tarvitaan vektori jostakin tason pisteestd pisteeseen D =
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(1,2,3). Valitaan vektori AD = OD — OA = (1,1, 3). Vektorin AD projektio normaalin n =
(4, —3,5) virittdmaélle aliavaruudelle on
AD-n 16

proj;(AD) = non 50

3

8
4,-3,5 4,-3,5).
( ) 25 ( ) Y )
Tamén projektion normi (eli pituus) on pisteen D etéisyys tasosta T

8 8
| projz(AD Dl = 5 ||(4 —-3,5)| = 5 16+9+2 :%\/5*:5\/5‘

Seuraavassa lauseessa on lueteltu ristituloon liittyvid laskusédantojé. Erityisesti sdantoihin
a), e) ja g) on hyva kiinnittdd huomiota, silld ne poikkeavat monista tutuista laskusaannoista.
Esimerkiksi sdénnon a) mukaan ristitulo ei ole vaihdannainen laskutoimitus.

Lause 14.7. Oletetaan, etti u, v, w € R? ja ¢ € R. Tdlloin

a) VX w=—(wXx7v (antikommutointi)
b) ux (V+w)=uxv+uxw (osittelulaki)
¢) (V+w)Xu=0vXu+wxu (osittelulaki)

) x (ci)

Todistus. Lauseen todistus on suoraviivainen ja kéyttda ainoastaan ristitulon méaritelméaa.
Todistus jatetadn harjoitustehtavéaksi. O

Ristitulolla ja pistetulolla on yhteyksié, jotka eivéit ole aivan itsestdén selvid. Niitd on koottu
seuraavaan lauseeseen.

Lause 14.8. Oletetaan, ettd u, v, w € R3. Tdllgin
a) (Wx ) xw= (i 0)o— (v 0)d
b) ux (0x @)= (@ ©)o— (4-0)w
c) ||lv xw|? = ||v|?||w]]? — (v - w)? (Lagrangen identiteetti)

Todistus. Osoitetaan kohta c) (eli Lagrangen identiteetti) ja jatetddn muut kohdat harjoitus-
tehtaviksi. Kayttamalla lauseen 14.7 kohtaa g) ja lauseen 14.8 kohtaa a) saadaan

1o x w][* = (v
(@
191 (@

Siten Lagrangen identiteetti pétee. O

w) (@xw):((z‘)xw)x@)-w
(

ﬂ)) - (1? ~w)(v-w) = |[o|a]* — (@ w)*.

/\ @ |
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Lauseen 14.4 perusteella tiedetédén, ettd kahden vektorin ristitulo on kohtisuorassa kumpaa-
kin vektoria vastaan, joten ristitulovektorin suunnalla on vain kaksi mahdollisuutta. Ristitu-
lovektorin pituus puolestaan méirdytyy seuraavasta lauseesta.

Lause 14.9. Oletetaan, etti v,w € R>. Jos v # 0 ja w # 0, niin
[0 x w|| = []o|lw] sina,
missd o on vektorien v ja w vdlinen kulma.

Todistus. Todistuksessa kaytetaan Lagrangen identiteettia (lause 14.8). Vektorien vilisen kul-
man méiritelmin mukaan cosa = (v - w)/(||v]|||w]), ja lisiksi pétee sin? a + cos? @ = 1. Nyt
Lagrangen identiteetista saadaan

o x| = [5]2@? — (@- ) = [olP @] - (cosa - ||o]]])?
— [[o12l|@])” — cos a - [[5]2[1@]> = [[5]]*[][2(1 — cos o)

2

= [[ol1*||w]|* sin® o = (||5][|]| sin ).

Vektorien vélisen kulman méaéritelmén mukaan 0° < o < 180°, misté seuraa, ettd sina > 0.
Liséksi vektorien normit ovat aina epénegatiivisia. Siten ||v x w|| > 0 ja [|v]|||w]|sina > 0.
Saadusta yhtéalostd voidaan ndin ollen paétella, etta

v x || = |[v]|[]w]] sin a.
Tamaé todistaa vaitteen. O

Edellisesté lauseesta seuraa, etté ristitulovektorin v x w pituus on yhté suuri kuin vektorien
¥ ja w méadrdamén suunnikkaan ala (kuva 14.47). Oletetaan nimittédin, ettd vektorien v ja w
vélinen kulma on a. Télléin suunnikkaan korkeus on ||w|| sin c. Néin suunnikkaan pinta-alaksi
saadaan ||wlsina - ||v]] = ||v x w]|.

A

S]]
X
g

|@ | sina

>

v

Kuva 14.47: Ristitulovektorin v X w pituus on yhtéd suuri kuin vektorien v ja w méaardaman
suunnikkaan ala.

Ristitulon avulla voidaan maadrittdd myos suuntaissidrmion tilavuus. Vektoreiden v, w ja
@ madrddmén suuntaissirmion tilavuus on pohjan pinta-alan ||v x wl| ja korkeuden A tulo
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(kuva 14.48). Korkeuden h selvittdmiseksi lasketaan vektorin @ projektio ristitulovektorin v x w
virittdmalle aliavaruudelle:

) B (VX w)-u o
pron‘)XzD(u) - (17 % QIJ) K (@ % Uj) (U X w)
Korkeus A on tdmén vektorin pituus eli normi:
) _ (vxw)-u _ (v x w)-u _
h pu— — — pu— pu—
Iproiaa (@l = |3y oss O )| = [y oy 17
(v xw)-a|,_. _ |(v x w) - ul
= A x| =
[0 x wl| [0 x ]
Tilavuudeksi saadaan pohjan pinta-ala kertaa korkeus:
. (v xw)-ul o
[0 x w]| (v x w) - ul
[0 x ]

Suuntaissarmion tilavuus on siis niin kutsutun skalaarikolmitulon (v X w)-u itseisarvo. Lausees-
ta 14.7 seuraa, etta vektorien v, w ja w jarjestykselld téssé kaavassa ei ole valia.

Kuva 14.48: Vektoreiden v, w ja 4 méarddman suuntaissdrmion tilavuus.
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