HY / Avoin yliopisto
Lineaarialgebra ja matriisilaskenta II, kesd 2016
Harjoitus 2

Ratkaisut palautettava viimeistidn maanantaina 22.8.2016 klo 15.15.

Tehtdvasarja |
Tamaéan tehtdvisarjan tehtévissa harjoitellaan aliavaruuden méaritelméaén liittyvia todistuk-
sia seké jatketaan kantojen ja koordinaattivektorien tutkimista.

Sarjaan litttyvdt Stack-tehtdvdt: 1.

1. Onko joukko

ai;p a2
W = €R2X2]a11—a21—a12:0
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vektoriavaruuden R?*? aliavaruus? Kiytd aliavaruuden méiritelmés 16.1 ja pyri kir-
joittamaan todistus hyvin matemaattisen tyylin mukaisesti.

2. Onko joukko W = {p € P | p =0 tai deg(p) = 2} polynomiavaruuden P aliavaruus.
Kayta aliavaruuden méaéritelméa 16.1 ja pyri kirjoittamaan todistus hyvin matemaat-
tisen tyylin mukaisesti.

3. Tutkitaan vektoriavaruutta Py. Merkitiéin & = (1, x,2?%) ja B = (—2x, 2% + 4z, 3).

a) Tiedetddn, ettd & on avaruuden Po kanta. Osoita, ettd myos B on avaruuden Po
kanta.

b) Merkitdin p = 22 +2z+1. Miériti [p]e eli polynomin 22+ 2+ 1 koordinaattivektori
kannan & suhteen.

c) Méiritd [p]g eli polynomin 22 + x + 1 koordinaattivektori kannan B suhteen.

Tehtavadsarja 1l

Seuraavissa tehtdvissi jatketaan lineaarikuvauksiin tutustumista. Erityisesti tarkastellaan
lineaarikuvauksia muissa avaruuksissa kuin avaruudessa R".

4. Tarkastellaan kuvausta T: R? — Py, jolla T(v) = (v1 — ve) + (v1 + vo)z kaikilla
v = (v1,v9) € R2.
a) Selvitd, minkalaisia ovat avaruuden P; alkiot.
b) Laske T'(2,-7) ja T'(4,1).
c) Keksi tai etsi jokin w € R?, jolla T'(w) = 2 + 2z.
)

d) Onko T lineaarikuvaus?

5. Tarkastellaan kuvausta S: R?*? — R, jolla S(A) = aijag kaikilla A € R?*2. Toisin
sanottuna matriisin A kuvavektori saadaan laskemalla matriisin A lavistdjaalkioiden
tulo. Onko S' lineaarikuvaus?

6. Onko olemassa lineaarikuvausta L: R? — Py, jolle pétee L(2,1,0) = 1+z, L(3,0,2) =
2 — x4 22 ja L(0,6,—8) = —2 + 2227



Tehtavdsarja 11

Taman sarjan tehtavat liittyvat materiaalin lukuun 19.2.

7. Tarkastellaan lineaarikuvausta L: R? — R?, joka kiertiis tason vektoreita 90° myoté-
paivdadn. Tutkitaan lisaksi aliavaruutta W = span((—1,1)). Piirrd kuva aliavaruudes-
ta W ja padttele kuvan perusteella, miltd joukko LW nayttda. Etsi virittdjavektorit
joukolle LW.

Tehtéavissa 811 tutkitaan seuraavaa tulosta:

Tulos: Oletetaan, ettd L: V — U on lineaarikuvaus. Oletetaan lisdksi, ettd vq,...,0, € V
ja merkitaan W = span(vy, ..., vx). Télloin LW = span(L(vy),..., L(vg)).

8. Vertaa tulosta tehtdvan 7 ratkaisuun ja tarkista, ettd tulos pitda siind tapauksessa
paikkansa.

9. Selitd omin sanoin ilman matemaattisia symboleja, mité tulos kertoo. Lyhyt ja ytime-
kés vastaus riittaa.

10. Todista tulos.
11. Tutkitaan kuvausta
L:R? — R4, L(:E1,$2,1‘3) = (33‘1 + x9, 4x9, T + X2 + 223, —211 — 2$2).

Merkitdan W = span((1,2,1),(1,3,0)). Maarita joukko LW ja etsi sille virittéjat.

Tehtadvasarja IV

Seuraavat tehtéavat liittyvét kappaleeseen 22.1, jossa jatketaan lineaarikuvausten ja matrii-
sien valisen yhteyden tutkimista.

Sarjaan litttyvdt Stack-tehtdavdat: 3, 4 ja 5.

Tehtavasarja V

12. Merkitdén o1 = (3,3) ja U2 = (2,1). Nyt S = (v1,72) on avaruuden R? kanta. Tutki-
taan lisdksi vektoria b = (=5, —1).
a) Midritd koordinaattivektori [b]s.
b) Havainnollista vektoria b koordinaatistossa, jonka akselit ovat vektorien v1 ja vy
suuntaisia. Miten kuvasta vélittyy koordinaattivektori [b]s?

c¢) Tutkitaan sitten luonnollisen kannan & vektoreita e; = (1,0) ja ex = (0,1).
Madrita koordinaattivektorit [e1]e ja [e2]s sekd [é1]s ja [e2]s.
d) Muodosta matriisi P, jonka sarakkeina ovat [e;]s ja [e2]s.

e) Mita matriisilla P kertominen tekee koordinaattivektoreille [e1]¢ ja [é2]s? Enté

koordinaattivektorille [b]¢?



Tutustu kannanvaihtomatriiseihin, jotka esitellidn luvussa 18. Pida samalla mielessé edel-
lisen tehtdvian havainnot. Kannanvaihtomatriisilla kertomalla yhden kannan suhteen kirjoi-
tettu koordinaattivektori voidaan muuttaa toisen kannan suhteen kirjoitetuksi koordinaat-
tivektoriksi.

13. Tutkitaan avaruuden R? kantoja S = ((3,3),(2,1)) ja T = ((1,2), (1, —1)).
a) Maaritd kannanvaihtomatriisi Py, s kannasta S kantaan T.

b) Eréddn vektorin koordinaatit kannan S suhteen ovat 4 ja —10. Mitkd ovat tdméan
vektorin koordinaatit kannan 7 suhteen?

Tehtavasarja VI

Seuraavien tehtdvien on tarkoitus valottaa lineaarialgebran kédyttémahdollisuuksia robotii-
kassa ja tietokonegrafiikassa.

Sarjaan litttyvdt Stack-tehtdvdt: 2.

14. Tehtavasarjan Stack-tehtédvassa selvitettiin, miten robottikatta voi kiertdd lineaariku-
vauksella. Nyt sinun pitaisi siirtdd robottikdden péaatd kolme askelta vasemmalle ja
kaksi ylos eli vektorin (—3,2) verran. Lineaarialgebran kirjaa selailemalla 16ydat ku-
vauksen fop: R? — R2, fop(21,22) = (z1 + a,22 + b). Se néyttdd siirtdvin tason
pisteita juuri oikealla tavalla, jos valitaan @ = —3 ja b = 2. Rajoituksena kuitenkin on,
ettd robottia ohjaillaan matriisikertolaskun avulla.

a) Onko f_s9 lineaarikuvaus?

b) Onko olemassa matriisi A, jolla f_32(Z) = AZ kaikilla € R??

15. Niin sanotuissa homogeenisissa koordinaateissa vektori (z1,r2) € R? esitetidn avaruu-
den R? vektorina (1, z2,1). Oletetaan, ettd a, b, ¢ € R ja tarkastellaan matriiseja
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a) Laske kuvavektorit La(z1,x2,1) ja Lp(z1,22,1). Vertaa tuloksia tehtdvin 14
kuvaukseen f,; ja Stack-tehtavin ratkaisuun.

b) Ohjaa robottikdden péaitd homogeenisten koordinaattien avulla Stack-tehtavin
lopputilanteesta kolme askelta vasemmalle ja kaksi ylos eli vektorin (—3,2) ver-
ran. Missé pisteesséd robottikdden pda tdmén jalkeen on?

¢) Millainen on matriisi, jonka avulla robottikdttd saadaan kierrettyd kulman ¢
verran origon ympéri ja sen jélkeen siirrettyd vektorin (a,b) verran?
Ylimaardinen tehtava

Taman tehtdvasarjan tehtdva on teoreettisempi harjoitus erityisesti matemaatikoksi opiske-
leville. Téalla voit korvata minké tahansa muun tehtévén.



16. Oletetaan, ettd V on vektoriavaruus, jolla on aliavaruudet W ja U. Aliavaruuksien W
ja U summa on joukko

W+U={w+u|weWuecU}.
a) Tarkastellaan avaruuden R3 aliavaruuksia W = span(é;) ja U = span(és). M-

ritd W + U. Milta se ndyttda?

b) Osoita, etté jos W ja U ovat avaruuden V aliavaruuksia, myos summa W + U on
avaruuden V aliavaruus.

c) Kohdassa b) osoitettiin, ettd kahden aliavaruuden summa on aina aliavaruus.
Keksitké muita tapoja muodostaa kahdesta aliavaruudesta uusia aliavaruuksia?
(Vihje: Voit miettid esimerkiksi joukko-operaatioita.)



