HY / Avoin yliopisto
Lineaarialgebra ja matriisilaskenta II, kesa 2016
Harjoitus 3

Ratkaisut palautettava viimeistidn maanantaina 29.8.2016 klo 13.15.

Tehtavasarja |
Kerrataan lineaarikuvauksiin liittyviéd todistuksia ja lineaarikuvauksen muodostamista.

Sarjaan litttyvat Stack-tehtdvdt: 1 ja 2.

1. Etsi matriisi, jonka maara&dma lineaarikuvaus peilaa ensin tason kaikki vektorit suoran
span((1,1)) suhteen ja sen jalkeen projisoi ne suoralle span((2, —1)).

2. Onko olemassa sellaista lineaarikuvausta L: R? — Py, joka kuvaa L(1,0,0) = z + 1,
L(1,1,0) = 22 ja L(1,1,1) = 222 — 2 — 1? Perustele vastauksesi tdsmillisesti joko
ristiriidan tai esimerkin avulla.

Tehtdvadsarja |l

Tutustu materiaalin lukuun 20, jossa selvidé, mitd ovat lineaarikuvauksen ydin ja kuva.

3. Tutkitaan lineaarikuvausta L: Py — R? L(a + bz + cx?) = (a — b,b + ¢). Mitki
seuraavista polynomeista kuuluvat kuvauksen L ytimeen Ker L?

2

i, 1+ax i, z—x i, 14z — a2

4. Tarkastellaan lineaarikuvausta
T:R? — R3, T(x1,z2,23) = (1 + T2, T1 + X2 + 223, —221 — 222).

a) Maarita kuvauksen T' ydin KerT'.
b) Onko lineaarikuvaus 7" injektio?

c¢) Selitd omin sanoin, mitd b)-kohdan vastaus tarkoittaa.

5. Tutkitaan vield lineaarikuvausta L: Py — R?, L(a + bz + cx?) = (a — b, b + ¢). Mitki
seuraavista vektoreista kuuluvat kuvauksen L kuvaan Im L?

i. (0,0) ii. (1,0) iii.  (0,1)
6. Tarkastellaan uudelleen lineaarikuvausta
T:R? — R3, T(x1,z2,23) = (1 + T2, 1 + 22 + 223, —221 — 222).

a) Maarita kuvauksen T kuva Im T ja etsi sille virittéjat.
b) Onko lineaarikuvaus 7" surjektio?

c¢) Selitd omin sanoin, mitd b)-kohdan vastaus tarkoittaa.



Tehtavasarja Il

Lineaarikuvauksille voidaan méaédritelld ominaisarvon késite samalla tavalla kuin matriiseille.
Tutustu lukuun 23, jossa késitelldén lineaarikuvauksen ominaisarvoja.

7. Tiedetéin, ettd lineaarikuvauksella L: R?® — R3 on ominaisvektori v = (0,4, —2). Miké
seuraavista vektoreista voisi olla L(v) ja miké ei? Perustele vastauksesi ominaisarvon
maaritelméan avulla.

a=(0,2,-1), b=(0,-12,6), c=(1,1,1)

8. Oletetaan, etté lineaarikuvauksella L: R3 — R3 on ominaisarvo \; = 5, jota vastaavis-
ta ominaisvektoreista yksi on v; = (1,0, 1), ja ominaisarvo Ay = —2, jota vastaavista
ominaisvektoreista yksi on v2 = (0,1,0). Maarita L(3,—4,3).

9. Lineaarikuvaus L: R?> — R? on venytys nelinkertaiseksi vaakasuunnassa ja kutistus
puoleen pystysuunnassa.

a) Maarita L(1,0), L(0,1), L(1,1) ja L(—1,2). Perustelujen ei tarvitse olla tdsmal-
lisia. Voit kédyttad apuna kuvaa.

b) Maééritd kuvauksen L ominaisarvot ja niitd vastaavat ominaisvektorit piirroksen
avulla samaan tapaan kuin kappaleessa 23.2 tehdéin. Ali médriti lineaariku-
vauksen matriisia.

Tehtdvasarja IV

Sisdtulo yleistdd pistetulon késitettd. Sitd késitellddn kurssimateriaalin luvussa 24.

Vektoriavaruuteen R? voidaan miéritell sisitulo asettamalla (v,w) = viw, + (vowy)/4.
Seuraavissa tehtédvissa tarkastellaan téta sisatuloa.

10. Tutkitaan vektoreita a = (2,4), b = (—1,2) ja ¢ = (—2,4) Mitka niisté ovat kohtisuo-
rassa toisiaan vastaan, kun sisdtulo maéaritellddn edelld annetulla kaavalla?

11.  a) Méiritd ne vektorit 7 € R?, joilla ||z|| = 1.

b) Edelld méarittdmési vektorit muodostavat tutkittavan sisdtuloavaruuden yksik-
kéympyrian. Hahmottele kuva téasta joukosta.

Seuraavissa tehtdvissa tarkastellaan vektoriavaruutta
C([0,1]) ={f: [0,1] = R | f on jatkuva}.

Tassa avaruudessa voidaan maaritella sisadtulo kaavalla

(f.9)= /01 flz)g(z)dx.

12. Tutkitaan funktioita f: [0,1] = R, f(z) = 2% —4dz +1ja g: [0,1] = R, g(z) = —4x.
a) Maarita sisatulo (f, g).
b) Mééritd projektio proj,(f). (Sisdtuloavaruuden projektio médritelliin samalla

tavalla kuin avaruuden R™ tavallinen projektio.)

13. Keksi kaksi nollasta poikkeavaa avaruuden C([0,1]) alkiota, jotka ovat ortogonaaliset
eli kohtisuorassa toisiaan vastaan. Voit halutessasi kiyttda hyvéksi edellisté tehtéavaa.



Tehtavadsarja V

Tutustu materiaalin kappaleeseen 24.2, jossa selvidé, millainen on ortogonaalinen jono, ja
kappaleeseen 24.3, jossa kohdataan aliavaruuden kohtisuora komplementti.

14. Onko avaruuden R? jono (v1, 72, 73) ortogonaalinen tai ortonormaali, jos
a) v = (4,—-1,1), vo = (—1,0,4) ja vz = (—4,—17,-1)?
b) v1 = (1,0,—1), v = (—1,2,—-1) javs = (1,—-1,1)?

15. Tutkitaan avaruuden R? aliavaruutta W = {(2a,3a,a) | a € R}. Mitki seuraavista
vektoreista ovat kohtisuorassa komplementissa TW-?

(a) o1 = (2,4,—15) (b) ¥y = (3,0, —6) (c) 3= (0,—4,12)

16. Jatkoa edelliseen tehtavian. Mieti kuvan avulla, milté aliavaruus W ja sen kohtisuora
komplementti W niyttévit. Tarkkaa perustelua ei tarvita.

Tehtavasarja VI

Téassé tehtévisarjassa palataan kurssimonisteen lukuun 18.2, jossa késitellddn vektorin koor-
dinaatteja eri kantojen suhteen.

17. a) Vasemmanpuoleisessa kuvassa nikyy avaruuden R? vektori a kannan 7 = (11, w2)
maidrdamaéssa koordinaatistossa. Paattele kuvasta, miké on vektorin a koordinaat-
tivektori kannan 7 suhteen. Toisin sanottuna pééttele, miké on [a]7.

b) Oikeanpuoleisessa kuvassa nikyy avaruuden R? vektori b kannan S = (v1,02)
madrdamaéassad koordinaatistossa. Padttele kuvasta, mikd on vektorin b koordi-
naattivektori kannan S suhteen. Toisin sanottuna pééttele, mikd on [b]s.

c) Tiedetdan, ettd [z]7 = (—1,2). Piirrd vektori & vasemmanpuoleiseen koordinaa-
tistoon.

d) Tiedetaan, ettd [y]ls = (—1,2). Piirrd vektori y oikeanpuoleiseen koordinaatis-
toon.

e) Onko totta, ettd = y?




18. Jatkoa edelliseen tehtavédn. Kannan 7 vektorit ovat w; = (1,2) ja wy = (2,—1).
Kannan S vektorit ovat v; = (3,1) ja vy = (1,-3).

a) Maéarita vektoreiden v; ja vg koordinaattivektorit kannan 7 suhteen.

b

) Muodosta kannanvaihtomatriisi Pr.s.
c) Mitka ovat tehtdavan [I7] vektorin b koordinaatit kannan 7 suhteen?
)

d) Mité voit padtelld tehtévin 7 vektoreista @ ja b edellisen kohdan perusteella?

19. Avaruudella R? on kannat R, S ja 7. Tiedetéidin, ettd erddn vektorin o € R? koor-
dinaattivektori kannan S suhteen on [v]s = (1,—3). Lisdksi seuraavat kannanvaihto-
matriisit ovat tiedossa:

-2 0 0 1

(a) [ol7 (b) Prer (©) [0r

Maarita:

20. Polynomiavaruudella Ps on kannat S = (22 —1,z+1,2—1) ja T = (1, x,2?). M&ariti
kannanvaihtomatriisi Py, s.

Tehtavasarja VI

Seuraava tehtéva havainnollistaa ominaisarvojen ja -vektoreiden sovellusmahdollisuuksia.

21. Kaukaisen saaren rantavesissé eldé eriskummallisia pingviinejé ja kaloja, joiden vuosit-
taiset lukuméérit riippuvat toisistaan seuraavasti: Olkoon P(n) pingviinien lukuméaé-
ra vuonna n ja olkoon K (n) kalojen lukumééra vuonna n. Talloin seuraavan vuoden
lukumaérét saadaan yhtaloistéa

P(n+1)=0,86P(n) + 0,08K(n)
ja
K(n+1)=-0,12P(n) + 1,14K (n).
a) Miten voit hyodyntaé matriisikertolaskua pingviinien ja kalojen vuosittaisten lu-
kumaé&érien laskemisessa?

b) Mika pitdé pingviinipopulaation koon P(n) ja kalapopulaatioiden koon K (n) olla,
jotta seuraavana vuonna molemmat olisivat kasvaneet tai pienentyneet samassa
suhteessa? Toisin sanoen jotta P(n + 1) = aP(n) ja K(n+ 1) = aK(n) jollakin
a € R.

Tamaéan tehtdvisarjan tehtdvat ovat haastavampia harjoituksia erityisesti matemaatikoksi
opiskeleville. Nailla voit korvata minka tahansa muun tehtéavén.



22. Tutkitaan funktioita

[TR—=R, f(z)
g:R—=>R, g(x) 2 ja
h:R—=R, h(x)

z,

er.

Onko funktioavaruuden F' jono (f, g, h) vapaa?

23. Lineaarikuvaus L peilaa tason vektorit suoran span((2,3)) suhteen. Diagonalisoi li-
neaarikuvauksen L standardimatriisi maarittaméatté itse standardimatriisia. Péattele
sen jalkeen diagonalisoinnin perusteella, miltd standardimatriisi ndyttaé.



