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Harjoitus 4

Ratkaisut palautettava viimeistidn maanantaina 5.9.2016 klo 13.15.

Tehtavasarja |

Isomorfismi on bijektiivinen lineaarikuvaus. Isomorfismeja kéasitelladn luvussa 21. Tamén
sarjan ensimmaéisissd tehtdvissd tutkitaan yldkolmiomatriiseista muodostuvaa vektoriava-

ruutta
U= {|f61 Zj ‘ ai,ag,as € R}

ayp a2

sekd kuvausta L: U — R3, joka kuvaa [ 0 a
3

1 — (a1, az,a3) kaikilla a1, as, ag € R.

1. Osoita, ettd kuvaus L on lineaarinen.
2. Maarita kuvauksen L ydin ja kuva.

3. a) Osoita edellisen tehtévin avulla, ettd L on isomorfismi.

b) Olet nyt osoittanut, ettd vektoriavaruudet U ja R? ovat isomorfiset. Selitd omin
sanoin, miten sen voi arvata katsomalla vektoriavaruuksien U ja R? mééritelmii.

4. Mieti, minké toisen avaruuden kanssa seuraavat avaruudet voisivat olla isomorfisia.
Kirjoita my6s nékyviin kuvaus, joka toimii avaruuksien vélisenéd isomorfismina. Ku-
vausta ei tarvitse tdsmaéllisesti perustella isomorfismiksi.

a) Jokin polynomiavaruus P, (voit valita luvun n sopivasti).
b) Jokin matriisiavaruus.

c) Edellisten tehtivien avaruus U (etsi jokin muu avaruus kuin R?).

Tehtavasarja Il

Téassé tehtdvisarjassa kerrataan ja syvennetddn tietdmysta lineaarikuvauksen ytimesté ja
kuvasta.

Sarjaan litttyvdt Stack-tehtdvdt: 1, 5.

5. Oletetaan, ettd L: V — U on injektiivinen lineaarikuvaus. Oletetaan lisdksi, etté
avaruuden V jono (v1,...,0,) on vapaa. Osoita, ettd myos jono (L(v1),...,L(v,)) on
vapaa.

Tehtavasarja 1l
Téassé tehtdvisarjassa syvennetadn ymmarrysta lineaarikuvauksen ominaisarvoihin liittyen.

Sarjaan litttyvdt Stack-tehtdvdt: 2 ja 3.



6. Téassd tehtavasséd harjoitellaan niin kutsuttua itseselittdmisen strategiaa, josta 10ytyy
lisda tietoa kurssisivulta. Tehtévassa pureudutaan lauseeseen 23.8 ja sen todistukseen.
(Jos haluat hiukan enemmén haastetta, voit valita minké tahansa lauseen luvusta 22.)

a) Tarkastele lausetta 23.8 ja kirjaa muistiin havaintosi. Todistuksen voi vield téssa
vaiheessa jattda huomiotta.

e Mitka ovat lauseessa mainittujen késitteiden méaaritelméat?
e Selitd omin sanoin, mité lause sanoo.

b) Ryhdy sitten tutkimaan lauseen todistusta virke virkkeeltd. Toimi kunkin virk-
keen kohdalla seuraavasti:

o Mieti, mita ideoita virkkeessd on kaytetty. Jos virke sisaltaé oletuksia, miksi
niitd on tehty? Jos virke sisaltda vaitteitd, mihin ne perustuvat? Nojautuvat-
ko ne kenties maaritelmiin, lauseisiin tai todistuksessa aiemmin todettuihin
asioihin?

e Selitd itsellesi, mité virkkeessd tapahtuu ja miten se liittyy aiempiin todis-
tuksessa esiintyneisiin virkkeisiin tai aiempaan omaan tietdmykseesi asiasta.

e Kirjoita selityksesi ylos. Pane erityisesti merkille, jos jokin virkkeen ideoista
on ristiriidassa aiemman kasityksesi kanssa.

Ennen kuin siirryt seuraavaan virkkeeseen, kysy itseltési:
o Ymmaérranko rivilld kiytetyt ideat?
o Ymmaérrinkd miksi ideoita kiytettiin?

e Mill4 tavoin ideat ovat yhteydessd muihin todistuksessa kéytettyihin ideoi-
hin, muihin lauseisiin tai aiempaan tietdmykseeni?

e Auttavatko kehittdméni selitykset minua vastaamaan néihin kysymyksiin?

7. Tiedetéin, etté lineaarikuvauksella L: R* — R* on ominaisarvo A € R, jota vastaavat
ominaisvektorit v; = (5,2, —1,0) ja v2 = (—2,0, —3,4). Keksi ominaisarvoa \ vastaava
ominaisvektori, joka ei ole yhdensuuntainen kummankaan vektoreista v; ja vo kanssa.
Perustele vastauksesi ominaisvektorin mééritelmén avulla.

Tehtadvasarja IV

Seuraavissa tehtévissé jatketaan kohtisuoran komplementin késitteen opiskelua. Kertaa tar-
peen mukaan kappaleen 24.3 asioita.

Sarjaan litttyvat Stack-tehtdvdt: 4.

8. Kuvaile, miltd néyttivit seuraavissa tapauksissa avaruuden R? aliavaruus W ja sen
kohtisuora komplementti W. Perustelujen ei tarvitse olla tarkkoja.

(a) W =span((0,2,0),(0,0,-5)) (b) W ={0}.
9. Tutkitaan avaruuden R3 aliavaruutta W = {(a, —a + b,a + 2b) | a,b € R}.

a) Onko vektori o = (1,1, 1) ortogonaalisessa komplementissa W-?

b) Onko vektori % = (3,2, —1) ortogonaalisessa komplementissa W+?

10. Jatkoa tehtévidan 9. Masrita W ja etsi sille jotkin virittajat. Vihje: lause 24.24.



Tehtavdsarja V

Tutustu kurssimateriaalin lukuun 24.4, jossa kasitelldan projektiota. Nyt emme endé pro-
jisoi pelkéstddn yhden vektorin virittdmille aliavaruuksille, vaan aliavaruudet voivat olla
useampiulotteisia.

11. Kaverisi tutki vektoriavaruuden R3 aliavaruutta W = span(wy,ws), missd w; =
(2,—-2,1) ja we = (1,—1,5). Hian halusi laskea vektorin v = (1,2,3) projektion télle
aliavaruudelle. Ensin kaverisi laski projektion néin:

@1 - w9

7 1 14
5 Do = —(2,—-2,1) 4+ —(1,—1,5) =
By - W Wy -1y 2 5 )+ 57! ) (

. 20 20 71
projy (v) = .

277 27 27

Tutkiessaan asiaa tarkemmin, hdn huomasi, etta aliavaruudelle voi 16yta4 monta eri-
laista kantaa. Esimerkiksi vektorit u; = (2,-2,1) ja ug = (—1,1,4) muodostavat
avaruuden W kannan. Sen jilkeen hén laski projektion toisella tavalla:

U Uy U - U 1 13

11
i (V) = U ugs = —(2,—-2,1 —(-1,1,4)=(—=,=-,3].
prOJW(U) 'L_Ll'ﬁ1U1+7]2-l_LQU2 9(7 ) )+18( PR ) ( 2727 )

Miksi vastaukset eivit ole samat? Kumpi niistd on oikea?

Seuraavat tehtavit purkavat ideoita, jotka liittyvét ortogonaalisiin kantoihin sekd Gramin—
Schmidtin menetelméin. Niissi tutkitaan avaruuden R3 aliavaruutta U = span(vy, v2), missé
U1 = (17 _17 _1) ja vy = (07313)

12. Etsi aliavaruudelle U ortogonaalinen kanta seuraavasti: Valitse ensimmaéiseksi kanta-
vektoriksi v; ja etsi sitten vektori, joka on ortogonaalinen vektorin v; kanssa. Kayta
téssd apuna projektiota projz, (v2).

13. Merkitadn a = (2, —1,4). Mééarita projektio projy(a).

14. Jatkoa edelliseen tehtédvadn. Kirjoita vektori @ summana kahdesta vektorista, joista
toinen on aliavaruuden U ja toinen aliavaruuden U~ alkio.
Grande Finale

Valitse seuraavista tehtédvistd vahintddn kolme. Jéljelle jadvéat ovat ylimaéraisia tehtévia.

15. Keksi surjektiivinen lineaarikuvaus avaruudelta R? avaruudelle R?. Perustele vastauk-
sesi. Pystytko keksiméén neljé erilaista kuvausta?

16. Autiomaassa eldé kojootteja ja maantiekiitdjid. Niiden kantojen vuosittaiset koot riip-
puvat toisistaan seuraavasti: Olkoon K(n) kojoottien lukumééra vuonna n ja M(n)
maantiekiitdjien lukuméaéara vuonna n. Télloin

K(n+1)=0,86K(n) + 0,08M(n)

ja
M(n+1)=-0,12K(n) + 1,14M (n).



17.

18.

19.

20.

21.

a) Keksi matriisi A, jolle pétee

y lK(n)] B [K(n+ 1)
M(n)|  |M(n+1)

b) Matriisilla A on ominaisarvo 1,1, jota vastaa ominaisavaruus span((1/3,1)). Jos
erdand vuonna kojootteja on 6 ja maantiekiitdjia 18, mika on tilanne seuraavana
vuonna? Enté viiden vuoden kuluttua? Enta 20 vuoden kuluttua?

Osoita, etta vektoriavaruus
T ={(5a+b,a—b,3a+4b) | a,b € R}
on isomorfinen avaruuden R? kanssa etsimilld niiden avaruuksien vélille jokin isomor-

fismi.

Vihje: Selvitd ensin, miltd avaruus T nayttdd. Kuvausta médriteltdessd kannattaa
valita lihtoavaruudeksi R? ja médritelld kuvaus matriisin avulla.

Oletetaan, ettd V ja W ovat vektoriavaruuksia, joille patee dim(V') < dim(W). Osoita,
ettd ei ole olemassa surjektiivista lineaarikuvausta avaruudelta V' avaruudelle W.

Merkitdan W = span(f1, fo, f3, f1), missa f1, fo, f3, f1: R — R ovat funktioita, joilla
filx) =1, fo(x) =z, fa(x) = e” ja fi(x) = ze” kaikilla z € R.
a) Osoita, ettd jono B = (f1, f2, f3, f4) on kanta.
b) Maarita funktion h: R — R, h(z) = 443z —2ze”, koordinaatit kannan B suhteen
eli [h]B

Oletetaan, ettd V on &arellisulotteinen sisdtuloavaruus ja U sen aliavaruus. Oletetaan
liséksi, ettd v € V. Osoita, ettd v € U, jos ja vain jos proj;(v) = v.

Tutustu kurssisivulla olevaan oppimistavoitematriisiin. Mieti, mitkd oppimistavoitteet
olet jo saavuttanut ja mité asioita sinun tulee vield harjoitella. Merkintojen tekeminen
matriisiin voi olla avuksi. (Voit vaikkapa tulostaa matriisin paperille.)

Kirjoita ratkaisupaperiin lyhyt selostus siitd, missé asioita sinun taytyy harjoitella ja
miten sen aiot tehda.



