Varinako

Virit ovat silmén ja aivojen muodostama tulkinta valon aallonpituuksista. Eri aallonpi-
tuuksia on ddrettoman paljon eiké niilla ole keskendédn mitaén laadullista eroa, mutta
ihminen havaitsee esimerkiksi osan aallonpituuksista ”"punaisina”, osan ”sinisind” ja niin
edelleen. Vareja voi myos yhdistellé ja sekoittaa, ja esimerkiksi punaisen ja vihreén valon
sekoittaminen tuottaa keltaista valoa. Liséksi ihminen pystyy havaitsemaan esimerkiksi
sinipunaisen (purppuran) vérin, vaikka sitd vastaavaa aallonpituutta ei ole olemassa. Né-
mé ilmiét voidaan selittdd matemaattisesti variavaruuksien teorialla. Variavaruudet ovat
erilaisia vektoriavaruuksia, ja virien havaitseminen voidaan esittda lineaarikuvauksena
avaruudesta toiseen.

Spektrivdrien avaruus
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Kuva 1: Nékyvéan valon spektrin approksimaatio. Tarkkaa spektrié on mahdotonta tois-
taa tietokoneen néytolld, kuten myohemmin todetaan.

Nakyva valo on sdhkdomagneettista aaltoliiketta, jonka aallonpituus on suunnilleen
arvojen A = 380 nm ja g = 750 nm valilldi. Luonnollinen valonldhde ldhettdd va-
loa useilla eri aallonpituuksilla. Valon aallonpituuksien jakaumaa voi kuvata funktiol-
la C: [\ p] — R, missd C(x) kertoo aallonpituutta = vastaavan aallonosan intensitee-
tin. Monokromaattisella valolla tarkoitetaan valoa, jonka intensiteettijakauma on hyvin
kapea. Téllaisen valon vérid kutsutaan puhtaaksi spektrivdriksi. Spektrivarit ulottuvat
lyhytaaltoisista punaisista oranssien, keltaisten, vihreiden, sinivihreiden ja sinisten kaut-
ta pitkdaaltoisiin violetteihin. Vakiofunktiot vastaavat harmaan eri sévyja, nollafunktio
mustaa ja korkea-arvoinen vakio valkoista.
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Kuva 2: Keltaista puhdasta spektrivaria esittédva intensiteettijakauma.

Intensiteettijakaumia voidaan laskea yhteen ja kertoa vakiokertoimilla kuten mité ta-
hansa funktioita, ja ne muodostavat vektoriavaruuden V. Avaruus V on adretonulottei-



nen (funktioavaruus). Otetaan yksinkertaisuuden vuoksi mukaan ainoastaan jatkuvat ja
rajoitetut jakaumat, jolloin avaruudessa V' voidaan maéritella sisatulo kaavalla

(frg) = /A " Ha)g(a) da.

Kaikki avaruuden V' jakaumat eivét ole fysikaalisesti mahdollisia, koska esimerkiksi min-
kéaén aallonpituuden intensiteetti ei voi olla negatiivinen.

Silman toiminta

Silmé& aistii valoa tappisoluilla, joita on kolmea tyyppid: L, M ja S. Eri tyypin solut
ovat herkkia eri aallonpituuksille, ja herkkyyshuiput ovat yksilosta riippuen suunnilleen
570 nm (L), 545 nm (M) ja 445 nm (S). Tarkemmin herkkyysjakaumat ndkyvét seuraa-
vasta kuvasta.
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Kuva 3: Tappisolujen herkkyysjakaumat.

Herkkyysjakaumat voidaan tulkita avaruuden V' vektoreiksi. Merkitddn niitd symbo-
lein I, m ja §. Namé vektorit ovat toisistaan lineaarisesti riippumattomia, mutta eivét
toisiaan vastaan kohtisuorassa.

Valon aiheuttama viriaistimus silméssd voidaan kuvata kolmiulotteisena vektorina,
jonka komponentit vastaavat kunkin tyyppisen tappisolun vastetta. Aistimukset muo-
dostavat téiten avaruuden R? osajoukon. Olkoon C jokin valon intensiteettijakauma. Té-
mén jakauman tuottama vériaistimus A(C') saadaan laskemalla intensiteettijakauman
sisdtulo kunkin herkkyysjakauman kanssa:

A(C) = ((C, 1), (C, i), (C, 5)) € R®,

Ei ole vaikea tarkistaa, ettd kuvaus A: V — R? on lineaarinen. Koska lahtéavaruus
on ddretonulotteinen ja maaliavaruus darellisulotteinen, ndhdéaan ettd kuvaus ei voi ol-
la injektiivinen. Tamaé tarkoittaa, ettd jokainen vériaistimus voi aiheutua diarettomén
monesta erilaisesta intensiteettijakaumasta.



Kromaattisuus

LMS-vériavaruus on kolmiulotteinen ja siksi siitd on vaikea piirtda kuvaa. Vari-informaa-
tio voidaan kuitenkin jakaa valoisuuteen ja kromaattisuuteen. Esimerkiksi harmaalla ja
valkoisella véarilla on sama kromaattisuus, mutta valkoinen on valoisampi. Valoisuus on
yksiulotteinen, kromaattisuus kaksiulotteinen suure.

Maéritellaan aluksi vektorin v = (v, ve,v3) kokonaisvaloisuus k(v) = vy 4+ vo 4+ v3. Sen
avulla voidaan méiéritelld kuvaus y: R® — R3, x(v) = v/k(v). Nimitetiin arvoa x(v)
vektorin v kromaattisuudeksi. Kuvaus y ei ole lineaarikuvaus, ja kuva-avaruus ei siksi ole
vektoriavaruus. Itse asiassa kuva-avaruus, eli kromaattisuusavaruus, on projektiivinen
taso. Projektiivinen taso muodostuu, kun jokainen kolmiulotteisen avaruuden vektori
samastetaan kaikkien skalaarimonikertojensa kanssa. Néin onkin kromaattisuuden laita,
silla kaikilla a € R pétee

( ,) av av v (,)
av) = = = = x(v).
X k(av)  avi +avy +avs vy + v3 + v3 X

Vektorilla ja sen skalaarimonikerroilla on siis sama kromaattisuus.

Vektorin v kromaattisuus voidaan ymmértda myos niin, ettd se on suoran span(v) ja
yvhtélon x1 4+ z9 + x3 = 1 maarittaméan tason T leikkauspiste. Télle leikkauspisteelle &
nimittéin péatee £ = av jollain a € R ja lisdksi x1 + x2 + 3 = 1. Néin saadaan

avi + avg +avy =1,
josta ratkeaa a = 1/k(v) ja edelleen T = v/k(v).
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Kuva 4: Nékyvin valon alue CIE 1931 -avaruuden kromaattisuustasossa. Kaikkia
viareja ei voi esittda tarkasti tietokoneen néytolla, joten ne on tyydytty
approksimoimaan.



Seuraavassa esitettavd kromaattisuuskaavio perustuu vuonna 1931 ihmisen virindkoa
tutkittaessa kehitettyyn CIE 1931 XYZ-viriavaruuteen. XYZ-avaruus saadaan LMS-
avaruudesta siirtymaélla tiettyyn uuteen kantaan, jota merkitadn téssa yksinkertaisuuden
vuoksi kirjaimella B. Kromaattisuutta kuvaavat xy-koordinaatit saadaan sen jélkeen tar-
kastelemalla kannassa B ilmoitetun vektorin v kromaattisuutta x(v), ja jattdmalla pois
viimeinen koordinaatti. Kuvassa 4 on esitetty nédkyvén valon alue kromaattisuustasossa.

Kaaviosta voidaan tehdd muutamia huomioita. Tarkastellaan ensinnakin kahden in-
tensiteettijakauman Cy ja C5 lineaarikombinaatiota aCy 4+ bC5, missd a,b € R. Koska
seké variaistimuskuvaus A ettd kannanvaihto Mp kantaan B ovat lineaarikuvauksia, vas-
taa lineaarikombinaatiota XYZ-avaruudessa vektori aMpA(C1)+bMpA(Cs). Merkitadn
U= MBA(Cl) jaw = MBA(CQ)

Tason span(v,w) ja tason T leikkausjoukko on erds suora L. Tdmé suora kulkee pis-
teen x(av + bw) kautta, silla kyseinen kromaattisuus sisiltyy seké tasoon T' ettd tasoon
span(v, w). Sama pétee tietysti myos kromaattisuuksille x(v) ja x(w). Tamé tarkoittaa,
ettd kahden intensiteettijakauman yhdistelmé loytyy kromaattisuuskaaviosta alkupe-
rdisten intensiteettijakaumien kromaattisuuksien kautta kulkevalta suoralta. Tarkempi
analyysi itse asiassa osoittaisi, ettd mikéli kertoimet a ja b ovat positiivisia, yhdistelméan
kromaattisuus sijaitsee alkuperdisten jakaumien kromaattisuuksien valissa.
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Kuva 5: Kahden vektorin lineaarikombinaation kromaattisuus sijaitsee alkuperaisten
vektorien kromaattisuuksia yhdistéavélla suoralla.



Virien kannalta edellinen havainto tarkoittaa, ettd kahta valonldhdetta sekoittamal-
la saatavat vérit sijaitsevat kromaattisuuskaaviossa alkuperiisten valonldhteiden vérien
valissa niitd yhdistévalla janalla. Esimerkiksi punaista ja vihread sekoittamalla saadaan
kaavion mukaan keltaista. Toinen merkitys havainnolla on, ettd ndkyvan valon alue on
valttamatta konveksi eli se sisdltdd minké tahansa kahden alueeseen kuuluvan pisteen
vélisen janan kokonaisuudessaan. Vield voidaan todeta, ettéd puhtaat spektrivérit sijait-
sevat ndkyvan valon alueen reunalla, silld niitd ei médritelmadn mukaisesti voi saada
yvhdistelemalld mitdan muita valonlahteité.

Kaaviossa puhtaat spektrivirit sijaitsevat alueen hevosenkengéin muotoisella reunalla.
Niiden aallonpituudet on merkitty nakyviin. Jaljelle jadva suora alareuna on niin kut-
suttu sinipunainen suora (line of purples). Namé vérit syntyvét silméssi, kun yhdiste-
tddn punaista ja sinistéd aallonpituutta, mutta niita ei vastaa mikdan puhdas spektrivari.
Yhdistamalla kaikkia taajuuksia tasapuolisesti saadaan vakiointensiteettijakauma, jota
CIE 1931 -avaruuden kromaattisuustasossa vastaa valkoinen piste (1/3,1/3).

Kaavion muodosta voidaan vield péitelld se, ettd mitkddn kolme valonldhdetté eivét
riitd tuottamaan kaikkia silmén aistimia véreja, silld niitd sekoittamalla saatavat véarit
siséltyisivat kolmioon, jonka kérkipisteiné olisivat noiden kolmen valonldhteen kromaat-
tisuudet. Sama péatee mille tahansa aérelliselle mééaralle valonldhteitd. Taméan vuoksi esi-
merkiksi tietokoneen nédyton virit, jotka yleenséd perustuvat kolmen péévarin, punaisen,
sinisen ja vihreédn, sekoittamiseen, eivat riitd kaikkien ndkyvéan valon vérien esittdmiseen.
Erityisesti puhtaat spektrivarit jaavit yleensé varialueen ulkopuolelle.

Laskuesimerkki

Lasketaan esimerkin vuoksi kahden spektrivéirin seké niiden lineaarikombinaation koor-
dinaatit edelld esitellyssd kromaattisuustasossa. Tarkastellaan punaista ja vihredd mo-
nokromaattista valoa, joita vastaamaan kéytetddn téssd vakiofunktioita

1, kun 650 < z <660, . 1, kun 500 < z < 510,
Cp= ja Cy =

0, muulloin, 0, muulloin.

Maéritetdan yksinkertaisuuden vuoksi spektrivirien koordinaatit LMS-avaruuden si-
jaan suoraan koordinaatit XYZ-avaruudessa. Tahan tarvitaan tappisolujen herkkyysja-
kaumien sijaan XYZ-virinsovitusfunktioita, jotka loytyvét esimerkiksi Lontoon Univer-
sity Collegen vérind6n tutkimuslaitoksen sivuilta (www.cvrl.org/ciexyzpr.htm). Vi-
rinsovitusfunktiot Z, ¥ ja z ovat avaruuden V alkioita. Valonldhteen C' tuottaman vé-
riaistimuksen XYZ-koordinaatit saadaan nyt sisdtulon avulla suoraan seuraavasti:

[A(C)]B = (<C> j>7 <C’ g>7 <C7 2))

Tissi on siis kiytinnossi yhdistetty kuvaus A: V — R? sekéd kannanvaihto kantaan 5.

Kéytetadn edelld mainitulta Lontoon University Collegen sivulta saatavaa tiedostoa
1in2012xyz10e_1_7sf.csv (10° havaitsijan energiajakauma 1 nm vélein). Tamén tie-
doston voi ladata Matlabiin muuttujaksi xyz komennolla

>> xyz = csvread('l1in2012xyz10e_1_7sf.csv');



Tamén jialkeen muuttujaan xyz on tallennettuna matriisi, jonka ensimmainen sarake si-
saltdd nakyvéin valon aallonpituudet yhden nanometrin vélein, ja sarakkeet 2—4 sisaltavat
véarinsovitusfunktioiden arvot eri aallonpituuksilla jarjestyksessd z, y, z. Varinsovitus-
funktioiden kuvaajat on esitetty kuvassa 6.
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Kuva 6: XYZ-avaruuden varinsovitusfunktiot.

Edelld méariteltyjen spektriviarien XYZ-koordinaatit saadaan integroimalla. Esimer-
kiksi
m
(Cp,7) = / Cp(w)i(w) dw = / #(w) dw.
A 650

Maaéritelladn Matlabissa ensin integroimisalueet. Matriisin xyz ensimmaisessé sarakkees-
sa on lueteltuna aallonpituudet. Luodaan eri véreja vastaavat vektorit komennoilla

>> red_range = xyz(:,1) >= 650 & xyz(:,1) <= 660;
>> green_range = xyz(:,1) >= 500 & xyz(:,1) <= 510;

Tuloksena on kaksi vektoria, joilla on arvo 1 niissd kohdissa, joissa matriisin xyz en-
simmaéisen sarakkeen luku on halutulla valilla. Muut vektorin komponentit ovat nollia.
Integroidaan nyt numeerisesti komennolla trapz, kdyttéden edelld maariteltyja vektoreita
valitsemaan matriisista xyz oikeat rivit:

>> v
>> w

trapz(xyz(red_range, 2:4)).'
trapz(xyz(green_range, 2:4)).'

Komennon lopussa .' tarkoittaa transpoosia, jotta tuloksena saadaan sarakkeita rivien
sijaan. Tuloksena ovat xyz-avaruuden vektorit

o = (2,0805; 0,8240; 0) ja 1w = (0,1769; 5,4990; 1,4235).

Lasketaan sitten vérien xy-koordinaatit kromaattisuustasossa:



>> ch_red = v / sum(v)
>> ch_green = w / sum(w)

jolloin tulokseksi saadaan
x(v) = (0,7163; 0,2837; 0) ja x(w) = (0,0249; 0,7746; 0,2005).

Naiden vektorien kaksi ensimmaistd koordinaattia ilmaisevat sijainnin kromaattisuus-
kaaviossa.

Maéaritetddn vield vertailun vuoksi lineaarikombinaation 2Cp 4+ Cy sijainti kromaat-
tisuuskaaviossa. Koska kuvaus A ja kannavaihto ovat lineaarisia kuvauksia, tiedetadn jo
valmiiksi, ettd XYZ-avaruudessa kyseistéd lineaarikombinaatiota vastaa vektori 2v + w.
Tamaéan kromaattisuus saadaan komennolla

>> ch_comb = (2%v+w) / sum(2*v+w)

ja tulos on
x(v + 2w) = (0,3361; 0,5537; 0,1103).

Seuraavaan kuvaan on merkitty spektrivirit Cp ja Cy seké niiden lineaarikombinaa-
tio 2Cp + Cy kromaattisuuskaavioon. Huomaa, ettd kombinaatio 16ytyy spektrivireja
yvhdistévalta janalta, niin kuin pitdakin.
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Kuva 7: Punainen ja vihred spektrivéri seké eréds nédiden lineaarikombinaatio kromaatti-
suustasossa.

Vastavarit

Edelld on selvitetty, miten eri valonlahteiden intensiteettijakaumat tuottavat variais-
timuksen erilaisissa matemaattisissa variavaruuksissa. Avoimeksi on kuitenkin jaanyt,



miksi vérit nayttavat siltd miltd nayttavit. Vaikuttaa siltd, etté tietyt varit toimivat
erddnlaisina "péaavireind” muiden ollessa enemmén tai vihemmén nédiden sekoituksia.
Péavireind toimivat sininen, keltainen, punainen ja vihrea. Muita vareja voi kuvailla sa-
noilla sinivihred, sinipunainen, punakeltainen tai kellanvihreé (tai vaaleanvihred), vaik-
ka sinipunaista nimitetddnkin usein purppuraksi tai violetiksi ja punakeltaista yleensa
oranssiksi. Spektrissd padvareilld ei kuitenkaan ole mitdan erityisominaisuutta muihin
vareihin ndhden, ja sinipunainen ei edes esiinny spektrissi. Kromaattisuuskaavio paavarit
taas tuntuvat muodostavan nelja ”péadilmansuuntaa”, joiden vileista 10ytyvat sekoitetut
varit. Mista tdméa johtuu?

Vastaus 16ytyy hermoston toiminnasta. Tappisolujen vasteet eivéit siirry sellaisinaan
aivoihin, vaan aistimusta siirtdvat gangliosolut mittaavat tappisolujen vasteiden erotuk-
sia. Erés joukko soluja (jatkossa joukko A) mittaa L- ja M-solujen vasteiden erotusta,
ja toinen joukko (joukko B) mittaa S-solujen vasteen erotusta L- ja M-solujen vasteiden
vhdistelmastéa. Lisaksi on soluja, jotka mittaavat kokonaisvaloisuutta.

L- ja M-solujen vastehuiput ovat melko ldhella toisiaan (ks. kuva 3) ja hyvin kauka-
na S-solujen vastehuipusta. Néin ollen voidaan yksinkertaistaen arvioida, ettd joukon B
solut antavat suurimman positiivisen arvon ldhelld S-solujen vastehuippua, joka on sy-
vansininen tai violetti. Negatiivinen huippuarvo saavutetaan jossain L- ja M-solujen vas-
tehuippujen vélissd, miké vastaa keltaista varid. Nama ovat vain arvioita, mutta niiden
avulla voi ymmartaéd, miksi sininen ja keltainen nayttdvat niin erilaisilta, ja miksi on
mahdotonta kuvitella ”sinikeltaista” varid. Joukon B solut nimittdin antavat sinisen ja
keltaisen yhdistelmélle arvon 0.

Joukko A puolestaan erottelee L- ja M-solujen vasteet, jotta kromaattisuusavaruus
ei jaa yksiulotteiseksi. Nédiden tappisolujen vastehuiput ovat ldhempéné toisiaan, joten
erotuksen huippuarvoja on vaikeampi arvioida. Joka tapauksessa erotuksen huippuarvot
ovat hieman etddmmalld toisistaan kuin tappisolujen vastehuiput, ja télléin ne osuvat
kutakuinkin punaisen ja vihreén spektrialueen tienoille. Taméan vuoksi ”punavihred” vari
on mahdottomuus.

Tarkemmin A-solujen huippuarvoja voi arvioida méaérittadmalla kaikkien spektrivirien
L- ja M-vasteet. Kéytetddn edellisen luvun XYZ-vérinsovitusfunktioita ja méaritelldan
spektrivarit yhden nanometrin levyisiksi vakiojakaumiksi. Tall6in esimerkiksi aallonpi-
tuusvélid [a,a + 1] vastaavan spektrivirin X-koordinaatiksi saadaan

/:H Z(w) dw.

Koska aallonpituusvéli on niin pieni, voidaan arvioida etté funktio Z(w) on ldhes vakio
kyseisella valilla, jolloin integraaliksi saadaan yksinkertaisesti z(w) - 1 = z(w). Tall6in
taulukko xyz itse asiassa siséltda kaikkien spektrivirien koordinaatit XYZ-avaruudessa.
Kannanvaihtomatriisi LMS-koordinaateista XY Z-koordinaatteihin 16ytyy myos edella
mainitulta sivustolta:
1,940 —1,347 0,430
Mp = (0,693 0,350 0
0 0 2,147

Spektriviarien koordinaatit LMS-avaruudessa saadaan siis kirjoittamalla komennot



> M= [ 1.940 -1.347 0.430 ; 0.693 0.350 0 ; 0 0 2.147 1]
>> Ims = [ xyz(:,1) (inv(M) * xyz(:,2:4).').' 1;

Lopulta komennoilla

>> w = 1lms(:,1);
>> plot(w,lms(:,2), w,lms(:,3), w,lms(:,2)-1ms(:,3))

voidaan piirtda seuraava kuva, jossa nakyvét L- ja M-herkkyysfunktiot seké néiden ero-
tus. Kuvasta nakyy, ettd erotuksen huippuarvot osuvat suunnilleen 610 ja 520 nanomet-
rin tienoille. Namaé vastaavat tiettyjd punaisen ja vihredn sévyja.
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Kuva 8: L- ja M-tappisolujen herkkyysvasteet eri spektrivareille seka niiden erotus.

Loppuhuomio

Kaikki vareihin liittyva teoria on jossain méaérin epamédaraistd, silld véirien aistiminen
on hyvin subjektiivinen kokemus. Siihen liittyvat fysiologiset erot, kuten tappisolujen ja
hermoston toiminnan vaihtelu, seka lisdksi my6s kulttuurivaikutukset. Esimerkiksi eri
ihmiset ovat tarkoittaneet ”violetilla” vérilla eri aikoina hyvin eri asioita. Kuvaavaa on,
ettd englanninkielisen Wikipedian violetti-aiheisella sivulla on runsaasti esimerkkikuvia
violetin eri sdvyistd, mutta toisaalta sielld todetaan, etta tietokoneen néytolla ei voida
toistaa todellista spektriviolettia, vaan sitd approksimoidaan sinipunaisella. Téllaisten
seikkojen vuoksi edelld esitettyja laskuesimerkkejé ei pidd ottaa kirjaimellisina, vaan
enemménkin suuntaa antavina.

Jokke Hdsd, syksylld 2015



