Ryhmaéteoreettinen ndkokulma Rubikin kuutioon
Matematiikan ja tilastotieteen laitos

Harjoitus 5

22.4.2008

Tehtava 6 on toisella sivulla.

1. Olkoot GG ja G9 ryhmié, neutraalialkioinaan e; ja ey. Osoita, ettd tekijaryhma
(G1 x G2)/(G1 x {ez}) on isomorfinen ryhmén Go kanssa.

Vihje. Tutki kyseisen tekijaryhmaén sivuluokkia ja méaérittele sopiva, yksin-
kertainen kuvaus ¢ ryhméltd G tekijaryhmalle.

2. Olkoon G; jokin ryhmi jokaisella ¢ € N. Merkitddn kunkin ryhmén neutraa-
lialkiota e;. Ryhmien G; ddreton ulkoinen suora tulo []7°, G; koostuu jonoista
(90,91,92,---), joissa g; € G; jokaisella i ja joille patee liséiksi seuraava oletus:

gi # e; vain #drellisen monella indeksilla 3. (%)

Ajreton sisdinen suora tulo puolestaan médritelliin samalla tavoin kuin #érel-
linenkin (ks. luentomateriaalin huomautus 5.6).

Osoita, ettd dareton ulkoinen suora tulo on ryhmé. Nayté lisdksi, ettd ddreton
ulkoinen suora tulo on joidenkin aliryhmiensi (ddreton) sisdinen suora tulo.
Mihin tarvitaan oletusta (x)?

Myos ilman oletusta (%) voidaan muodostaa tuloryhmé, ns. rajoittamaton
ulkoinen tulo. Jos ryhmét G; ovat epétriviaaleja, niin suora ja rajoittamaton
tulo eivdt ole isomorfisia. Osaatko sanoa, miksi?

3. Olkoon p jokin alkuluku. Osoita, etté Z,2 = {[0],[1],..., [p?—1]} ei ole minkiisn
kahden epétriviaalin aliryhméansé suora tulo.

4. Osoita, ettd nelion symmetriaryhmé Dg (ks. edellinen harjoitus ja luentoesi-
merkki 4.9) voidaan muodostaa tasan kolmella eri tavalla kahden epétriviaalin
aliryhménsé puolisuorana tulona.

5. Olkoon n > 2. Osoita, ettd S, voidaan kirjoittaa kahden epétriviaalin aliryh-
ménsé puolisuorana tulona.

Vihje. Jokaisessa symmetrisessd ryhméssé on aliryhmé, jonka indeksi on 2.
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6. Merkitddn Rubikin kuution palat perusasemassa oheisen kuvan mukaisella ta-

valla kirjaimin A1, ..., A8, B1, B3, B6, B8, C1, ... C8. Sininen sivu on ylospéin
ja keltainen sivu osoittaa katsojaan pain.

A1 | A2 | A3 C3|C2|C1

A4 A5 C5 C4

A6 | A7 | A8 C8 | C7|C6
edesta takaa

Esita siirtosarja, jolla alla olevan kuvan mukaisesta tilanteesta ldhtien saa-
daan kuution palat palautettua perusasemaan. Perusta ratkaisusi opittuihin
3-sykleihin ja niiden konjugaatteihin (sekd mahdollisesti yhteen ylimaaraiseen
perussiirtoon).

A6 | B3 | A3 C3|C7|C1

B1 A2 C5 B6

A1 | A7 | A8 C8 | A4 | Cb
edesta takaa

Neuvo. Kannattaa ehké perusasemasta ldhtien yrittdd saada kuutio sekoi-
tettua kuvan mukaisella tavalla ja sen jdlkeen kd&ntda siirtosarja toisin péain.
Apuna voi kiyttda netistd 16ytyvaa kuutiosovelmaa (linkki kurssisivulla).



