3.4 Alternoivat ryhmat

On helppo todeta, ettd parilliset permutaatiot muodostavat symmetrisen ryhmén
S, aliryhmén. Tata aliryhmé&a nimitetdan alternoivaksi ryhmdksi ja merkitaan

A, ={o €S, |sign(o) = 1}.

Tassd luvussa osoitetaan, ettd alternoiva ryhmé on normaali ja etté se jakaa sym-
metrisen ryhmin kahteen yhtd suureen sivuluokkaan, joista toinen siis sisdltda
kaikki parittomat permutaatiot.

Lause 3.9. Alternoiva ryhmd A, on normaali ryhmdssd S,.

Todistus. Kaytetdan lauseen 3.4 normaalisuuskriteerid. Olkoot 7 € A, ja o € S,
mielivaltaisia. Tarkastellaan yhdistelmin o7o~! etumerkkisi. Ensinnikin havai-
taan, ettd

sign(o) - sign(c™") = sign(c o 07" = sign(id) = 1,

joten sign(o ') = sign(c). Niin ollen
sign(o7o™") = sign(o) sign(7) sign(oc™") = sign(o)?sign(r) =1-1 = 1.

Nihdiin, ettd oro~! € A, jolloin voidaan piitell, ettd 0 A, 0! C A,. Aliryhm3
A,, on siis normaali. O

Seuraavaksi ryhdytdin tutkimaan, kuinka monesta alkiosta alternoiva ryhmé
koostuu. Apuna kiytetdin algebran kurssilta tuttua Lagrangen lausetta, joka muis-
tin virkistdmiseksi mainitaan tissd ilman todistusta.

Lause 3.10 (Lagrange). Olkoon G ddrellinen ryhmd, ja H < G. Talloin ali-
ryhmdn alkioiden lukumddrd |H| jakaa koko ryhmdn alkioiden lukumddrin |G)|.
Lisdkst aliryhman H vasemman- ja otkeanpuoleisia sivuluokkia on yhtd paljon, ja
niiden lukumdadrd on |G|/|H]|.

Lagrangen lause sanoo siis, ettd sivuluokat jakavat ryhmén tasan yhta suuriin
osiin. Sivuluokkien lukumaé#rd&in nimitetddn aliryhméan indeksiks: ja merkitdin
G : H].

Jotta voitaisiin péaitelld alternoivan ryhméan koko, tarvitsee siis vain selvittié,
kuinka monta sivuluokkaa silld on. Koska parilliset permutaatiot sisiltyvit kaikki
yhteen sivuluokkaan, muissa sivuluokissa voi olla vain parittomia permutaatioi-
ta. Osoittautuu, ettd myos parittomat permutaatiot muodostavat yhden ainoan
sivuluokan, jolloin Lagrangen lauseesta seuraa, ettd kumpikin sivuluokka sisiltaa
tdsmailleen puolet ryhmén alkioista.
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Lause 3.11. Alternoiwalla ryhmdlld A,, on tdismdlleen kaksi sivuluokkaa, josn > 2.
Toisin sanoen alternoivan ryhmdn indeksi [S,, : A,] on 2, jos n > 2.

Huom. Todistus seuraisi suoraan nk. homomorfialauseesta, koska kuvaus sign :
Sn — {—1,1} on homomorfismi, jonka ydin on A, ja joka on surjektiivinen, jos
n > 2. Homomorfialauseen mukaan nimittdin tekijairyhma S, /A, on tallin iso-
morfinen kahden alkion ryhmén {—1,1} kanssa. Seuraavassa annetaan kuitenkin
suora todistus, joka ei kiytd homomorfialausetta.

Todistus. Ensimmaiseksi havaitaan, ettid jos n > 2, niin ryhma, S, sisaltda vaihdon
(12). Vaihto on pariton, joten (12) ¢ A,, ja niin ollen sivuluokkia on vihintaan
kaksi.

Olkoon sitten edelleen n > 2 ja olkoon ¢ jokin pariton permutaatio. Osoitetaan,
ettd o € (12) o A,,. Ensinnékin

sign((12) ‘o) = sign((12)) - sign(o) = —1- (1) =1,
joten (12)"lo € A,,. Téten

o= (12)0(12)"'o € (12) 0 A,,.
——
€An
Koska o oli mielivaltainen pariton permutaatio, ndhdiéan, ettd jokainen pariton
permutaatio kuuluu samaan sivuluokkaan. Siispa sivuluokkia on tasan kaksi. [

Symmetrinen ryhmé jakautuu siis tasan kahteen sivuluokkaan, joista toinen
sisaltdd kaikki parilliset permutaatiot ja toinen kaikki parittomat. Sivuluokasta
toiseen voidaan siirtyéd kertomalla annettu permutaatio milld tahansa parittomalla
permutaatiolla.

Pienimpié parillisia permutaatioita ovat 3-syklit. Todistetaan vield luvun lo-
puksi, ettd 3-syklien avulla voidaan muodostaa kaikki muutkin parilliset permu-
taatiot.

Lause 3.12. Syklit, joiden pituus on 3, virittdvdt alternoivan ryhmdn.

Todistus. Tarkastellaan mielivaltaista identtisestd kuvauksesta poikkeavaa permu-
taatiota o € A,. Koska ¢ on parillinen, se voidaan kirjoittaa tulona

T1P1 © T2P2 O« O Ty Py,

missd jokainen 7 ja jokainen pi on vaihto. Osoitetaan, ettd jokainen yhdistelma
P voidaan korvata joko 3-syklien tulolla tai neutraalialkiolla. Kun muistetaan,
ettd (ab) = (ba) kaikilla a,b € N, saadaan kolme tapausta:
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1) jos mkpr on muotoa (ab)(ab), niin mxp, = id
2) jos mgpx on muotoa (ab)(bc), niin mxpr = (abc)

3) jos mpr on muotoa (ab)(cd), niin mxpr = (abe)(bed).

Néin ollen ¢ voidaan kirjoittaa 3-syklien tulona. O

4 Konjugointi

4.1 Konjugoinnin mairitelma

Usein ryhmén alkiot kuvaavat operaatioita jossain joukossa. Permutaatiot ovat
tistd hyva esimerkki. Téllaisessa tapauksessa voidaan konjugoinnilla siirtdd jos-
sain joukon osassa toimiva operaatio toiseen osaan. Téastd on hyotya varsinkin, jos
edelld mainittu operaatio on erityisen helppo hahmottaa ja sitd halutaan kiyttda
uudelleen jossain toisessa kohdassa.

Maiéiritelma 4.1. Olkoon G ryhmai ja olkoon g € G. Ryhmén G siséista kuvausta

T — ga;g_1
nimitetiin konjugoinniksi ja tulosalkiota grg~" alkion x konjugaatiksi. Konjugaat-
tia merkitidin myos gzg~' = 9z. Jos X on ryhmin G osajoukko, niin joukko

IX=gXg ' ={gzg " |z € X}
on joukon X konjugaattijoukko.

Konjugointi on kddntyva operaatio: kun konjugoitu alkio 9z konjugoidaan uu-
destaan alkiolla ¢!, saadaan alkuperiinen alkio z. Jos ryhmi on vaihdannainen,
niin kullakin alkiolla on ainoana konjugaattinaan vain alkio itse, silli gzg ! =
g9 'xr = x. Toisaalta ei-vaihdannaisissa ryhmissi konjugointi on hyvin yleinen
tyokalu. Esimerkiksi lauseen 3.4 normaalisuuskriteeri voidaan lausua muodossa: H
on normaali jos ja vain jos se sisédltdd kaikkien alkioidensa konjugaatit.

Esimerkki 4.2. Olkoon 7 = (123) € Sy ja olkoon o = (167)(259)(38). Nyt o' =
(83)(952)(761), ja

71 = (167)(259)(89)(123) (83)(952)(761) = (586).

~ S ~ J

o o1

Esimerkin 3-sykli saatiin siis konjugoimalla siirretyksi toimimaan lukujen 1, 2 ja 3
sijasta luvuilla 5, 8 ja 6.
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Kuva 10: Syklin siirto konjugoimalla

Vaikka konjugointi on tédssd madritelty vain ryhmén sisdiseksi operaatioksi, ky-
se on oikeastaan yleisemméstd periaatteesta. Jos esimerkiksi f on topologisten
avaruuksien X ja Y vilinen homomorfismi ja gy on jatkuva kuvaus joukolta Y it-
selleen, voidaan konjugoimalla muodostaa jatkuva kuvaus gx = fogy o f~! joukol-
ta X itselleen. Konjugointia vastaava operaatio on tuttu myos lineaarialgebrasta,
kuten seuraava esimerkki osoittaa.

Esimerkki 4.3. Olkoon annettu tasossa origon kautta kulkeva nouseva suora,
jonka x-akselin kanssa muodostama kulma on « astetta. Tarkastellaan lineaariku-

vausta L, joka projisoi minki tahansa tason pisteen kulmassa 3 annetulle suoralle
(ks. kuva 11).

Kuva 11: Projisointikuvaus
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Mainitun lineaarikuvauksen matriisia ei ole ihan helppo muodostaa, vaikka ku-
vaus on geometrisesti yksinkertainen. Tiedetdin kuitenkin, ettd kuvauksella on
kaksi ominaisarvoa: suoran suunnassa olevilla vektoreilla x patee Lr = z ja pro-
jektiosuunnassa olevilla vektoreilla puolestaan Lz = 0. Ominaisarvot ovat siis 1
ja 0. Lineaarikuvauksen matriisi voidaan néin ollen diagonalisoida niin, ettd se on
muotoa D = P~'LP, missi P on kannanvaihtomatriisi, joka vaihtaa kantavekto-
reiksi suoran ja projisoinnin suuntaiset vektorit. Téssé uudessa kannassa ilmoitet-
tuna kuvaus ainoastaan projisoi kohtisuoraan jalkimmaéisen koordinaatin suhteen,
joten sen matriisiksi tulee diagonaalimatriisi

10
D= i
oo
Kannanvaihtomatriisi P puolestaan on helppo muodostaa, koska se vain kiertia
kantavektoreita (1,0) ja (0, 1) niin, ettd ne tulevat suoran ja projisoinnin suuntai-

siksi. Talloin P(1,0) = (cos a, sina) ja P(0,1) = (—cos(8 — «),sin(8 — )), joten
kannanvaihtomatriisiksi tulee

. [cosa — cos( — a)] |

~ |sina  sin(f — )

Nyt siis alkuperdinen lineaarikuvaus on saadun diagonaalimatriisin konjugaatti:
L = PDP~!, ja sen matriisi voitaisiin tiisti yhtilostd myos helposti laskea.

Edellisestd esimerkistd nikyy hyvin konjugoinnin yleinen periaate. Tarkastelta-
va lineaarikuvaus on vaikeasti hahmotettava luonnollisessa kannassa, ja sen matriisi
on monimutkainen. Kannanvaihdolla voidaan siirtdé lineaarikuvauksen kuvailema
operaatio helpompaan koordinaatistoon, jolloin matriisistakin tulee selked. Ope-
raation suorittamisen jilkeen voidaan sitten palata taas alkuperéiseen kantaan.

Esimerkki 4.4. Méairitellddn jokaisella n € Z kokonaislukuja permutoiva kuvaus
o, seuraavasti: jos n € Z, niin o,(x) = n + x kaikilla € Z. Nami kuvaukset
muodostavat ryhmén T = {o, | n € Z}, jossa id = o0y, 0 © 0y = Opyn ja

0,' = 0_,. Ryhmé T on vaihdannainen, silld

Om©C0n =O0m4n = Ontm = Op © Oy

Niin ollen konjugointi ryhmaéssa 7' ei muuta alkioita lainkaan. Asia voidaan kui-
tenkin ndhdd myds toisella tavalla.

Mikili ryhméan alkiot nimittdin toimivat jossain joukossa, niiden konjugoimi-
nen siirtda kyseisen toiminnan johonkin toisaalle samassa joukossa. Jos nyt pitee
°r = 7, tamé tarkoittaa sitd, ettd alkio 7 toimi jo alun perinkin sielld, mihin o
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sen toiminnan siirtdd. Vaihdannaisen ryhmén jokaisen alkion toiminta ulottuu siis
joka puolelle joukkoa, eikd konjugointia siksi tarvita mihinkdin. Téma nahd&an hy-
vin esimerkin ryhmiéssa T, silld jokainen T:n alkio siirtda kaikkia kokonaislukuja
samalla tavalla, ja siksi alkion konjugoiminen on tarpeetonta.

Koska konjugointi on saman operaation siirtdmistd paikasta toiseen, voi olla
toisinaan hyodyllistd tarkastella, mitkd operaatiot voidaan téssd mielessd saman-
kaltaisia.

Maiéritelma 4.5. Olkoon G ryhmai ja olkoon x € G. Alkion = konjugaattiluokka
on niiden alkioiden joukko, jotka saadaan konjugoimalla alkiota . Kyseinen joukko
on siis {gzg™' | g € G}.

Koska konjugointi on kddntyva operaatio, z kuuluu y:n konjugaattiluokkaan jos
ja vain jos y kuuluu z:n konjugaattiluokkaan. Toisaalta z kuuluu omaan konjugaat-
tiluokkaansa, silli 4z = x. Voidaan my®6s helposti osoittaa, etti eri konjugaattiluo-
kat ovat aina erillisid. Konjugaattiluokat muodostavat siis koko ryhmén osituksen
samalla tavoin kuin aliryhmien sivuluokat. Konjugaattiluokat voivat kuitenkin olla
keskenddn hyvinkin eri kokoisia.

4.2 Konjugointi permutaatioryhmissa

Permutaatioiden konjugoiminen on helppoa ja symmetrisessd ryhmaissi konjugaat-
tiluokille saadaan yksinkertainen saanto.

Lause 4.6. Olkoot o, 7 € S,,. Oletetaan, ettd T:n esitys erillisten syklien tulona on

T = (xl,l .. ..Tl’kl) .. (:L'm,l .. 'xm,km)'

Merkitidn o(w;;) = x; ; kaikilla i ja j. Tdlléin 7:n konjugaatille pitee
T=(2y ) (@ T,

Todistus. Merkitddn viitteessé esiintyvad tuloa

7' = (37,1,1 . 'xll,kl) T (xlm,l . 'xlm,km)

ja osoitetaan, ettd 7o~ = 7. Olkoon siti varten y € N,, mielivaltainen. Koska

o on bijektio, 16ydetaéin jokin x € N, jolle y = o(x). Jos x ei esiinny 7:n sykliesi-
tyksessd, ei myoskiédn y esiinny 7':n sykliesityksessd. Tésséd tapauksessa 7/(y) = v,
jaoro ! (y) = o7(x) = 0o(z) = y.
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Oletetaan sitten, ettd x esiintyy 7 sykliesityksessé eli ettd z = z, , joillain r
ja s. Talloin péatee

Ta_l(y) =7(2) = (Tr1 - Trs - Tog, ) [ Trs] = Trosi1-

(Huomaa, ettd sykliesitys voidaan valita siten, ettd s # k,, kun 1-syklit jatetaan
merkitsem#ttd.) Liséksi nihddén, ettd y = z; , joten

T(Y) = (- T T )] = [ 1] = 0(@rspn)-

Saatiin, ettd mielivaltaisella alkiolla y € N,, pitee 7'(y) = o(z,511) = 070 *(y).
Siispé viite on todistettu. O

Jonoa (ny,nsg,...,ny,), missi jokainen n,, on permutaation o sykliesitykses-
sé esiintyvien erillisten m-syklien méard, nimitetddn permutaation syklityypiks:.
Edella olevasta lauseesta saadaan suoraan seuraava seuraus.

Korollaari 4.7. Permutaatiot voivat kuulua samaan konjugaattiluokkaan vain jos
nilld on sama syklityyppz.

Esimerkki 4.8. Valitaan jokin n-sykli 7 = (z; z3...2,) ryhméstd S,, missé
n > 3. TAmi n-sykli virittdd aliryhmén H = {id, 7, 72,...,7""'}. Osoitetaan, etti
H ei voi olla normaali.

Jotta H olisi normaali, sen taytyy sisdltda kaikkien alkioidensa konjugaatit.
Kuitenkin, jos 0 = (x1 x2), niin edellisen lauseen mukaan

°r = (332 T 1'3.’1,'n)

Helposti néihdidn, etti 7%(zy) = z; vain, jos k = n— 1, mutta toisaalta 7" !(z;) =
Z,. Niin ollen ?7 on eri permutaatio kuin 7% kaikilla k, joten °7 ei kuulu aliryhmé#in
H.

Kun kiytettdvissd ovat kaikki symmetrisen ryhmén permutaatiot, myos kaikki
mahdolliset konjugoinnit onnistuvat, ja konjugaattiluokat muodostuvat tdsmailleen
niistd permutaatioista, joilla on sama syklityyppi. Jos sen sijaan rajoitutaan jo-
honkin ryhmén §,, aliryhméén, konjugaattiluokat voivat hajota pienempiin osiin,
kun konjugoivaa alkiota ei endd 16ydykéin.

Esimerkki 4.9. Tarkastellaan ryhmén S, aliryhméa

Ds = {id, (1234), (13)(24), (1432),
(12)(34), (24), (14)(32), (13)},
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Kuva 12: Nelion kierto ja peilaus

jota nimitetddn nelion symmetriaryhmdksi. Nimitys johtuu siitd, ettd jos nelion
nurkat numeroidaan kuvan 12 mukaisesti, jokainen ryhmén Dg permutaatio vastaa
sellaista nurkkien siirtoa, joka séilyttda nelion rakenteen. Toisin sanoen, jos neliota
kddnnellddn niin, ettd nurkat palautetaan lopulta alkuperdisten nurkkien paikoille,
saadaan niiden numeroinnin muuttumisesta ryhméan Dg permutaatio.

Neliotd voidaan kiddnnelld padasiassa kahdella tavalla. Ensimméiinen tapa on
neljannesympyran kierto myotapéivéin, joka vastaa permutaatiota p = (1234). Té-
mé kierto voidaan suorittaa neljd kertaa, minka jilkeen neli6 palaa alkuperéiseen
asentoonsa, ja nain saadaan kierron virittdmé aliryhma

R = (p) = {id, (1234), (13)(24), (1423)}.
p? P
Toinen tapa on esimerkiksi pystyakselin varassa suoritettu peilaus 7 = (12)(34).

Neliotd voi peilata myos vaaka-akselin seké eri lavistdjien suhteen, mutta nama
kaikki peilaukset saadaan myos yhdistdmalld jokin kierroista peilaukseen 7:

m=(12)(34), mp=(24), wp®>=(14)(23) ja wp* = (13).

Alkiot p ja 7 siis virittdvat nelion symmetriaryhmén.

Etsitddn ryhmén Dg jako konjugaattiluokkiin. Oman konjugaattiluokkansa muo-
dostaa aina neutraalialkion yksié {id}. Toisaalta syklityyppi rajoittaa sitd, mitka
alkiot voidaan saada toisistaan konjugoimalla. Kokeilemalla nihdaan esimerkiksi,
etta

™(1234) = (1432),

joten yhden konjugaattiluokan muodostavat 4-syklit (1234) ja (1423). Konjugoin-
nilla on tédssé erityinen geometrinen merkitys. Kun neli6on kiytetddn peilausta, ne-
1i6 ikddn kuin kddntyy nurin péin, taustapuoli eteen. T&ll6in neljinneskierto myo6téa-
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paivadn muuttuukin alkuperiisessd neliossé neljanneskierroksi vastapdiviian. Sama
toimii milld tahansa peilauksella, ja kaikki ndmé tuottavatkin saman konjugaatin.

Pystypeilaus (12)(34) taas voidaan muuttaa vaakapeilaukseksi (14)(23) kierté-
milla nelioté ensin neljinneskierroksen verran. Niinpé ”(12)(34) = (14)(23). Myos
diagonaalipeilaukset (24) ja (13) toimivat téssd konjugoivina alkioina. Samalla ta-
voin nihddén vield, ettd esimerkiksi ”(13) = (24).

Jiljelle jad vield kiertoalkio p? = (13)(24), joka on samaa syklityyppid kuin
vaaka- ja pystypeilaukset. Kierrolla konjugoiminen tuottaisi kuitenkin vain uuden
kierron. Jos taas konjugoitaisiin jollain peilausalkiolla 7, tulisi neli6 kddnnetyksi
ensin nurin pdin ja sitten kierron jéilkeen jélleen oikein pain. Niinpa tuloksena ei
voi olla peilausta, jossa nelio jaisi loppujen lopuksi nurin péin.

Algebrallisesti sama voidaan todeta, kun huomataan, ettd kiertoryhma R on
itse asiassa normaali aliryhmé. Sen indeksi on nimittdin [Dg : R] = |Dg|/|R| =
8/4 = 2. Niin ollen se sisiltii kaikki konjugaattinsa, joten kierto p? ei voi konju-
goitua ryhmin ulkopuolella olevaksi peilaukseksi. Konjugaattiluokiksi saadaan siis
lopulta seuraavat joukot: {id}, {(1234),(1432)}, {(13),(24)}, {(12)(34), (14)(23)}

ja {(13)(24)}.

4.3 Konjugointi Rubikin ryhmaéissa

Konjugointi auttaa Rubikin kuution ratkaisussa merkittavisti, silld sen avulla voi-
daan opittu siirtosarja siirtda kuution toiseen osaan. Jos esimerkiksi halutaan suo-
rittaa paikkaryhmissd R, kuvan 13 mukainen 3-sykli (124) aiemmin opitun syklin
o = (123) asemesta, voidaan ensin suorittaa perussiirto R~!, joka tuo palan 4
palan 3 paikalle (ja liikuttaa toki samalla muitakin paloja). Tamén jialkeen suori-
tetaan opittu siirto o, ja lopuksi palautetaan pala 4 paikalleen perussiirrolla R. On
siis suoritettu konjugaattisiirto fo. Aiemman teoreettisen tarkastelun perusteel-
la tiedetddn, ettd kyseinen konjugaatti todella on 3-sykli eikd liikuta muita kuin
haluttuja paloja.

7 o
= =1 =1 =
1 3 AR’1 1 4 4 2 ASR 4 3
X
2 2 3 1 3 1

Kuva 13: Opitun siirron konjugointi
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