5.5 Puolisuorat tulot

Kahden aliryhmén suorassa tulossa eri aliryhmien alkiot kommutoivat kesken&in.
Talloin aliryhmét ovat toisistaan riippumattomia. Ehtoa voidaan kuitenkin lieven-
tad, jos vain halutaan kahden aliryhmén tulon olevan ryhmé eiki riippumattomuu-
della ole niin vilia.

Tarkastellaan kahta aliryhmad N ja H jossain ryhméssd G. Tulojoukon alkiot
ovat muotoa nh € N H, ja kahden téllaisen alkion tulo on nih; - nohs. Jotta tAméa
alkio kuuluisi edelleen joukkoon N H, riittda ettd toinen aliryhmistd, esimerkiksi
N, on normaali. Talloin nimittdin ndhddan, ettd N:n vasemman sivuluokan alkio
hine kuuluu myos vastaavaan oikeanpuoleiseen sivuluokkaan, joten hiny = n'hy
eradlla n' € N. Niin ollen

nihy - nohy = nln' -hihy, € NH.

Tulojoukko on siis suljettu laskutoimituksen suhteen. Samalla tavoin n&dhd&ain
myds, ettd kddinteisalkiot ovat mukana tulojoukossa, silli (nh) "t = h~'n~! =n'h !
erdalla n' € N.

Maiiritelma 5.19. Ryhméan G aliryhmét N ja H muodostavat sisdisen puolisuo-
ran tulon, jos seuraavat ehdot pétevit:

1) N on normaali G:sséi

2) NN H = {e}, missd e on ryhmén G neutraalialkio.

Puolisuoraa tuloa merkitddn NH = N x H tai HN = H x N.

Esimerkki 5.20. Alternoivalla ryhmailld A, on normaali aliryhma
N = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Tarkastellaan tdmén lisdksi 3-syklin virittamaa aliryhmad H = {id, (123), (132)},
joka ei ole normaali (esim. ®%(123) = (124) ¢ A,). Niiden aliryhmien leikkaukses-
sa on vain identtinen permutaatio, joten ne muodostavat puolisuoran tulon N x H.
Kootaan kyseisen tulon alkiot taulukkoon.

(24) (14)(23)
(24) (14)(23)

) (134)
(234)  (124)

NxH| id (12)(34) (13

i id (12)(34) (13
(123) | (123)  (243)
(123) | (132)  (143)
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Jokainen alternoivan ryhmén alkio esiintyy taulukossa tdsmalleen kerran. Siispa
N x H = Ay, ja jokaisella A4:n alkiolla on yksikédsitteinen esitys tulona noh, missi
ne NjaheH.

Aivan kuten suoran tulon tapauksessa, myos puolisuorassa tulossa N x H alkioi-
den esitykset muodossa nh ovat yksikisitteisid. Tdmé seuraa mairitelmén kohdas-
ta 2). Kahden alkion tulon esitys saadaan seuraavasta kaavasta, joka pétee kaikissa
ryhmissa:

7’L1h1 . n2h2 =N (hanhl_l)hth = n1h1n2 . hth . (521)
N €cH
€

Kaavasta ndhdain, ettd ei-normaalin ryhmén H alkiot voidaan jélleen kertoa kes-
kenddn N:n alkioista riippumatta, mutta toista normaalin aliryhmén alkiota on
kerrottaessa konjugoitava ensin H:n alkiolla. Olennaista on, ettid konjugaatti kuu-
luu edelleen ryhmééan NV, koska N on normaali. Kyseessi on siis erdédnlainen puo-
littainen riippumattomuus.

Huom. Jos normaali aliryhmé on tulossa oikeanpuoleisena, ylld oleva kaava
-1
tulee muotoon hin - hong = hihs - "2 nin,.

Kaavan (5.21) avulla voidaan mééritelld myos kahden erilaisen ryhmén ulkoi-
nen puolisuora tulo. Ongelmana on vain se, ettd alkion n konjugointi alkiolla A
el onnistu, jos n ja h ovat eri ryhmissa. Téallainen ulkoinen konjugointi voidaan
kuitenkin mééaritelld, kun ensin mietitddn, minkélainen operaatio konjugointi itse
asiassa on.

Konjugoinnissa jokaiseen ryhmén G alkioon g liitetdén kuvaus = — 92. Tamé
kuvaus on ryhmin G sisdinen automorfismi eli bijektiivinen homomorfismi ryh-
mélté itselleen. Lisdksi konjugointi toteuttaa ns. ryhmdn toiminnan ehdot: neut-
raalialkiota vastaa identtinen kuvaus x — z, ja alkioiden tuloa vastaa yhdistetty
kuvaus, nimittiin 9z =7 (h:L') . Ndma ominaisuudet huomioiden voidaan maaritell&
ryhmén konjugointi toisessa ryhmaéssa.

Maééritelmé 5.22. Olkoot G ja H ryhmid. Kuvausta g — ¢, joka liittaé jokaiseen
G alkioon g jonkin kuvauksen ¢, ryhméltd H itselleen, kutsutaan konjugoivaksi
toiminnakst, jos seuraavat ehdot tayttyvit:

1) kuvaus ¢, on isomorfismi (eli automorfismi) jokaisella g € G
2) e on identtinen kuvaus, jos e on G:n neutraalialkio
3) Pgigs = Pg1 © Pgo kaikilla 91,92 € G.

Konjugoivan toiminnan kisitteen seké kaavan (5.21) avulla voidaan méaéritella
kahden mielivaltaisen ryhmén puolisuora tulo.
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Maéiritelmi 5.23. Olkoot (NN, ¢) ja (G, %) ryhmid. Oletetaan, ettd on mééritelty
jokin ryhmén G konjugoiva toiminta g ~ ¢, ryhméssd N. Ryhmien G ja N
ulkoinen puolisuora tulo N x G muodostuu pareista (n,g), missi n € N ja g € G.
Laskutoimitus mééaritellidn kaavalla

(1, 61) (N2, g2) = (nl O Py (n2), g1 * 92)-

Toisinpéin merkityssi puolisuorassa tulossa G X N laskutoimitus on vastaavasti

(91,m1)(g2,m2) = (91 * g2, 90;21 (m) © n2)-

Tuloa voidaan merkitd my6s ulkoisuutta korostaen (N x G), tai (G X N),.

Huom. Ulkoisen suoran tulon rakenne riippuu valitusta konjugoivasta toimin-
nasta. Toiminnaksi voidaan aina valita ¢, = id kaikilla g, jolloin puolisuorasta
tulosta tulee suora tulo. Eri valinnat tuottavat kuitenkin erilaisen tulon.

Toisin kuin suoran tulon tapauksessa, ulkoisesta puolisuorasta tulosta on vaikea
dkkiseltddn nahda, ettd se todella on ryhmai. Todistetaan tdméa seuraavaksi.

Lause 5.24. Ryhmien (N, ) ja (H,*) puolisuora tulo on ryhmd.

Todistus. Puolisuora tulo on suljettu laskutoimituksen suhteen, koska konjugaatti
©g, (n2) on ryhmén N alkio ja siten tulo ny © ¢4, (n2) kuuluu ryhméén N. Tarkis-
tetaan ryhmén aksioomat.

1) Laskutoimitus on liitdnndinen, silld kaikilla ny,ne,n3 € N ja g1,92,93 € G
patee

((nl,gl)(ng,gg))(ng,gg) = ( (n2), g1 * 92)(n3,93)

= (nl S Pg (ng) © Pg1xg2 (n3), g1 % ga * 93)
(n1 0 g (n2) © g, (042 (n3)), g1 * go * 93)
(n1 © g1 (n2 0 9y, (n3), g1 % g2 % g3)

ni, gi) ("2 0 g, (n3), g2 * 93)

1, 91)(712, 92) (n3, 93))-

Tassé kiytettiin hyviksi muun muassa niitd tietoja, ettd ¢, (ni1n2) = @q(n1)p,(n2)
Ja ©g1g, (n) = 9091(%12 (n)).

2) Puolisuoran tulon neutraalialkio on pari (ey, eg), missi ey on N:n neutraa-
lialkio ja e on G:n. Kaikillan € N ja g € G nimittiin péitee

(en,eq)(n, 9) = (en © ey (1), €q * g) = (ex o1, g) = (n, 9)
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ja
(n,g)(en,ec) = (nopylen), gxeq) = (noen, g) = (n,g).
Y1l4 kéiytettiin tietoja ¢., = id ja ¢g4(en) = ey (homomorfismi).

3) Alkion (n, g) kiidnteisalkio puolisuorassa tulossa on (¢,-1(n™'), g71), silld

((pg_l (nil)’ 971) (n, g) = (ng_l(nil) © Qog—l(n)a “hx g)
= (ng—l(nil On), 6@) = ((pg_l(eN)a eG)
= (en; €q)
ja
(n,9) (pg1(n71), g71) = (no@g(pg-1(n71)), g% g7)
= (n<><pg*g_1(n_1), eG) = (noapec(n_l), eG)
— (nont, eq) = (ex, cq).
Nyt on osoitettu, ettd puolisuora tulo N x GG on ryhmaé. Tapaus G x N voidaan

kiisitelld samalla tavalla. Tuossa tapauksessa kiidnteisalkioksi tulee (g1, ¢4(n1)).
0

Esimerkki 5.25. Tarkastellaan nelion symmetriaryhmén aliryhmaé
N = {id, , p*, w0 p’},

missé 7 on peilaus pystyakselin suhteen, p? kierto puolirympyrén verran, ja m o p?
peilaus vaaka-akselin suhteen (vrt. esimerkki 4.9. TAmé& ryhmé on vaihdannainen,
ja sen kertotaulu nayttdd seuraavalta:

o id m P’ mop?
id id s p>  mop?
7 7 id wop? p?
0 p? mop? id 7r
mop?|mopt  p? 7r id

Muodostetaan nyt ryhmén N puolisuora tulo ryhmén Zs = {[0], [2], [3]} kanssa.
Sitd varten on ensin méidriteltdvi ryhmén Zs konjugoiva toiminta ryhméssd N.

Konjugoivan toiminnan méiaritelmén mukaan taytyy olla ¢y = id, ja @y =
Y141 = 1 © 1. Tarvitsee siis valita vain alkiota [1] € Z3 vastaava homomorfismi
1. Méaritelladn se seuraavan taulukon mukaisesti:

o |id m p* mop?
pi(0) id p* mop®> w

04



Taulukosta ndhdain suoraan, ettd ¢; on bijektio. Homomorfisuuden tarkistami-
seksi pitéisi tarkistaa kaikki tulot ¢ (o) o ¢1(7), joissa o ja 7 ovat N:n identtisesta
poikkeavia permutaatioita. Tyydytdan téssa tarkistamaan vain yksi:

p(m) o p(p®) = p* o (mop®) =71 = p(mop’.

Koska ¢; on isomorfismi, my0s ¢ on. Lisdksi voidaan helposti varmistua myos
siita, etta
vo(0) = pr1111(0) = @(p(p(0))) = id(0)

kaikilla o € N. Konjugoiva toiminta voidaan siis maaritella edelld kuvatulla tavalla,
ja niinpé voidaan méaaritelld myos tita toimintaa vastaava puolisuora tulo N x Zs.

Lasketaan lopuksi esimerkin vuoksi alkioiden kertaluvut ryhméssd N x Zs.
Kaikilla o € N pitee
(0,0)(0,0) = (0 0 py(0),0+0) = (6 00,0) = (id, 0),
silld kaikkien N:n alkioiden kertaluku on 2. Muotoa (o, 0) olevien alkioiden kerta-
luku on siis kaksi (paitsi neutraalialkion (id, 0)).

Olkoot sitten o € N ja k # 0. Télloin
(0, k)(0,k) = (0 0 ¢x(0), k + k) = (0 0 p(0), 2k).

Saatu alkio ei ole neutraalialkio, koska 2k on nollasta poikkeava kaikilla k € Zs.
Toisaalta

(0,k)® = (0 0 (), 2k)(0,k) = (0 0 i) 0 por(0), 2k + k)
= (00 ¢x(0) © par(0),0).
Jos viimeisessé lausekkeessa o = id, niin tulo ooy (0)opax (o) on kolmen identtisen
permutaation tulo. Jos taas o # id, niin kyseisessi tulossa on kolme eri identtises-

td poikkeavaa permutaatiota. Molemmissa tapauksissa tulo on identtinen kuvaus,
joten (o, k) on neutraalialkio. Siis jos k # 0, niin alkion (o, k) kertaluku on kolme.

Tarkempi tutkimus osoittaisi, ettd puolisuora tulo N X Zj on itse asiassa iso-
morfinen ryhmén A9 kanssa.

6 Kommutaattorit

Alkioiden kommutaattori on niiden vaihdannaisuuden mitta. Toisaalta kommu-
taattoreita voidaan kiyttda hyviksi etsittdessd ryhmésta tietynlaisia alkioita.
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6.1 Kommutaattorien perusominaisuudet

Jos alkiot ¢ ja h eivit ole keskenddn vaihdannaisia, eli ne eivit kommuto: keske-
nian, tulot gh ja hg eroavat toisistaan jollain tavoin. Talléin 16ytyy jokin alkio r,
jolle patee gh = r-hg. Tama luku r ilmaisee ikddn kuin eri pain laskettujen tulojen
vélisen suhteen.

Maaritelma 6.1. Olkoot g ja A ryhmén G alkioita. Yhdistelmaa
9, 8] = (gh)(hg)™" = ghg™'h™ € G

kutsutaan alkioiden g ja h kommutaattorikst.

Alkiot ¢ ja h kommutoivat, jos ja vain jos niiden kommutaattori on neutraalial-
kio. Kommutaattorilla ja konjugaatilla on selvd yhteys, joka ilmenee esimerkiksi
kaavoissa

9, =*h-h"" ja [g,h]=g-"(g7").

Lisaksi seuraavat kaavat ovat kommutaattoreita kasiteltdessia hyodyllisia:

l9.h]-9=g-[h,g7"] ja [g,h]-h=h [n"" g].
On my6s muistettava, ettd alkioiden kommutaattori ei ole symmetrinen, vaan
g, k] = [h, g]".
Esimerkki 6.2. Lasketaan permutaatioiden o = (123)(45) ja 7 = (2345) kommu-
taattori ryhmésséa Ss:

o,7] = 77 - 71 = U205 (9345) 0 (2345) 1 = (3154) o (5432) = (15324).

Kommutaattorista tuli 5-sykli, johon osallistuvat kaikki perusjoukon luvut. Voi-
daan ajatella, ettd tdmaé 5-sykli on “verraten suuri” alkio ryhméssi S5, miké tar-
koittaa sité, ettd permutaatiot o ja 7 kommutoivat hyvin heikosti keskenédin.

Paitsi, ettd kommutaattoreita voi kiyttdd mittaamaan alkioiden vilistd kom-
mutointia, niitd voi kiyttdd myos tuottamaan erityisen suuria tai pienid alkioita.
Jos nimittdin loydetddn alkiot, jotka nédyttdvit olevan lihes vaihdannaisia keske-
ndédn, niiden kommutaattoriksi saadaan mitd luultavimmin hyvin pieni alkio. Al-
kion “suuruus” tai “pienuus” ei sindnsi ole yleensd ryhmaéssé selvisti maariteltya,
mutta jos ryhmé koostuu johonkin joukkoon vaikuttavista alkioista, kuten per-
mutaatioista, pieni alkio on sellainen, joka vaikuttaa joukkoon mahdollisimman
vahan.

Esimerkiksi kaksi permutaatiota kommutoivat keskenddn varmasti, jos ne vai-
kuttavat kokonaan eri alkioihin. Mitd vihemmén on yhteisid alkioita, joihin kum-
matkin vaikuttavat, sitd enemmain permutaatiot kommutoivat ja sitd pienempi on
niiden kommutaattori. Kuitenkin jokainen kommutaattori on valttadmaéattéa parilli-
nen permutaatio, ja pienin parillinen permutaatio on 3-sykli.
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Lause 6.3. Olkoot o ja T jonkin joukon X permutaatioita. Jos kantajien leikkauk-
selle pdtee supp(o) Nsupp(7) = {z} jollain x € X, niin

o, 7] = (:c o(x) T(a:))

Todistus. Néytetadn ensin, ettd ehdosta supp(o) N supp(r) = {x} seuraa aina
[0, T](z) = o(x). Huomaa, ettd permutaation 7 kantaja sisaltda tdsméilleen samat
alkiot kuin kiifinteiskuvauksen 7! kantaja. Siispi 7(x) kuuluu aina o:n kantajaan.
Toisaalta esimerkiksi 7(z) # z, joten 7(z) & supp(o). Nyt saadaan

[0,7](z) = oro 7 1 (z) = or7 1 (2) = o(x).
——v

¢#supp(0)

Saadun tuloksen sekd aiemmin mainittujen kaavojen perusteella pitee myos

[0, 7](0()) = (0 0[r,07"]) (w) = o(7(2)) = 7(2)
ja
o, 7)(7(2)) = (To[r7,0]) (2) = 7(r}(2)) = .

Y14 néhtiin, ettd permutaatio [o, 7| sisdltdd ainakin 3-syklin (z o(z) 7(x)).
Jaljelle jaa tarkistaa, mitd tapahtuu, jos y & {z,o(z), 7(x)}. Téllin voidaan tar-
kastella kolmea vaihtoehtoa. Jos y ei ole o:n eikd 7:n kantajassa, niin selvistikin
[0, T](y) = y. Jos taas y € supp(o), niin y ei voi olla samalla 7:n kantajassa (koska
y # x), joten

o, 7I(y) = oT0™ 7N (y) =070 '(y) =00 (y) =v.

——
#x

Edelleen, jos y € supp(7), niin

lo,7)(y) = oro™ 77 (y) = o777 (y) = o(y) =y
#x

Nahtiin, ettd aiemmin I6ydetyn 3-syklin ulkopuoliset alkiot pysyvit paikallaan,
joten kommutaattori on juuri tuo mainittu 3-sykli. 0
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supp(c) + supp(r)

1
—

x
-

%/;
\\;

/
[ ]
q
—
X
~

Kuva 21: Miten kommutaattorista tulee 3-sykli

6.2 Kommutaattorit Rubikin ryhmassa

Rubikin kuution ratkaisemisessa keskeinen ongelma on, ettd perussiirrot liikuttavat
niin suurta osaa kuution ruuduista. Kun yksi perussiirto liikuttaa 20 ruutua 48:sta,
on hyvin vaikea seurata, mihin kukin ruutu ajautuu. Kommutaattoreita voi tissi
vhteydessd kayttad tehokkaasti hyodyksi, silld niiden avulla saadaan tuotettua
siirtoja, jotka litkuttavat paljon pienempéié osaa kuutiosta kerrallaan.

Tarkastellaan ensin tilannetta Rubikin paikkaryhmésséd. Lauseen 6.3 mukaan
voidaan tuottaa kolmen palan sykli, jos vain l6ydetdén kaksi siirtoa, joiden yhtei-
sen vaikutuksen piiriin kuuluu ainoastaan yksi pala. Yritetddn saada tdmé aikaan
nurkkapaloilla niin, ettd tuloksena olisi luvussa 3.3 opittu nurkkapalojen 3-sykli.

Koska lauseen 6.3 mukaan siirtojen ¢ ja 7 kommutaattorina on mahdollista
saada 3-sykli (x o(z) 7(z)), on jarjestettdavi niin, ettd o siirtda etutahkon oikeassa
ylakulmassa olevan palan vasempaan ylikulmaan, ja 7 siirtdd saman palan va-
sempaan alakulmaan (ks. kuva 22). Siirroksi o voidaan valita vaikkapa ylatahkon
pyoritys U. Tamaén jilkeen siirron 7 on kuitenkin oltava sellainen, ettd se ei lii-
kuta muita yldtahkon paloja kuin palaa z. Tamé saadaan aikaan konjugoimalla
alatahkon pyoritys D!, joka ei liikuta yldtahkoa, sellaisella siirrolla, joka siirtii
oikeassa alakulmassa olevan palan x:n paikalle. Nidin saadaan siirroksi 7 lopulta
konjugaatti *D~! = RD-1R-L.

Sarmépalojen kohdalla tilanne on samanlainen. Opitussa siirtosarjassa siirtoa
o vastaa ylidtahkon kierto U !. Siirron 7 pitiisi nyt siirtiis pala z alarivin keski-
palan paikalle (ks. kuva 22) ilman etté yldtahkon palan liikkuvat. Tdma onnistuu
konjugoimalla etutahkon kierrolla pystysuoran keskirivin paikalle vaakasuora. Tal-
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16in haluttu siirto muuttuu vaakasuoran keskitahkon siirroksi, joka puolestaan ei
koske yldtahkoon.

Tilanne on nyt kuitenkin hieman mutkikkaampi kuin nurkkapalojen tapaukses-
sa, silld keskitahkon siirtdmisen on alun perin tulkittu tarkoittavan rinnakkaisten
sivutahkojen liikettd. Vaakasuoran keskitahkon kiertdminen siis liikuttaa oikeas-
taan myos yldtahkon paloja, miki ei ollut tarkoitus. Téssé yhteydessd onkin pa-
rempi sallia hetkeksi keskitahkojen pyoritykset omiksi siirroikseen, jotka pitéivit
sivutahkojen palat paikallaan, jotta padstdin kiyttamaan lausetta 6.3. Sen nojal-
la tassdkin tapauksessa saadaan 3-sykli, vaikka tilannetta tulkittiinkin totutusta
poikkeavalla tavalla. Lopuksi voidaan sitten nimeta kiytetyt siirrot oikeaoppisesti,
jolloin siirrosta 7 tulee tavallisen konjugaatin sijaan yhdistelmi 7 = F~'Ug L.

supp(o) supp(c)
.,/’ G(X)
o(x) X d ye
|/ 2\
— supp(t) d supp(r)
7(x) d 7(x) yd

Kuva 22: Paikkaryhmén 3-syklien muodostaminen

Asentoryhmaissé 3-sykleja tuottavan lauseen kiyttdminen ei kuitenkaan onnis-
tu. Koska yhden ruudun liikkuessa liikkuvat samalla kaikki saman palan ruudut, ei
kahden permutaation kantajien leikkaus voi olla yksio. Merkitdan téssad yhteydessé
sitd palaa, johon ruutu x kuuluu, symbolilla P,, ja tuon palan kaikkien ruutujen
joukkoa symbolilla R,. Jos siis kaksi siirtoa vaikuttavat molemmat ruutuun z,
niiden yhteinen vaikutusalue voi olla pienimmilldén joukko R,. Niinpa tallaisten
siirtojen kommutaattori on pienin 1oydettéivissi oleva kommutaattori.

Tarkastellaan seuraavaksi, minkilaiset siirrot voitaisiin valita, jotta saataisiin
kantajien leikkaukseksi joukko R, ja siirtojen kommutaattorista tulisi asentoryh-
man siirto. Jos kumpikaan siirto ei liikuta palaa P,, ne ovat molemmat tuon palan
ruutuihin rajoitettuina syklejd. Téllaiset siirrot kommutoivat keskenddn palan P,
kohdalla, joten niiden kommutaattori ei liikuta lainkaan kyseisen palan ruutuja.
Jos taas molemmat siirrot liikuttavat palaa P,, tilanne palautuu takaisin paik-
karyhmaan. Tuloksena on tdlloin palojen 3-sykli, joka ei kuulu asentoryhméén.
Ainoa jéljelld oleva vaihtoehto on, ettd toinen siirroista liikuttaa palaa P, ja toi-
nen ainoastaan vaihtaa sen ruutujen jarjestystd. Téllaisessa tilanteessa syntyvi
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kommutaattori kuuluu asentoryhméan, mika voitaisiin haluttaessa my6s helposti
todistaa.

6.3 Algoritmi 3: nurkkapalojen kierto

Nurkkapalojen kierron tuottava siirtosarjan muodostaminen perustuu luvun 6.2
padtelmiin. Siirtosarja on kahden siirron kommutaattori, joista toinen kiertaa nurk-
kapalaa ja toinen siirtdé sitd paikaltaan. Siirtdvd permutaatio ¢ on téssidkin al-
goritmissa yldtahkon kierto U. Kiertdvd permutaatio puolestaan on yhdistelméa
7= RD'R'F~'D7!'F. Niistd muodostuu kommutaattori

[0,7] =URD'R'F'D'FU'F'DFRDR™".

Tama3 siirtosarja, joka on esitetty kuvassa 23, kiertdd kahta vierekkistd nurkka-
palaa A ja B vastakkaisiin suuntiin. Pala A kiertyy vastapdivdin ja pala B myo-
tapaivaan.

Siirtosarjan voi hahmottaa esimerkiksi seuraavasti: Ensin kierretdin palaa B
myo6tapaivadn, jolloin kuution kaksi alinta tahkoa voivat sekoittua miten hyvinsa.
Sen jilkeen siirretdén pala A palan B paikalle alempiin tahkoihin koskematta ja
suoritetaan aiemmat siirrot uudestaan painvastaisessa jarjestyksessid. Nama siirrot
kiertavit nyt palaa A vastapiiviin ja asettavat samalla kuution alaosan uudelleen
jarjestykseen. Lopuksi kiddnnetddn palat A ja B alkuperiisille paikoilleen.

Siirto 7, joka kiertdd oikeassa ylanurkassa olevaa palaa, on puolestaan helpointa
hahmottaa kahdessa osassa. Molemmat osat ovat samanlaisia konjugaattimuotoisia
siirtoja; toinen koskee kuution etutahkoa, toinen oikeanpuoleista sivutahkoa.
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Kuva 23: Nurkkapalojen kierto
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