6.4 Algoritmi 4: sirmapalojen kierto

Sarmépalojen kierto on samantapainen kommutaattori kuin nurkkapalojen kierto.
Sarméapalaa siirtdvd permutaatio o on edelleen yldtahkon kierto U. Sédrmépalan
kiidintivd permutaatio saadaan yhdistelmistd 7 = RUsB™*Ug 2F. Koko siirtosarja
on kommutaattori

[0,7] = URUsB 2U3?FU'F'U:BU3 'R

Tam4 siirtosarja on esitetty kuvassa 24. Se kddntdd ympari kaksi vierekkiisilla
reunoilla sijaitsevaa sirmépalaa (palat A ja B).

Kuva 24: Sarmépalojen kierto

Siirtosarja perustuu siihen, ettd palan B ruudut ovat ainoat ruudut, joihin seki
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o ettd 7 vaikuttavat. Ndiden siirtojen kommutaattorista tulee siksi pieni ja hel-
posti hallittava. Tarkalleen ottaen siirrot tosin vaikuttavat useampiinkin yhteisiin
ruutuihin, koska keskitahkon kddntdmisen ajatellaan liikuttavan myos yldtahkoa.
Téassd kuitenkin luovutaan hetkeksi siitd ajattelutavasta, niin kuin tehtiin myos
luvussa 6.2 sirmépalojen 3-syklid tarkasteltaessa. Algoritmin siirrot on kuitenkin
nimetty alkuperiisid merkint6ja noudattaen. Esimerkiksi kolmanneksi suoritettava
oikean sivutahkon 180 asteen kierto on nimeltééin B2, koska valkoisen keskipalan
perusteella kyse on silld hetkelld valkoisesta sivutahkosta.

6.5 Rubikin asentoryhman ratkaiseminen

Edellisissa luvuissa on opittu siirtosarjoja, joiden avulla nurkka- tai reunapaloja on
mahdollista kiertdad paikallaan niin, ettd yhden palan kiertyessid yhteen suuntaan
jokin toinen pala kiertyy samalla pdinvastaiseen suuntaan. Téalldin palojen koko-
naiskiertymd siilyy. Jotta saataisiin kaikki palat oikeaan asentoon, taytyy tutkia,
mitd tuolle kokonaiskiertymalle tapahtuu erilaisissa siirroissa. Koska opitut algorit-
mit eivit muuta kokonaiskiertymad, olisi toivottavaa, ettd se siilyisi aina samana
kaikissa asemissa, joissa palat ovat oikealla paikallaan.

Sellaisisa ominaisuuksia, jotka siilyvét kaikissa tilanteissa, kutsutaan invarian-
teiksi. Invariantteja kiytetddn runsaasti esimerkiksi pelien ja algoritmien analy-
soinnissa. Talla kurssilla on jo 16ydetty joitakin téllaisia invariantteja. Esimerkiksi
jokainen paikkaryhmén siirto voidaan ilmoittaa muodossa v o g, missd v on nurk-
kiin ja o paikkoihin kohdistuva permutaatio (jotka eivit itse vélttdmatta sisélly
R,:hen). Lemmassa 5.17 osoitettiin, ettd sign(v)-sign(o) = 1 kaikissa mahdollisissa
asemissa, joten tdméa etumerkkien tulo on invariantti.

Vaikka jokin ominaisuus ei siilyisi aivan kaikissa tilanteissa, on yleensd hyotya
tarkastella, missa tilanteissa kyseinen ominaisuus kuitenkin siilyy. Paikkaryhmén
siirroista tiedetdén, ettd jos ne ilmoitetaan edelld kuvatussa muodossa, sign(v)
voi olla 1 tai —1. Perussiirrot kuitenkin vaihtavat tuon etumerkin, joten halut-
taessa siirtya toisesta tilasta toiseen minké tahansa perussiirron tekeminen riittaa.
Voidaankin sanoa, ettd sign(v) on invariantti, jos siirroiksi sallitaan vain kahden
perussiirron yhdistelmaét.

Peleissd ja algoritmeissa jonkin ominaisuuden invarianssin osoittamiseksi on
yleensd yksinkertaisinta nayttidd, ettd kyseinen ominaisuus siilyy algoritmin pe-
rusaskelissa. Tama ldhestymistapa tuottaa kuitenkin ongelmia Rubikin asentojen
ryhmaésséd, koska kuution perussiirrot eivit sisilly asentoryhméan. Jos palat ovat
oikeilla paikoillaan mutta viarissd asennoissa, misté tiedetddn, miten sarja perus-
siirtoja vaikuttaa palojen kokonaiskiertym&adn? Perussiirto vie palat vaarille pai-
koille, joissa niiden kiertymé menettdd merkityksensa.
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Asian ratkaisemiseksi maaritelladn jokaiselle palalle kiertymén késite erikseen
jokaisessa paikassa, missé pala voi olla. Tama méarittely voidaan tehdé ldhes mi-
ten tahansa, koska vidrdssd paikassa olevalla palalla ei ole mitiddn tiettyd oikeaa
asentoa, vaan jokainen asento on sille samanarvoinen. Aloitetaan antamalla jokai-
sen nurkkapalan ruuduille numerointi kuvan 25 osoittamalla tavalla. Kuvassa on
perusasemassa oleva kuutio kuvattu yla- ja alapuolelta niin, ettd nurkkapalat on
ikddn kuin taiteltu auki.

Kuva 25: Nurkkapalojen numerointi

Kuvatussa numeroinnissa jokainen nurkkaruutu tulee numeroiduksi jollain lu-
vuista 0, 1 ja 2. Laskujen yksinkertaistamiseksi ajatellaan, ettd nima ovat syklisen
ryhmén Zs alkioita. T&ll6in voidaan nimittdin sanoa, etta jos ruudulla z on numero
n, niin saman palan muiden ruutujen numerot ovat nurkan ympéari myotapéivian
kierrettdessid n+ 1 ja n + 2.

Seuraavaksi merkitddn ne ruutujen paikat, joissa on perusasemassa O-ruutu.
Tama tarkoittaa sitéd, ettd ajatellaan merkityiksi kaikki sinisen ja vihredn sivun
nurkkaruutujen paikat riippumatta siitd, mikd ruutu niissd milloinkin sattuu ole-
maan. Jokaisesta palasta on aina tdsmélleen yksi ruutu merkitylla paikalla. Ndiden
merkkien avulla voidaan mééaritelld nurkkapalojen kiertymét.

Maiiritelmad 6.4. Tarkastellaan palan z ruutuja asemassa o. Palan kiertymi
k(o) € Z3 on sen ruudun numero, joka sattuu olemaan kyseisessé asemassa jolla-
kin merkityistd paikoista. Aseman o kokonaiskiertymé on kaikkien palojen kierty-
mien summa, ja sitd merkitddin K,(o) =) k;(o).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd kokonaiskiertymé ei muutu perussiirroissa. Koko-
naiskiertymé on siis invariantti.

Lause 6.5. Olkoon 7 jokin perussiirto. Talloin K,(m o o) = K,(0) kaikissa ase-
missa o € R.
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Todistus. Tutkitaan, miten eri perussiirrot vaikuttavat kokonaiskiertyméan. Kaik-
ki merkityt paikat ovat kuution yla- ja alatahkoilla, joten siirrot U ja D siirtévit
kaikki merkitylla paikalla olevat ruudut jollekin toiselle merkitylle paikalle. Nama
siirrot eivit siis vaikuta kokonaiskiertyméan lainkaan.

Siirrot ', B, L ja R ovat ruutujen numeroinnin ja paikkojen merkitsemisen
suhteen symmetrisid, joten riittda tarkastella yhtd niistd. Valittu siirto vaikuttaa
vain niiden palojen kiertyméén, jotka sijaitsevat kierrettévilla sivutahkolla. Nime-
tddn nama palat numeroilla 1, 2, 3 ja 4 ja merkitddn jokaisen palan alkuperaisti
kiertyméa k;(o) = n;. Kuvassa 26 nikyy, mité sivutahkon paloille tapahtuu suori-
tettaessa perussiirto m. Merkityille paikoille osuvat ruudut on tummennettu.

n, n, n,+1 n,+2
n,+2|n,+1 n,+2[ n+1 T n, [ng+2 n+1| n,
n,+1{n,+2 n,+1|n,+2 n, [n,+1 n,+2| n,

n, n, n,+2 n,+1

Kuva 26: Perussiirron vaikutus nurkkapalojen kiertyméan

Kuvan mukaan asemassa o o m saadaan neljin liikkkuneen palan kokonaiskier-
tymaksi
4
Y ki(moo)=(ni+2)+ (na+1)+ (ns+1) + (na +2)
i=1
=ni+ng+n3+ns+6 (Z3:ssa 6 = 0)

=n1+n2+n3+n4.

Nurkkapalojen kokonaiskiertymé ei siis muutu myoskidan perussiirroissa F', B, L
tai R. ]

Koska alkuasemassa kokonaiskiertymé on nolla, saadaan edellisestd lauseesta
heti seuraava korollaari.

Korollaari 6.6. Kaikissa asemissa o € R pitee K,(0) = 0.

Nyt saadaan kaikki nurkkapalat oikeisiin asentoihin. Erés tapa tehdd tamaé olisi
valita aina kaksi vidrédssi asennossa olevaa nurkkapalaa, konjugoida ne vierekkéi-
siksi ja kiertdd toinen niistd oikeaan asentoon. Télla tavalla oikeassa asennossa
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olevien palojen maara lisddntyy koko ajan, joten lopulta kaikki palat ovat oikeassa
asennossa. Missddn vaiheessa jiljelld ei voi olla vain yhtéd viarassa asennossa olevaa
nurkkapalaa, koska tédll6in nurkkien kokonaiskiertymé olisi nollasta poikkeava.

Toinen tapa saada nurkat oikeisiin asentoihin ei vaadi konjugointia. Siind jér-
jestetddn nurkkapalat aluksi jonoon (z1,%s,...,,), jossa sama pala voi esiintyi
useammin kuin kerran, mutta kaksi peridkkiistd palaa sijaitsevat aina vierekkiin
(eli samalla sarméalld). Taméan jilkeen kidydédén lépi paloja jonon alusta lahtien.
Aina kun l6ydetdin vairin piin oleva pala xp, missd & < n, kiiytetddn opittua
algoritmia paloihin zy ja xxy1, niin ettd pala xp tulee oikeaan asentoon. Lopulta
kaikki palat zi,...,x,_1 ovat oikeassa asennossa, ja koska kokonaiskiertyman on
oltava nolla, myé6s z,, on oikeassa asennossa.

Reunapalojen tapauksessa menetelliin aivan samalla tavalla kuin nurkkapa-
loilla. Tarvittava ruutujen numero nikyy kuvasta 27, jossa kuutio on kuvattu pe-
rusasemassa edestd ja takaa. Ruutujen numeroiden ajatellaan nyt kuuluvan ryh-
méan Zs. Nollaruutuja ovat kaikki siniset ja virhedt ruudut ja niissi paloissa, joissa
kumpiakaan ei esiinny, keltaiset tai valkoiset ruudut.

Kuva 27: Reunapalojen numerointi

Samoin kuin aikaisemmin, perusasemassa olevien nollaruutujen paikat merki-
tadn, ja palan x kiertyma k, (o) méérdytyy siitd, mikd palan ruuduista sattuu ole-
maan merkitylli paikalla. Aseman o kokonaiskiertymé K (o) on kaikkien palojen
kiertymien summa.

Lause 6.7. Sdrmdpalojen kokonaiskiertymd K(o) ei muutu perussiirroissa.

Todistus. Kaydaan kaikki perussiirrot 1api. Siirrot U ja D siirtavéit jokaisen mer-
kitylla paikalla olevan ruudun jilleen merkitylle paikalle, joten ne eivit muuta
kokonaiskiertyméa. Toisaalta siirrot L ja R siirtavit jokaisen merkitsemdattomdlld
paikalla olevan ruudun jilleen merkiseméattomalle paikalle, joten kokonaiskiertymé
ei niissikaian muutu.
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Jaljelle jaa tutkia, mitd tapahtuu siirroissa F' ja B. Ne ovat palojen numeroin-
nin ja paikkojen merkitsemisen suhteen symmetrisii, joten riittda tutkia toista
niistd. Nimetddn siirtoon osallistuvat sirmépalat numeroilla 1, 2, 3 ja 4 ja merki-
tadn nédiden kiertymia alkuperiisessd asemassa k;(o) = n;. Kuvassa 28 on néytet-
ty, miten perussiirto vaikuttaa palojen kiertymiin. Sirmépalat on taiteltu auki ja
merkityilld paikoilla sijaitsevat ruudut on tummennettu.

n, n,+1
n,+1 n n,
—
n,+11 Ny O n, |n,+1 n; |n,+1 n,+1| n,
n,+1 n,
n, n,+1

Kuva 28: Perussiirron vaikutus sirmépalojen kiertyméin

Kuvasta ndhdaén, ettd tarkasteltavien neljan palan kiertymien summaksi tulee
uudessa asemassa

4
Y ki(moo)=(ni+1)+ (na+1)+ (ns+1) + (na + 1)
=1

:n1+n2+n3—|—n4+4 (ZQISS&4:0)

=n1+n2+n3+n4.

Reunapalojen kokonaiskiertyma ei siis muutu myoskian perussiirroissa L tai R. O

Sarmépalat voidaan nyt saada oikeisiin asentoihin samalla periaatteella kuin
reunapalatkin.

7 Rubikin kuution laajennoksia

Tavallista Rubikin kuutiota voidaan laajentaa monilla tavoilla. Ensi nakemalta
ndma uudet versiot vaikuttavat paljon hankalammilta ratkaista, mutta tarkempi
tarkastelu osoittaa, ettd samat perusideat ovat edelleen voimassa monimutkaisem-
missakin muunnelmissa.
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7.1 Suuremmat kuutiot

Ensimmaiseksi mieleen tuleva tapa laajentaa kuutiota on lisdtd sdrméan pituut-
ta. Talla tavalla saadaan muun muassa suositut 4 x 4 x 4- ja 5 x 5 x 5-kuutiot.
Vaikka ruutujen méaird — ja samalla myts mahdollisten asemien méaird — kas-
vaa naissi laajennoksissa huimasti, kuution perusrakenne siilyy kuitenkin samana.
Siksi talld kurssilla osoitettuja tuloksia voidaan yleensd soveltaa sellaisinaan. Esi-
merkiksi nurkkapaloja on edelleen kahdeksan kappaletta, ja jokainen perussiirto on
nurkkapalojen paikkojen suhteen pariton permutaatio. Kommutaattoreilla voidaan
tuottaa paikkojen 3-sykleja seki erilaisia asentoryhmén siirtoja, ja palojen koko-
naiskiertymistd saadaan invariantteja samaan tapaan kuin yksinkertaisemmassa-
kin kuutiossa.

Suuremmissa kuutioissa keskipalatkin saavat merkityksen. Jos sdrmén pituus
on pariton, kuutiossa on joka tahkolla yksi keskimméinen pala, jonka voi ajatella
pysyvan aina paikallaan. Téastd keskimmaéisestd palasta voi padtelld kunkin sivun
varin missd tahansa asemassa. Jos sirmén pituus on enemmain kuin kolme, on
kuutiossa kuitenkin useampiakin keskipaloja, jotka koostuvat vain yhdestid ruu-
dusta, ja niiden paikalleen saaminen vaatii omanlaisensa siirtosarjat. Siirtosarjoi-
hin tarvitaan nyt myos keskitahkojen siirtoja, joita ei endé voida jattda huomiotta.
Kommutaattorit kuitenkin tehoavat edelleen, ja tilannetta helpottaa se, ettd kukin
keskipala voi olla vain yhdessi asennossa.

Kuutiossa, jonka sdrmén pituus on parillinen, ei sen sijaan ole sellaisia keskim-
maisid paikallaan pysyvia paloja, joista voisi aina tarkistaa kuution sivujen oikean
varin. Téllaisessa tapauksessa voidaan kuitenkin turvautua nurkkapaloihin. Nurk-
kapalojen rakenteesta johtuen kuutiossa vastakkaisten sivutahkojen vérit on aina
madritty. Jos perusasemassa valkoinen sivu on keltaista vastassa, ei kuutiossa voi
olla nurkkapalaa, jossa olisi seké valkoinen ettd keltainen ruutu. Téten valkoinen ja
keltainen sivu eivéit voi ikind olla vierekkiin. Kuution sivujen miaraamiseksi riittaa
siis valita yksi nurkkapala, esimerkiksi sini-kelta-punainen. ja ajatella tuon nurk-
kapalan olevan aina oikealla paikallaan. Niin selvidd, missd sininen, keltainen ja
punainen sivu sijaitsevat kussakin asemassa, ja muut sivut ovat néille vastakkaisia.
Kuvassa 29 on 4 x 4 x 4-kuutio, jonka nurkkapalasta nékyy, ettd kuution punainen
sivu on katsojaan péin ja sininen sivu ylospain. Takasivu on t&lloin oranssi, vasen
sivu valkoinen ja alasivu virhea.

Parillissédrmaisilla kuutioilla on toinenkin erikoispiirre. Keskitahkojen siirrot
voidaan nimittdin jakaa reuna- ja keskipaloja liikuttaviin osiin, joista edellinen
on pariton permutaatio ja jalkimmaiinen parillinen. Parillinen keskipalojen siirto
voidaan tuottaa 3-syklien avulla, joten my0s reunapalojen pariton permutaatio
on mahdollinen siirto. Téllaisilla kuutioilla voidaankin tehda esimerkiksi kahden
reunapalan vaihto, joka ei onnistu paritonsarmaisilla kuutioilla.
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Kuva 29: 4 x 4 x 4-kuutio, “Rubikin kosto”

Sarmén pituuden lisddntyessd kiytdnnon ongelmaksi tulee ratkaisualgoritmin
pituus. Kuutiossa, jonka sdrméan pituus on kuusi, on jo 96 keskipalaa. Niiden
kaikkien paikoilleen saaminen 3-syklien avulla on melkoisen tyolasta.

7.2 Muita ruutujen mairain perustuvia laajennoksia

Kuution ruutujen méaraé voi lisitd myos tekemdlld kuutiosta neli- tai useampi-
ulotteisen. Téllaisten kuutioiden késitteleminen onnistuu yleenss vain tietokoneen
avulla. Ulottuvuuksien lisddntyessa eri pala- ja siirtotyyppejd tulee huimasti lisié,
mutta ratkaisun perusideat eivit kuitenkaan muutu.

Toinen peruskuution muunnelma ovat kiyttdaa kuution sijasta erimuotoisia kap-
paleita. Rubikin kuution tapaisia pelejd voidaan tehdd sekd sddnnéllisistd ettd
epasiaannollisistd monitahokkaista, ja ndiden avulla saadaan aikaan monenlaisia
algebrallisia struktuureja. Kuitenkin niin kauan kuin on mahdollista tuottaa 3-
syklejd, voidaan ratkaisua aina ldhestyd niiden avulla. Siirtojen parillisuuskysy-
mykset voivat erimuotoisissa kuutioissa sen sijaan olla hyvinkin erilaisia.

7.3 Superkuutio

Edelld mainituissa Rubikin kuution muunnelmissa on sama tavoite kuin perintei-
sessd kuutiossa: saada eriviriset ruudut samoille paikoille kuin perusasemassa. Ky-
se on siis ruutujen paikkojen permutaatioista. Jos ruutuja on n kappaletta, kuu-
tion siirtoja vastaavan permutaatioryhmén voi ajatella symmetrisen ryhmén S,
aliryhmaéksi, olipa kyse sitten tavallisesta kolmiulotteisesta kuutiosta tai vaikkapa
seitsenulotteisesta ikosaedrista.

Yksi mahdollisuus perustavoitteen muunnelmaksi on tarkastella keskipalojen
asentoja. Nurkka- ja reunapalojen asennot maaraytyvit, kun niiden ruudut asettaa
oikealle paikalleen. Keskipaloissa on kuitenkin vain yksi ruutu, ja keskipalaa voi
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siksi kiertdd itsensd ympéri, ilman ettd mikddn ruutu joutuu véairille paikalle.
Jos tavoitteeksi otetaan myos keskipalojen asentojen palauttaminen samaksi kuin
alussa, saadaan ns. superkuutio-ongelma.

Tarkastellaan ldhemmin 3 x 3 x 3-kuution superkuutio-ongelmaa. Koska kyse ei
enad ole pelkistddn ruutujen paikoista, ei voida ajatella eri asemien muodostavan
aliryhmiéa kaikkien ruutujen permutaatioiden ryhméssa Ss4, kuten aiemmin teh-
tiin. Algebralliseen perusstruktuuriin tarvitaan siis jonkinlainen laajennos, toisin
kuin ruutujen maérddn perustuvissa Rubikin kuution muunnelmissa.

Yksi vaihtoehto perusstruktuurin laajentamiseksi on seuraava: Koska keskipa-
lojen voidaan edelleen ajatella pysyvin kaikissa siirroissa paikoillaan ja keskipa-
loja koskevat siirrot ovat riippumattomia muita paloja koskevista siirroista, voi-
daan haluttu laajennos toteuttaa tuloryhméné. Kukin keskipala voi olla neljassa
eri asennossa, ja niméi asennot voidaan ajatella numeroiduiksi syklisen ryhmén Z,
alkioilla. T#ll3 tavalla saadaan laajennetuksi ryhméksi suora tulo Syg x Z§, jossa on
ensimmaisend tekijind nurkka- ja reunaruutujen permutaatioryhmaé ja seuraavina
kaikkien kuuden keskipalan asentoryhmit.

Toinen mahdollisuus on lisdtd kuutioon keinotekoisia ruutuja. Jos ajatellaan
my0s jokainen keskipala jaetuksi neljddn ruutuun, jotka sijaitsevat kaikki samalla
sivulla, voidaan néiden valeruutujen paikoista paatelld keskipalan asento. Téllai-
nen jako on esitetty kuvassa 30, josta nakyy samalla, miten perussiirto vaikuttaa
keskipalan asentoon. Yksi keskipalan ruuduista on viritetty mustaksi selvyyden
vuoksi. Jakamalla keskipala ruutuihin voidaan jélleen ajatella eri asemien muodos-
tavan aliryhmén kaikkien ruutujen permutaatioiden ryhméssi, mutta nyt ruutuja
on yhteensi 64, joten kyse on ryhméan Sg, aliryhméstd. Taméa ryhmé on kooltaan
paljon suurempi kuin ensimmaéisen laajennosvaihtoehdon tuloryhmé, mutta koska
kyse on nyt vain ruutujen lisddmisestd, voidaan aikaisempia ideoita jilleen kiyttaa
hyvéksi.

R71
3
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Kuva 30: Keskipalojen jako ruutuihin ja perussiirron vaikutus keskipalan asentoon

Tutkitaan nyt, minkéilaisia kommutaattoreita keskipalan liikkeistd saadaan. T4-
td varten luovutaan nyt niistd periaatteesta, ettd keskipalat pysyisivit aina paikal-
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laan ja keskitahkon kierto tulkittaisiin rinnakkaisten sivutahkojen kierroksi. Perus-
siirrot (keskitahkojen siirrot mukaanlukien) nimet&én kuitenkin edelleen totuttuun
tapaan.

Ensinnékin on huomattava, ettd jokainen siirto, joka siirtdé jonkin keskipalan
paikaltaan, siirtdd samalla myds vastakkaista keskipalaa. Néin ollen keskipalojen
paikkaryhmaéssd on mahdotonta 16ytda kahta permutaatiota, joiden yhteiseen kan-
tajaan kuuluisi vain yksi keskipala. Kommutaattoriperiaatteella (lause 6.3) ei siis
saada aikaan paikkojen 3-syklid. Paikkaryhmaissd pienin yhteinen kantaja, eli kah-
den vastakkaisen keskipalan pari, saadaan esimerkiksi valitsemalla siirroiksi kahden
eri keskitahkon perussiirrot. Tdma on tdh&n mennessi esilld olleista kommutaatto-
risiirroista yksinkertaisin, ja se tuottaa vastakkaisten keskipalojen 3-syklit kuvan
31 mukaisesti. Kuvasta kuutio on kuvattuna edesté ja takaa. Tama siirtosarja on
helppo suorittaa, ja tulos on niyttiva, mutta siirtosarja ei itse asiassa auta keski-
palojen oikean asennon loytamisessa.

=

— |

Kuva 31: Vastakkaisten keskipalojen 3-syklit

Toinen mahdollisuus kommutaattorin tuottamiseen on valita sellaiset siirrot,
joista toinen kiertia keskipalaa paikallaan ja toinen siirtdd sen johonkin muuhun
paikkaan. Kiertiviksi permutaatioksi 7 voidaan valita esimerkiksi perussiirto U.
Siirtdva permutaatio o saadaan puolestaan helposti kolmen keskitahkon siirron
yhdistelméné FsLg'Ug' (oikeastaan konjugaattisiirto). N#istd muodostetun kom-
mutaattorin [0, 7] tuloksena sininen keskipala kiertyy vastapdivddn ja keltainen
keskipala my6tapdivadn. Siirtosarja on esitetty kuvassa 32. Huomaa, ettd keski-
palojen liikuttaminen vaikuttaa siirtojen merkitsemistapaan, ja siksi esimerkiksi
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siirto Lg kiertdd kuvassa kuution ylapinnan suuntaista keskitahkoa.

Kuva 32: Keskipalojen kierto

Keskipalojen kiertymét &, (o) voidaan mééritelld samaan tapaan kuin luvussa
6.5. Talloin kukin kiertymé on ajateltava Z4:n alkioksi. Koska yhden sivutahkon
kierto muuttaa vain yhden keskipalan kiertymai yhdelld, keskipalojen kokonais-
kiertyméd Ky (o) voi olla mikd tahansa luvuista 0, 1, 2 tai 3. Edelld kuvattu siirto-
sarja ei vaikuta kokonaiskiertyméén, joten tarvitaan muitakin siirtoja keskipalojen
asentojen ratkaisemiseksi.

Nimitetadn tassa yhteydessi perusasemakst sitd asemaa, jossa kaikki palat ovat
oikeilla paikoillaan ja oikeissa asennoissa, mukaanlukien keskipalat. Sellaisia ase-
mia, joissa kaikki palat ovat oikeilla paikoillaan ja nurkka- ja reunapalat lisdksi
oikeissa asennoissaan, kutsutaan vanhaksi perusasemaksi. Vanhasta perusasemas-
ta toiseen siirtyminen vaatii parillisen maédrén sivutahkojen perussiirtoja, silld né-
mé perussiirrot ovat parittomia permutaatioita, jollei keskipaloja oteta lukuun.
(Keskitahkon perussiirto lasketaan téssé jélleen kahdeksi sivutahkon perussiirrok-
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si.) Koska perusasemassa keskipalojen kokonaiskiertymé on 0, tdytyy jokaisessa
vanhassa perusasemassa kokonaiskiertymén olla joko 0 tai 2.

Edellisen paittelyn nojalla keskipalat saadaan oikeaan asentoon seuraavasti:
Ratkaistaan kuutio vanhan mallin mukaan, jolloin pdddytddn johonkin vanhaan
perusasemaan. Keskipalat voivat olla nyt viarissi asennoissa, mutta niiden koko-
naiskiertymé on 0 tai 2. Jos se on 0, keskipalat saadaan oikeisiin asentoihin ylla
kuvattua siirtosarjaa soveltamalla. Jos kokonaiskiertyma on 2, tehd&in ensin kaksi
perussiirtoa esimerkiksi kiertdmaélla yhta sivutahkoa puoli kierrosta. Télloin ko-
konaiskiertyméksi tulee 0. Paikoiltaan siirtyneet nurkka- ja sidrmépalat voidaan
nyt palauttaa perusasemaan soveltamalla aiemmin opittuja algoritmeja, jotka ei-
vdt vatkuta keskipalojen kiertymiin. Tuloksena saadaan vanha perusasema, jossa
keskipalojen kokonaiskiertymé on 0, ja tdhidn voidaan jalleen soveltaa keskipaloja
kiertavai siirtosarjaa.
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