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Sain idean tdmén kurssin pitdmiseen luettuani Jyrki Lahtosen artikkelin Rubikin kuutio
ja permutaatioryhmdt (http://users.utu.fi/lahtonen/rubik.html). Olen kiyttanyt
suoraan tuossa artikkelissa esitettyja algoritmeja kuution ratkaisemiseksi, vaikka ylei-
sestéd teoriasta voidaankin johtaa myo6s lukuisia muita ratkaisuun sopivia siirtosarjoja.
Olen myo6s lainannut artikkelista idean Rubikin kuution symmetriaryhmén jakamisesta
asento- ja paikkaryhmiin sekd menetelmén 3-syklien tuottamiseksi kommutaattoreiden
avulla. Muun materiaalin olen tuottanut itse tai ottanut alan peruskirjallisuudesta. Esi-
tetyt todistukset ovat omaa késialaani.

Jokke Hésa, 2.11.2012
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1 Johdanto
1.1 Yleista

Unkarilainen kuvanveistéjé ja arkkitehtuurin professori Erné Rubik kehitti maineikkaan
kuutionsa vuonna 1974. Kuutio oli alun perin erdénlainen harjoitelma tietyn kolmiulot-
teisen rakenteen kehittdmiseksi, mutta siita tuli sittemmin maailmankuulu ongelmanrat-
kaisupeli. Rubik kutsui kuutiotaan itse nimelld "Magic Cube”. Vuonna 1980, kun Ideal
Toys esitteli lelun maailmalle, se nimettiin uudelleen Rubikin kuutioksi.

Rubikin kuutio saavutti lyhyessa ajassa suuren suosion, jota se ei ole vieldkddn menet-
tdnyt. Siitd on tehty monia muunnelmia: erikokoisia, -vérisid ja -muotoisia. Tietokoneen
avulla voidaan tarkastella my6s useampiulotteisia Rubikin kuutioita.

Todelliset harrastajat kdyttavat itse oljydmidén ja virittelemiddn kuutioita saavut-
taakseen mahdollisimman nopeita tuloksia. Maailmalla kilpaillaan paitsi perinteisessa
pyorittelyssd myo6s muun muassa sokkona, jaloilla ja yhdelld kadelld ratkaisemisessa.
Taménhetkinen (29.10.2012) virallinen nopeusennétys on australialaisella Feliks Zem-
degsilla, joka vuonna 2011 ratkaisi kuution nopeimmillaan 5,66 sekunnissa. Myos suo-
malaiset ovat parjinneet kuution mani- ja pedipuloinnissa: vield vuonna 2010 jaloilla
ratkaisemisen maailmanennétys kuului Anssi Vanhalalle ja Ville Seppéselld oli hallus-
saan maailmanennitykset 4 x 4 x 4- ja 5 x 5 x 5-kokoisten kuutioiden sokkoratkaisussa.'

Rubikin kuution ratkaiseminen on paalté katsottuna dérimmaéisen monimutkainen on-
gelma. Erilaisia kombinaatioita tavallisella 3 x 3 x 3-kuutiolla on 43 252 003 274 489
856 000 eli noin 4,3 - 10' kappaletta. Kuitenkin kuution matemaattinen perusrakenne
avautuu melko vahalla vaivalla. Tdmén rakenteen selvittdmisessd ryhméteorian perus-
tyokaluista on paljon apua, ja toisaalta kuutio toimii erinomaisena havaintovélineené
abstraktilta tuntuvien algebrallisten késitteiden oppimisessa.

Ratkaisemiseen tarvittava pyoritysten méara ei ole vield tasméllisesti selvinnyt. Vuon-
na 1998 Michael Reid 10ysi kombinaation, jonka ratkaisemiseen vaaditaan vdhintd&n
26 kappaletta sivutahkon pyoraytyksia neljainnesympyran verran. (Téllaista pyoraytystéa
kutsutaan tésséd materiaalissa perussiirroksi tai perussiirron kadnteissiirroksi.) Toisaalta
Tomas Rokicki osoitti vuonna 2009, ettd minka tahansa aseman ratkaisemiseen tarvi-
taan korkeintaan 29 tillaista siirtoa. Nadiden lukumé&éarien vélissé on viela tilaa tarken-
nukselle. Jos sen sijaan myo6s sivutahkon 180 asteen pyoraytys lasketaan perussiirrok-
si, tuorein ja samalla lopullinen tulos l6ytyy heindkuulta 2010, jolloin Tomas Rokicki,
Herbert Kociemba, Morley Davidson ja John Dethridge osoittivat Googlen laskentate-
hoa kayttéen, ettd kaikki kuution kombinaatiot voidaan ratkaista 20 siirrolla. Tamé& on
my6s paras mahdollinen tulos, silld erdiden asemien ratkaiseminen vaatii juuri 20 siirtoa
(Michael Reidin tulos vuodelta 1995).2

! http://www.worldcubeassociation.org/results/events.php
2 Lahteitd 16ytyy osoitteesta http://en.wikipedia.org/wiki/Optimal_solutions_for_Rubik’s_Cube.



1.2 Kuution rakenne

Rubikin kuution jokainen sivutahko koostuu yhdeksastd kuutionmuotoisesta palasta,
joista 4 on nurkkapaloja, 2 sdrmd- eli reunapaloja ja 1 keskipala. Sivutahkot kdantyvét
keskipisteensd ympaéri, mutta muuten paloja ei voi liikuttaa toistensa suhteen. Niennéi-
sesti my0s keskitahkoja voi kiertdd keskipisteensd ympéri, mutta tdmaé liike voidaan nah-
da myo0s niin, ettéd kaksi keskitahkon rinnalla olevaa sivutahkoa kiertyvéit vastakkaiseen
suuntaan (minka jilkeen koko kuutiota kddnnetédén vield litkkeen suuntaan).
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Kuva 1: Kuution rakenne ja sivutahkon pyoritys.

Mita tahansa yhdistelméd kuution sivutahkojen kdantoja kutsutaan siirroksi. Kaksi
siirtoa samastetaan, mikéli niilld padstdan tietystéd alkutilanteesta samaan lopputilan-
teeseen.

Kuution sivut on véaritetty niin, ettd perusasemassa jokainen sivu on yksivarinen eika
kahdella eri sivulla esiinny samaa vérid. Jokaisella nurkkapalalla on néin ollen kolme
varillistd sivua, joita kutsutaan ruuduiksi. Sirmépalat puolestaan sisiltdvit vain kaksi
varillistd ruutua ja kukin keskipala yhden. Kun kuution sivutahkoja kierretdén, erivariset
ruudut joutuvat eri sivuille ja kuution vérirakenne sekoittuu. Kuution ratkaisemisessa
pyritddn saamaan jokainen kuution sivu jélleen yksivériseksi.

Myynnissé olevien kuutioiden varitykset vaihtelevat. Tamé&n materiaalin puitteissa
oletetaan, ettd sivujen varit ovat keltainen, sininen, punainen, oranssi, virheid ja val-
koinen. Nama vérit sijaitsevat kuutiossa siten, ettd keltainen on vastapéatd valkoista,
ja jos keltainen sivu osoittaa katsojaan pain, muut vérit kiertédvat sivuja myotapaivaan
jarjestyksessi sininen, oranssi, virhed, punainen (ks. kuva 2).

On hyo6dyllistd huomioida heti aluksi, ettd kuution keskipalojen voidaan olettaa py-
syvan paikallaan kuution sivuja pyoritettdessa. Kunkin sivutahkon keskipala nimittéain
pysyy paikallaan, kun kyseisti sivua pyoritetdin', eiké tdma pyoritys tietenkédn vaikuta
mitenkddn muiden sivujen keskipalojen asemiin. Toisaalta keskitahkojen pyorittdminen

! Keskipalat tosin kiertyvat itsensé ympéri, ja jos niiden alkuperiinen suunta merkitdan niihin esimerkik-
si kyndlld, on lisdhaaste yrittda ratkaistaessa palauttaa ne alkuperiisiin asentoihinsa. Tdméa tunnetaan
”superkuutio”-ongelmana.



valkoinen

sininen
punainen

Kuva 2: Kuution véritys.

vastaa kahden rinnakkaisen sivutahkon pyorittamisté, joten sekédén ei muuta keskipa-
lojen keskinéisid asemia. Néin ollen kuution jokaisen sivun alkuperédinen vari voidaan
tunnistaa sen keskipalasta. Tama ei ole mahdollista esimerkiksi 4 x 4 x 4-kuutiossa (ni-
meltddn muuten "Rubikin kosto”), silld siind ei ole mitdédn keskipaloja, jotka pysyisivéit
paikallaan toistensa suhteen.



