2 Permutaatioryhmat

Rubikin kuution siirrot ovat tietynlaisia permutaatioita. Permutaatiot muodostavat ryh-
mid, ja talld tavoin ryhméteorian tyokaluja paadstdan kiyttdmadn kuutio-ongelman sel-
vittdmiseen. Téassd luvussa tutustutaan permutaatioryhmien perusteisiin seké siihen,
millé tavoin kuution siirrot tulkitaan permutaatioiksi.

2.1 Permutaation olemus

Matemaattisen méaaritelmén mukaan permutaatio on bijektio joukolta itselleen. Néin
yksinkertaiselle kasitteelle ei kuitenkaan syyttd ole annettu noin hienoa nimea. Lati-
nan sana "permutatio” tarkoittaa muutosta tai vaihtoa, ja permutaatio kuvaakin joukon
sisdistd muutosta, joka kuitenkin sailyttaé kaikki joukon alkiot sellaisinaan; yleensa ky-
seessé on alkioiden jarjestyksen vaihtuminen.

Vastaostetussa korttipakassa kortit ovat tietyssa perusjérjestyksessa. Kun korttipakan
ensimmaisen kerran sekoittaa, esimerkiksi herttadssan paikalle tulee joku toinen kortti,
vaikkapa patakakkonen. Voidaan ajatella, ettd herttadssd muuttui — tai kuvautui —
patakakkoseksi. On siis tapahtunut korttipakan permutaatio, jossa jokainen kortti on
voinut vaihtua toiseksi, mutta yksikaédn kortti ei ole kadonnut eiké kortteja ole myoskéan
tullut lisaa.

Permutaatiota voidaan tarkastella monelta kannalta. Ensinndkin permutaation voi-
daan ajatella tarkoittavan operaatiota, joka sekoittaa korttipakan tietylld tavalla. Toi-
saalta voidaan ajatella permutaation tarkoittavan sitad lopputulosta, johon alunperin pe-
rusjarjestyksessé oleva korttipakka asettuu tietyn sekoittamisen jalkeen. Toisinaan toinen
tulkinta on sopivampi, toisinaan toinen.

Viela yksi ajattelutapa on syytd mainita. Jos kuvitellaan kaikki uuden korttipakan kor-
tit numeroiduiksi juoksevalla jarjestysnumerolla, voidaan permutaation ajatella muutta-
van nditd jarjestysnumeroita, sen sijaan ettd se muuttaisi itse kortteja. Tamé helpottaa
matemaattista tarkastelua, kun voidaan aina rajoittua johonkin standardiin lukujouk-
koon ja sen bijektioihin tarvitsematta mééaritella erikseen korttien tai muiden esineiden
joukkoja.

2.2 Permutaatioilla laskeminen

Permutaatiot ovat kuvauksia, joten niiden laskutoimitukseksi on luontevaa valita ku-
vausten yhdistaminen. Kahden permutaation tulo on siis o7 = ¢ o 7, ja tuloksena on
kuvaus, jossa suoritetaan ensin oikeanpuoleinen permutaatio 7, sitten vasemmanpuolei-
nen permutaatio o. Laskutoimituksen neutraalialkioksi tulee identtinen kuvaus id, joka
ei muuta alkioiden jarjestystd mitenkaén. Toisaalta permutaation o kdanteisalkioksi tu-
lee kidnteiskuvaus o~ !, joka vaihtaa alkioiden jirjestyksen takaisin siksi, miké se olisi
ollut ennen permutaation o soveltamista. Kdanteisfunktio on aina olemassa, koska per-
mutaatiot ovat bijektioita.

Rajoitutaan nyt tarkastelemaan vain lukujoukkojen N,, = {1,2,...,n} permutaatioi-
ta. Joukolla IV, on yhteensid n! permutaatiota, mikd nahddan tuloperiaatteen avulla:



ensimmaiselle alkiolle voidaan valita uusi paikka n:lla tavalla, tdmén jilkeen toiselle
voidaan valita uusi paikka (n — 1):114 tavalla jne.

Maaritelma 2.1. Symmetrinen ryhmd S, on kaikkien joukon N,, permutaatioiden muo-
dostama ryhma. Ryhman laskutoimituksena on kuvausten yhdistdminen, neutraalialkio-
na identtinen kuvaus id ja alkion o € S,, kidnteisalkio on kidnteiskuvaus o~

Kuten aiemmin mainittiin, jokaisen darellisen joukon alkiot voidaan varustaa jarjes-
tysnumerolla, jolloin joukon permutaatioiden voidaan ajatella olevan jonkin joukon N,
permutaatioita. Tamén vuoksi voidaan darellisessa tapauksessa aina rajoittua tutkimaan
symmetristen ryhmien S,, ominaisuuksia. Téllaisten ryhmien alkioita (mikéli n ei ole
kohtuuttoman suuri) voidaan merkité seuraavalla tavalla:

o= 1 2 3 ... n
~\o(1) a(2) o(3) ... o(n))’
Esimerkki 2.2. Olkoon permutaatio o € Sy sellainen, ettd o(1) =2, 0(2) =3,0(3) =1
ja o(4) = 4. Tata permutaatiota voidaan nyt merkitd seuraavasti:

(12 3 4
7= \2 31 4)°

Kun tdmé permutaatio kerrotaan vasemmalta erddlla toisella permutaatiolla, tuloksena

12 3 4\(1 2 3 4\ (1 2 3 4
2 1 4 3)\2 31 4) \1 4 2 3)°

Toisaalta permutaation o kaédnteisalkio on
1 (1 2 3 4
7 T\3 1 2 4)

Perusasemassa olevan Rubikin kuution kukin sivu on tietyn virinen ja jaettu yhdeksain
ruutuun. Kun Rubikin kuution tahkoja pyorittda, ndiden ruutujen paikat sekoittuvat.
Jos ajatellaan jokainen ruutu keskiruutuja lukuunottamatta numeroiduksi tietylld jar-
jestysluvulla, voidaan kuutiota tarkastella joukkona Njg. Jokainen kuution siirto siis
vastaa tiettya joukon Nyg permutaatiota eli symmetrisen ryhmén Syg alkiota. (Keskipa-
lojen ajatellaan pysyvéin aina paikoillaan.) Niitéd alkioita on yhteensd 48! ~ 1,24 - 106!
kappaletta. Kuitenkaan kaikkia joukon S48 permutaatioita ei voida muodostaa kuution
siirroilla. Esimerkiksi punaisen ja sinisen sivun reunassa olevan sdrmapalan punaista
ruutua ei voi vaihtaa sinisen ja keltaisen sivun reunan sidrmépalan sinisen sivun ruu-
dun kanssa. Talloin nimittdin kuutioon tulisi sirmépala, jolla olisi kaksi sinistd ruutua.
Tallaista palaa ei alkuperdisessé kuutiossa kuitenkaan ole, eivatkéa siirrot voi muuttaa

2.3 Rubikin ryhma



palojen rakennetta. Toisaalta on paljon muitakin siirtoja, jotka eivét ole mahdollisia. Esi-
merkiksi minkddn sdrmépalan kahta ruutua ei voi vaihtaa keskenédén ilman ettd muutkin
ruudut muuttuisivat. Syy tdhdn ndhddin mybhemmin.

Rubikin kuution mahdolliset siirrot muodostavat ryhméan. Jos nimittédin tehddéan kak-
si mahdollista siirtoa perdkkain, tulos on edelleen mahdollinen siirto. Toisaalta se, ettei
tee mitddn, on myts mahdollinen siirto, ja tdmaé siirto vastaa identtistd permutaatiota.
Edelleen minké tahansa siirron voi peruuttaa kaantadmaélla tahkoja péinvastaisessa jar-
jestyksessa toiseen suuntaan, joten minké tahansa mahdollisen siirron kaénteissiirto on
my0s mahdollinen.

Maaritelma 2.3. Olkoon X joukko, johon kuuluvat kaikki Rubikin kuution ruudut
keskiruutuja lukuunottamatta. Rubikin ryhmd R on sellainen joukon X permutaatioiden
joukko, jonka jokainen alkio vastaa jotakin Rubikin kuution laillista siirtoa. Rubikin
ryhmé voidaan tulkita symmetrisen ryhmén Syg aliryhméksi.

Kun konkreettisten objektien jarjestyksen muutos tulkitaan permutaatioksi, tulkin-
nassa on aina useita kaksi vaihtoehtoja. Jotta véltyttaisiin ristiriidoilta, on kiinnitettava
jokin Rubikin ryhmén siirtojen tulkinta, jota tullaan jatkossa kédyttdmé&an.

Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi vain yhté sivua ja sen ruutuja. Kuvassa 3 né-
kyy erés siirto, joka permutoi ruutuja. Kuvassa ruutujen paikat on numeroitu vapaava-
lintaisella tavalla, ja valkoisten ruutujen oletetaan pysyvéin paikallaan. Siirron permu-
taatioesitys saadaan nyt seuraavasti:

1) Katsotaan, mikéd ruutu on paikalla i.
2) Katsotaan, milla paikalla j kyseinen ruutu on siirron jélkeen.

3) Sanotaan, etté etsittdvd permutaatio kuvaa luvun ¢ luvuksi j.

Talld tavalla tulkittuna kuvan siirto on permutaatio (§3343$718).

Kuva 3: Erds Rubikin ryhmén siirto.

Rubikin ryhmén keskeisimmét alkiot ovat niin sanotut perussiirrot, joilla tarkoitetaan
kunkin tahkon neljannesympyrén suuruista pyordhdystd myotapéivaan. Naita siirtoja
merkitdan kirjaimilla U, D, F, B, L ja R seuraavan kuvan mukaisesti. (Tdm& on ylei-
sesti kiytetty merkintdtapa, jonka esitteli David Singmaster.) Kuvassa sininen sivu on
ylhéalla ja keltainen sivu osoittaa katsojaan péin.

Keskitahkojen pyoritys vastaa sitd, ettd pyoritetddn molempia rinnakkaisia sivutah-
koja vastakkaiseen suuntaan ja sitten kddnnetdén koko kuutiota takaisinpdin. Tamén
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Kuva 4: Kuution perussiirrot ja keskitahkojen siirrot.

vuoksi keskitahkojen pyoritysta ei tarvitse ottaa erikseen huomioon. Merkintéjen hel-
pottamiseksi voidaan néitéd "ndennéisperussiirtoja” kuitenkin merkita kirjaimilla Ug, Fig
ja Lg oheisen kuvan mukaisesti. (Alaindeksi tulee englannin sanasta "slice”.) Oikeastaan
siis Us = UD™!, Fg = FB~! ja Lg = LR™!, ja niihin on vield lisittiavi koko kuution
kaantaminen.

Rubikin ryhmé on méaritelmansd mukaisesti perussiirtojen virittdma, eli jokainen
Rubikin ryhmén alkio voidaan muodostaa &érellisenéd tulona perussiirroista tai niiden
kaédnteisalkioista.

Sitd ruutujen jarjestysté, johon perusjirjestyksessé oleva Rubikin kuutio joutuu tietyn
laillisen permutaation jéalkeen, kutsutaan kuution tilaksi. Jokaista tilaa vastaa siis tietty
permutaatio, ja monesti tiloja nimitetdankin my6s permutaatioiksi. Jos mihin tahansa
tilaan sovelletaan kyseisté tilaa vastaavan permutaation kddnteisalkiota, saadaan kuutio
palautetuksi perusjarjestykseen. Ongelmana on vain se, ettd kyseistd kdanteisalkiota ei
ole helppo palauttaa perussiirroiksi.

Maaritelmsd 2.4. Olkoon kuution tilaa vastaava permutaatio o. Kyseisen tilan rat-
kaiseminen tarkoittaa kiinteispermutaation o~! ilmaisemista perussiirtojen ja niiden
kéaanteisalkioiden avulla.

Rubikin kuution ratkaisualgoritmi on jokin menetelmé, jolla miké tahansa tila voi-
daan ratkaista. Ratkaisualgoritmin l6ytadmiseksi tullaan jatkossa syventymé&an Rubikin
ryhmén rakenteeseen. Sitd varten taytyy kuitenkin ensin tutustua eréisiin permutaatio-
ryhmié koskeviin késitteisiin.

2.4 Syklit
Syklit ovat permutaatioita, jotka kuvaavat joitain alkioita kehéssé toinen toisilleen:
T1+r—=> X2 = XT3 == Ty t— T1.

Muut alkiot sykli pitda paikallaan.
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Maaritelma 2.5. Olkoon X jokin &érellinen joukko. Joukon X permutaatiota ¢ nimi-
tetddn sykliksi, jos 10ytyy sellainen x € X, ettd kaikilla y € X pétee
y=o"(x) jollain k€ N tai o(y) =y.

Koska joukko X on &arellinen ja permutaatiot ovat bijektioita, voidaan todistaa, etta
jollain n > 0 pétee 0" (x) = x. Pieninta téllaista lukua n kutsutaan syklin pituudeksi.
Toisaalta syklié, jonka pituus on n, kutsutaan n-syklikss.

Kuva 5: Eras 4-sykli.

Syklié, jonka pituus on n, voidaan merkita seuraavasti:
(z o(x) o(z) ... " 1 (z)).

Jos n = 2, syklid nimitetdan vaihdoksi tai transpositiokst.

(1 2 3 456
=\1 36 25 4
on 4-sykli, silli 3 = 0(2), 6 = 0%(2), 4 = 03(2), 2 = 0%(2) ja toisaalta o(1) = 1

ja o(5) = 5. Voidaan merkitd o = (2364) tai yhtd hyvin esimerkiksi o = (3642) tai
o = (4236). Sen sijaan permutaatio

(123456
™11 325 6 4

ei ole sykli, koska 3 = 0(2) ja 2 = 0%(2), mutta o(4) # 4.

Esimerkki 2.6. Permutaatio

Jokainen permutaatio voidaan kirjoittaa erillisten syklien tulona. Tam& merkintédtapa
on yksikéasitteinen lukuunottamatta sité, etté jokainen n-sykli voidaan kirjoittaa n:lla eri
tavalla ja lisdksi syklit voidaan kirjoittaa tuloksi missé jarjestyksessd tahansa (erilliset
syklit ovat keskenddn vaihdannaisia). Sykliesitys 16ydetdan lahtemilla jostain alkiosta
x ja muodostamalla siitd lahteva sykli (x o(x)...). Sen jilkeen otetaan jokin alkio y,
joka ei esiinny jo muodostetussa syklissd ja muodostetaan siité lahteva sykli (y o(y)...).
Niin jatketaan, kunnes uusia alkioita ei enda 16ydy.
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Esimerkki 2.7. Edellisen esimerkin permutaatio 7 voidaan kirjoittaa syklien tulona
muodossa 7 = (1)(23)(456).

Yhden alkion syklejé ei tarvitse merkita sykliesitykseen. Talloin edellisen esimerkin
sykliesitys olisi yksinkertaisemmin kirjoitettuna 7 = (23)(456). Jos sykliesityksessd on
vain yhden alkion syklejé eli kyseessa on identtinen permutaatio, niin talldin yksi 1-sykli
on kuitenkin merkittava.

Jotta kuvauksen arvoa merkittdessa eivat sulut menisi sekaisin 1-syklin kanssa, mer-
kitddn toisinaan selvyyden vuoksi kuvaussulkuja hakasuluilla esimerkiksi seuraavasti:
7(4) = (23)(456)[4] = 5.

2.5 Permutaation etumerkki

Permutaatiot voidaan jakaa ns. parillisiin ja parittomiin permutaatioihin sen mukaan,
koostuvatko ne parillisesta vai parittomasta méaérasta 2-sykleja eli vaihtoja. Seuraavaksi
on tarkoitus osoittaa, ettd jokainen permutaatio voidaan kirjoittaa vaihtojen tulona ja
ettd vaikka tietty permutaatio voidaan kirjoittaa téllaisena tulona usealla eri tavalla,
vaihtoja tulee kuitenkin joka tapauksessa joko parillinen tai pariton mé&ara.

Lause 2.8. Jokainen darellisen joukon permutaatio voidaan muodostaa 2-syklien tulona.
Toisin sanoen 2-syklit virittdvdt ryhmdn S,,.

Todistus. Lahdetadn liikkeelle permutaation sykliesityksesti. Jos permutaatiossa esiin-
tyy n-sykli 7 = (z122...x,), korvataan tdma vaihtojen tulolla

7' = (w122)(x223) - - - (Tp—12n).

Helposti ndhdéén, ettd 7 = 7/. Jos nimittdin y # zj kaikilla k, niin 7(y) = y = 7/(y).
Toisaalta jos 1 < k < n, niin 7(xg) = Tk11, ja tdlloin

T (xp) = (z122) (223) - - - (Tp—128) (TpTr1) - - (Tno170) [
= (z122)(v273) -+ - (Tp—12) (T Th11) [T
= (z122)(2223) - - - (Tp—12k) [T 11] = Thy1-

Edelleen 7(x,) = x1, ja

7 (20) = (2122) (w223) - -+ (Tn—2Tn_1)(Tn_12Zn)[Tn]

= (z122)(w223) - - (Tp—2%p—1)[Tn—1]

= (x129)[x2] = 1.

Kun jokainen sykliesityksen sykli korvataan edelld mainitulla tavalla, saadaan permu-
taatio esitetyksi vaihtojen tulona. O
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Olkoon o € S,,. Merkitdan

Merkitéan lisiksi A(id) = A,,.
Esimerkki 2.9. Jos o € S5, niin

Afo) = (0(2) = a(1))(0(3) = a(1)) (¢(3) = 0(2)).
Talloin erityisesti
Alid)=A3=(2-1)3-1)83-2)=1-2-1=2,
A((12)=(1-2)3-2)3-1)=-1-1-2= -2,
ja A((123))=3-2)(1-2)(1-3)=1-(-1)-(-2) =2.

Huomaa, ettd tulon A(o) eri arvot poikkeavat toisistaan vain etumerkiltdan.

Tulon A(c) avulla voidaan maaritelld permutaation etumerkki. Osoitetaan kuitenkin
sitd ennen eras tekninen aputulos. Tama tulos selittda samalla edellisessd esimerkissa
havaitun tulon etumerkkiin liittyvan ilmion.

Lemma 2.10. Kaikilla 0,7 € S,, pitee A(or) = (—=1)* - A(0), missi k on sellaisten
parien i,j € Ny lukumddrd, joilla j < i mutta 7(j) > 7(i). Erityisesti, jos o = id, vdite
pitee muodossa A(T) = (—=1)F - A,,.

Todistus. Todistus perustuu seuraavaan havaintoon: koska 7 on bijektio, lukujen ¢ ja j
kéydessia kertaalleen joukon N, parit lapi, myos arvot 7(i) ja 7(j) kdyvat kertaalleen
lapi samat parit, joskin eri jarjestyksessd. Tamén tiedon perusteella voidaan luvuilla 2
ja j indeksoityjé tuloja indeks6ida yhtd hyvin luvuilla 7(3) ja 7(7).
Aina kun i < j, patee joko 7(i) < 7(j) tai 7(j) < 7(i), koska 7 on injektio. Néin ollen
tulo A(o7) voidaan aluksi jakaa kahteen osaan:
AoT) = H(m’(j) —o7(i)) = H(O’T(j) —o7(i)) - H(UT(j) —o7(1)).

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
7()<7(j) 7(5)<7(4)

Kéaannetadn jalkimmaéisen tulon tekijat ympari kertomalla ne luvulla —1, ja vaihdetaan
sitten samassa tulossa kertomisindeksit ¢ ja j paittéin:

H(JT(j) —o7(i)) = H —(o7(i) —o7(j)) = H —(o7(j) — o7(0)).

1<i<j<n 1<i<j<n 1<j<i<n
7(5)<7(3) 7(5)<7(3) T(1)<7(4)

Jos nyt merkitdan kirjaimella k& niiden parien ¢, 7 € N,, lukumaéraé, joille patee j < i ja
7(j) > 7(i), ndyttaa kokonaistulo talta:

Aor) = H(JT(j) —o7(i)) - H —(o7(j) — o7(i))

1<i<j<n 1<j<i<n

7(1)<7(j) 7(1)<7(j)

= (—l)k . H(m’(j) —o7(i)) - H(JT(j) —o7(1)).
1<i<j<n 1<j<itn
7(1)<7(j) 7(1)<7(j)
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Ensimmaéisessa tulossa esiintyy nyt sellaisia tekijoitd, joilla ¢ < j, toisessa sellaisia,
joilla j < ¢. Muita vaihtoehtoja ei kuitenkaan ole niin kauan kuin 7(7) < 7(j). Néain ollen
tulot voidaan yhdistaa, jolloin saadaan

AoT) = (—1)k . H(m’(j) —o7(1)).

Lopulta voidaan kédyttda hyvéksi alussa tehtyd havaintoa. Y1la olevassa tulossa luvut
7(2) ja 7(j) kdyvat kerran lapi kaikki sellaiset joukon N, parit, joille patee 7(i) < 7(j).
Téten tulo voidaan kirjoittaa vield kerran uudelleen korvaamalla 7(i) =i’ ja 7(j) = j":

A(or) = (=1)*- [ (0() = o) = (-1)" - A(o).

0<i'<j'<n
Néin on véite todistettu. O

Maaritelma 2.11. Permutaation o € S,, etumerkki on

Alo)
A,

sign(o) =
Edellisen lemman perusteella kaikilla o € S,, patee sign(c) = +1. Permutaatiota kutsu-
taan parilliseksi, jos sen etumerkki on 1, ja parittomaksi, jos etumerkki on —1.

Aputuloksesta 2.10 saadaan tulkinta permutaation o etumerkille: se kertoo, onko sel-
laisia pareja i < j, joille pétee o(i) > o(j) (eli jotka vaihtavat jérjestystd), parillinen vai
pariton méaara. Aputuloksen avulla voidaan helposti todistaa myos eras tiarkeéd etumerkin
ominaisuus.

Lemma 2.12. Kaikilla o,7 € S,, pitee sign(o7) = sign(o) sign(r).

Todistus. Olkoon k niiden parien ¢,j € N, lukumééra, joilla i < j mutta 7(5) < 7(4).
Lemman 2.10 perusteella pétee

A(r) = (=1)F - A,
joten (—1)* = sign(7). Nyt voidaan laskea samaisen lemman avulla
A(or) = (=1)* - A(0) = sign(7) - A(0).
Jakamalla tdméan yhtdlon molemmat puolet luvulla A, saadaan
sign(o7) = sign(7) - sign(o),
kuten haluttiin. O

Permutaation etumerkin laskeminen mééaritelmén 2.11 perusteella on tyolasta. Seu-
raavan lauseen avulla etumerkki voidaan laskea helposti sykliesityksesté lahtien.
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Lause 2.13. Olkoon o € S,,. Jos sign(o) = 1 eli o on parillinen, jokainen o:n esitys
2-syklien tulona sisaltdda parillisen mddaran tekijoita. Jos taas sign(o) = —1, niin tekijoitd
on pariton maard.

Todistus. Lasketaan ensin mielivaltaisen vaihdon etumerkki kiyttdmalla lemmaa 2.10.
Olkoon 7 = (k1k2) € Sy, jokin vaihto. Liséksi voidaan olettaa, ettd k1 < ko. Lasketaan,
kuinka monella parilla i, j € N,, pétee i < j mutta 7(i) > 7(j), eli kuinka monen parin
jarjestys kadntyy vaihdossa toisin péin.

Olkoon siis ¢ < j. Kaydéaan lapi eri tapaukset.

1) Mikéli @ ¢ {k1,ko} ja j & {ki1,k2}, niin 7(z2) =i ja 7(j) = J, joten 7(i) < 7(j).
Jarjestys ei siis vaihdu.

2) Jos i = ko, taytyy olla j > ko. Talloin 7(i) = k1 < ko < j = 7(j), joten jarjestys
ei vaihdu.

3) Jos j = ki, taytyy olla ¢ < ki, ja tilanne on samanlainen kuin edellisessé tapauk-
sessa. Jérjestys ei vaihdu.

4) Jos i = k1 ja j = ko, niin 7(i) = j > i = 7(j). Tésté tulee siis yksi pari, jonka
jarjestys kaantyy.

5) Jos i = k1 ja j # ko, niin 7(i) = ko ja 7(j) = j. Parin jirjestys kddntyy siis
tasmalleen silloin, kun k1 < j < ks. Téllaisia tapauksia on ko — k1 — 1 kappaletta
(ks. kuva 6).

6) Jos j = ky jai # ki, tilanne on samanlainen kuin edellisessé tapauksessa. Pareja,
joiden jarjestys vaihtuu, on ko — k1 — 1 kappaletta.

ky — ky — 1 kpl
Kuva 6: Vaihdon etumerkin laskeminen.

Yhteensi jarjestyksen kaantavia pareja on 142(ka—k1—1) = 2(ka—k1)+1 kappaletta.
Néin ollen lemman 2.10 mukaan

A(T) = (_1)2(k2_k1)+1 A, = _Am

joten sign(r) = —1.
Olkoon sitten o = 77o - - - Ty, missé jokainen 73 on vaihto. Y1I& suoritetun laskun seké
lemman 2.10 perusteella
sign(o) = sign (7 ) sign(re) - - - sign(7,) = (—=1)™.
Siispd vaihtojen médra m on pariton, jos ja vain jos sign(o) = —1. O

Korollaari 2.14. Olkoon 0 = Ty Ty € Sy, missd jokainen 1, on ny-sykli. Permu-
taatio o on pariton, jos ja vain jos summa (ng — 1)+ (ng — 1) + -+ + (ny — 1) on
pariton.

15



Todistus. Koska lauseen 2.8 perusteella jokainen n-sykli voidaan kirjoittaa n —1 vaihdon
tulona, permutaatio o voidaan kirjoittaa tulona, joka sisdltda (nq — 1) + -+ (n, — 1)
vaihtoa. 0O

Esimerkki 2.15. Permutaatio
(v 23 456 9 10\ _g
“\1 8105609 47 10
voidaan kirjoittaa syklien tulona muodossa o = (2 8)(3 10 7)(4 5 6 9). Syklien pituuden

ovat 2, 3 ja 4. Koska summa (2 —-1)+ (3—1)+(4—1) =1+ 2+ 3 = 6 on parillinen,
niin sign(o) = 1.

w =3
b 00

Lopuksi voidaan vield mainita, ettd etumerkki on itse asiassa ryhméahomomorfismi.

Lause 2.16. Kuvaus o +— sign(o) on homomorfismi ryhmdlta (S, o) kertolaskuryhmdlle

({L —1}, )

Todistus. Koska jokaisella o pétee sign(c) = 1 tai sign(o) = —1, niin sign on kuvaus
Sp — {—1,1}. Toisaalta lemman 2.12 perusteella sign on homomorfismi. O
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