3 Tekijaryhmat

Tekijaryhméan kéasitteen avulla voidaan monimutkainen ryhmé jakaa osiin. Ideana on,
ettd voidaan erikseen tarkastella, miten laskutoimitus vaikuttaa naihin osiin kokonai-
suuksina, ja jattad hetkeksi huomiotta se, mité itse asiassa tapahtuu kunkin osan sisilla.

3.1 Tekijaryhman maaritelma

Tekijaryhmia varten maéaritellaédn aluksi sivuluokat ja normaalit aliryhmaét.

Maaritelms 3.1. Olkoon G jokin ryhmé, jolla on aliryhmé H. Kullakin alkiolla g € G
madritellaan H:m vasen sivuluokka

gH ={gh|he€ H}.
Vastaavasti voidaan mééritella oikea sivuluokka Hg = {hg | h € H}.

Sivuluokista voidaan tehdd heti méaritelmén perusteella muutamia havaintoja. En-
sinndkin eH = H, jos e on ryhmén G neutraalialkio. Aliryhmé on siis itse yksi sivuluo-
kistaan. Toisaalta, koska e € H, kaikilla g € G péitee g = g - e € gH. Jokainen ryhmén
alkio siis kuuluu johonkin sivuluokkaan, eli sivuluokat peittdvit koko ryhmén G. Namé
havainnot patevit yhta hyvin vasemmille kuin oikeillekin sivuluokille.

Esimerkki 3.2. Tarkastellaan ryhméa (Z, +) ja sen aliryhméaé
A7 = {n € Z | n on jaollinen 4:114}.
Etsitddn sivuluokat havainnoimalla. Ensinnékin yksi sivuluokista on
0+4Z =47 ={...,—4,0,4,8,12,...}.

(Huomaa, ettd kun ryhmén laskutoimituksena on yhteenlasku, sivuluokkamerkinnéssa-
kin on kertomerkin sijaan +-merkki.)
Muut sivuluokat saadaan lisddmaélla eri lukuja aliryhmén 47 alkioihin:

1+4zZ=1{...,-3,1,5,9,13,...}
2447 =1{...,-2,2,6,10,14,...}
3447 =1{...,—1,3,7,11,15,...}
4447 =1...,0,4,8,12,16,...}

Huomataan, ettd 4 4+ 47 on sama joukko kuin 47 ja ettd sivuluokkia ei enaé tulee lisaa,
vaikka kokeiltaisiin uusilla luvuilla: esimerkiksi 13 + Z on sama joukko kuin 1 + Z.
Jokainen kokonaisluku nayttda nyt kuuluvan johonkin neljasta sivuluokasta 47, 1 + 47,
24+ 47 ja 3 + 47, ja jokainen naisté sivuluokista sisaltaé eri lukuja kuin toiset.
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Edellisessé esimerkissd huomattiin, etta eri sivuluokat eivat sisdltdneet samoja alkioi-
ta. TAmé& on itse asiassa yleinen sdanto, joka voidaan osoittaa esimerkiksi seuraavasti:
oletetaan, ettd x € g1 H N goH eli ettd x = g1h1 ja x = goho joillain hy, ho € H. Téall6in
g1 = xhi!, ja kaikilla &’ € H pitee

g1k = xshi'h = g hohi ' € goH,
——
cH

joten g1 H C goH. Samalla tavoin ndhdéén myos, ettd go H C g1 H. Siispd aina pétee
joko g1 H = goH tai g1H N go H = 0.

Jonkin aliryhmén vasemmat tai oikeat sivuluokat muodostavat siis koko ryhmén osi-
tuksen (ks. kuva 7). Tarkoituksena olisi nyt unohtaa sivuluokkien varsinainen sisélto ja
tutkia sitd, miten laskutoimitus kohtelee naitd sivuluokkina kokonaisuutena. Olisi siis
tarkoitus laskea kokonaisten sivuluokkien tuloja g1 H - goH. Tallainen tulo on joukko,
joka sisédltéa kaikki sellaiset alkiot gihigohs, joille pétee hi, ho € H. Kyseesséd on sama
joukko kuin g1 - (Hga) - H, eli H:n oikean sivuluokan H gs alkiot kerrottuina vasemmalta
alkiolla g; ja oikealta kaikilla aliryhmén H alkioilla.

G

Kuva 7: Aliryhmén H sivuluokat.

Ongelmana on nyt se, ettd joukko g1 H - go H ei valttdmaétta ole itse sivuluokka. Téllai-
sessa tapauksessa ei kokonaisiin sivuluokkiin rajoittumisesta olisi paljon iloa, kun sivu-
luokkien joukko ei olisi suljettu laskutoimituksen suhteen. Ongelma kuitenkin ratkeaa,
mikéli H:n vasemmat ja oikeat sivuluokat ovat samoja. Téll6in nimittdin patee

g H - goH =g1-(Hge) - H=g1-(92H) - H = (g192)H - H = (g192)H,
ja néin ollen osien g1 H ja goH tuloksi tulee yksinkertaisesti osa (g1g2)H.

Maaritelma 3.3. Ryhmén G aliryhméa H kutsutaan normaaliksi, mikéali aliryhmén H
vasemman- ja oikeanpuoleiset sivuluokat ovat samat eli kaikilla g € G patee gH = Hg.
Jos H on G:n normaali aliryhmé, merkitdin H < G.

Jos ryhmé on vaihdannainen, sen jokainen aliryhmé on normaali, silld on aivan sama,
kertooko g aliryhmén alkioita vasemmalta vai oikealta puolelta.
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Seuraava lause antaa helposti tarkistettavan kriteerin sille, onko jokin aliryhmé nor-
maali vai ei.

Lause 3.4. Olkoon G ryhmd ja H sen aliryhmd. Aliryhmd H on normaali tdsmdlleen
silloin, kun kaikilla g € G pitee gHg™' C H eli

ghg™t € H jokaisella h € H.

Todistus. Ryhmé on normaali, jos kaikilla g € G pétee gH = Hg. Kun yhtélén molem-
milla puolilla olevien joukkojen alkiot kerrotaan oikealta g:n kédnteisalkiolla, saadaan
joukkoyhtdlé H = gHg . Tamé yhtilo pitee siis kaikilla g € G tésmilleen silloin, kun
H on normaali. Téstd nihdéin heti, ettd jos H on normaali, niin myés gHg™' c H
pétee kaikilla g € G.

Oletetaan sitten, ettd gHg~! C H pitee kaikilla ¢ € G. Olkoot § € G ja h € H. Nyt
my6s §~' € G, joten oletuksen mukaan §~'hg = g 'h(§~')"! € H. Edelleen

h=9(9""hg)g~" € gHg ™,
————
cH

misté seuraa, ettd H C gHj . Koska § oli mielivaltainen, pitee H C gHg™! kaikilla
g € G. Siispd gHg~ ! = H kaikilla g € G, ja H on normaali. O

Esimerkki 3.5. Ryhmé S3 koostuu kuudesta alkiosta: (12), (23), (13), (123), (132) ja
id. Tarkistetaan, onko aliryhmé H = ((123)) = {id, (123), (132)} normaali. Lasketaan
sitéd varten muotoa ghg~! olevat tulot, missd h € H. Niissi tapauksissa, joissa g € H
tai h = id, tulo kuuluu selvésti aliryhméén H. Toisaalta silloin, kun ¢ ¢ H, alkio g on
vaihto, joten g~! = g. Laskettavat tulot ovat siis itse asiassa muotoa ghg. Saadaan

(12)(123)(12) = (132), (12)(132)(12) = (123)
(23)(123)(23) = (132), (23)(132)(23) = (123)
(13)(123)(13) = (132), (13)(132)(13) = (123).

Koska jokainen tulo ghg~! kuuluu aliryhméén H, kyseinen aliryhmé on normaali.
Olkoon nyt H' = ((12)) = {id, (12)}. Tam4 aliryhma ei ole normaali, silld esimerkiksi

(123)(12)(123) " = (123)(12)(321) = (23) & H'.

Maaritelms 3.6. Olkoon H < G. Ryhméé, jonka alkioita ovat sivuluokat gH, missi
g € G, kutsutaan tekijaryhmdksi. Tekijaryhmaa merkitdan G/H, ja sen laskutoimitus
noudattaa sddntod g1H - goH = (g1g2)H. Tekijiryhmén alkioita voidaan merkitd myos
gH = [g], jolloin laskusdénnoksi tulee [g1][g2] = [9192]-

Esimerkki 3.7. Koska ryhmé (Z, +) on vaihdannainen, sen kaikki aliryhmét ovat nor-
maaleja. Tutkitaan tekijaryhméa Z, = Z/4Z. Taméan tekijairyhmén alkiot ovat aiemmas-
sa esimerkissd méédritetyt neljd sivuluokkaa Z = [0], 1+Z = [1], 24+Z = [2] ja 3+Z = [3].
Kyseessd on siis dérellinen 4 alkion ryhmaé. Tekijaryhmén laskutoimituksen mééritelmén
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mukaan esimerkiksi [1] 4 [2] = [1 4+ 2] = [3] ja [3] + [4] = [7] = [3], miss& viimeinen yhté-
suuruus tulee siité, etta sivuluokat 7 + Z ja 3 4+ Z ovat sama joukko. Laskemalla kaikki
mahdolliset summat voidaan muodostaa tekijaryhméan laskutoimitustaulu:

+ 0] 1] [2] [3]
o] | (o] [1] (2] [3]
[ 0 21 3] [0]
21| 2] 3] (0] [1]
Bl [ 8] [0 [1] [2]

3.2 Rubikin ryhman jako paikkojen ja asentojen mukaan

Tarkastellaan sellaista Rubikin ryhmaéan osajoukkoa R,, jonka permutaatiot pitavat kuu-
tion jokaisen palan paikallaan, vaikka voivatkin muuttaa niiden asentoa.

Lause 3.8. Osajoukko R, on Rubikin ryhmdn normaali aliryhmd.

Todistus. Helposti ndhdéaan, ettda R, on Rubikin ryhmén aliryhma. Jos nimittain per-
mutaatiot ¢ ja 7 pitavit kaikki kuution palat paikoillaan, my6s niiden yhdistelmé o7
pitda palat paikoillaan. Toisaalta identtinen permutaatio pitda palat paikoillaan, ja jos
o ei liikuta paloja, ei myoskéidn kidnteiskuvaus o1 liikkuta niité.

Osoitetaan sitten, ettd aliryhmd R, on normaali kdyttdmaélld aiemmin todistettua
kriteerid 3.4. Olkoot 7 € R, ja ¢ € R. Tarkastellaan yhdistelmis oro~! siltd kannalta,
liikuttaako se paloja vai ei.

Jos o siirtdd jonkin palan paikasta A paikkaan B, niin o7 siirtdd kyseisen palan
paikasta B paikkaan A. Koska 7 puolestaan pitda tuon palan paikallaan kohdassa A, ei
yhdistelmé liikuta lainkaan kyseistd palaa (ks. oheinen kuva). Sama péaédttely voidaan
tehdé jokaisen palan kohdalla, joten yhdistelma ei liikuta paloja. Néin ollen 7o~ ! € Ry,
ja R, on normaali. O

1

1

Kuva 8: Yhdistelmé o7o™" ei siirrd paloja.

Kutsutaan aliryhmid R, Rubikin asentoryhmdksi. Koska asentoryhmé on normaali,
voidaan maédritelld tekijiryhméd R, = R/R,. Téta tekijiryhméé kutsutaan puolestaan
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Rubikin paikkaryhmdaksi. Tekijaryhmén alkiot ovat sivuluokkia [o]. Aina kun [o1] = [o9],
taytyy pated o1 € [o9], eli 01 = o9 o 7 jollain 7 € R,. Tadméi tarkoittaa sitéd, etta
saman sivuluokan alkiot eroavat toisistaan vain jonkin sellaisen siirron verran, joka ei
muuta palojen paikkoja. Tekijaryhmé voidaan ndhdéd permutaatioryhméné, jonka alkiot
permutoivat kuution paloja niiden asennoista valittamatta.

Y14 kuvatun jaon merkitys on siiné, ettd sen avulla voidaan hetkeksi unohtaa, missa
asennoissa kuution palat ovat, ja keskittya niiden siirtelyyn. Kuution ratkaisemiseksi oli-
si annetusta asemasta o lahtien 16ydettéava perussiirtojen ketju, joka palauttaisi kuution
perusasemaan id. Edetddn ratkaisussa nyt niin, ettd yritetddn ensin palauttaa paikka-
ryhmdssi asema [o] asemaksi [id]. Koska [id] = R,, niin tdssd asemassa kaikki palat
ovat jo oikeilla paikoillaan mutta ne voivat olla vield vdarissa asennoissa. Tamén jilkeen
katsotaan tarkemmin, mihin asemaan 7 aliryhméssa R, ollaan paadytty, ja yritetdan
palauttaa tdméa asema vield perusasemaksi id. Namé vaiheet nédkyvéit kuvassa 9.

Huomaa, etté toisinpéin eli asentoryhméstéd paikkaryhmaén eteneminen olisi mahdo-
tonta, silla paloilla ei voi ajatella olevan mitéén "oikeita asentoja”, elleivat ne ole oikeilla
paikoillaan. Tdméan seikan algebrallinen tulkinta on se, etté aliryhmaéssé on aina neutraa-
lialkio, mutta muissa sivuluokissa ei ole mitddn tdhin rinnastettavaa erityisté alkiota.
Jos siis asema sijaitsee jossain vairadssd sivuluokassa, ei sivuluokan sisdlld ole mitdan
tiettyd suuntaa, johon ratkaisussa kannattaisi edeté.

R, =R/R,

Kuva 9: Ratkaisun vaiheet.

3.3 Algoritmi 1: nurkkapalojen 3-sykli

Kuten ylld todettiin, paikkaryhméa R, voidaan ajatella kuution palojen permutaatio-
ryhménéa. Kukin sivuluokka [o] vastaa sitd palojen permutaatiota, jonka o aiheuttaa. Jos
kaksi permutaatiota siirtdvat paloja samalla tavalla, ne kuuluvat samaan sivuluokkaan.

Liitteessd A.1 on esitetty siirtosarja, joka tuottaa erdiden nurkkapalojen 3-syklin paik-
karyhméssa R,. Jos kuutio asetetaan siten, etta keltainen sivu on katsojaan péin ja sini-
nen sivu ylospéin, ja keltaisen sivun palojen paikat numeroidaan vasemmalta oikealle ja
ylhaalta alas keskipalaa lukuunottamatta numeroilla {1, ..., 8}, saatava 3-sykli on (163).
Se on esitetty kuvassa 10.
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(163)
1A 2 3C N 1C 2 3B
| T
6B 7 8 GA 7 8

Kuva 10: Nurkkapalojen 3-sykli.

3.4 Alternoivat ryhmat

On helppo néyttda, ettd parilliset permutaatiot muodostavat symmetrisen ryhmén S,
aliryhmaén. Téata aliryhmaé nimitetdén alternoivaksi ryhmdksi ja merkitadan

A, ={o €S, |sign(o) =1}.

Tassa luvussa osoitetaan, etté alternoiva ryhmaé on normaali ja etté se jakaa symmetrisen
ryhmén kahteen yhtd suureen sivuluokkaan, joista toinen siis sisdltda kaikki parittomat
permutaatiot.

Lause 3.9. Alternoiva ryhmd A, on normaali ryhmdssa Sy,.

Todistus. Kéytetdédn lauseen 3.4 normaalisuuskriteerid. Olkoot 7 € A,, ja o € S, mieli-
valtaisia. Tarkastellaan yhdistelmén o7o~! etumerkkii. Ensinnékin havaitaan, etti

sign(o) sign(o 1) = sign(o o 01 = sign(id) = 1,
joten sign(o~!) = sign(c). Niin ollen
sign(o7o 1) = sign(o) sign(7) sign(c ') = sign(o)?sign(r) = 1-1 = 1.

Nahdiin, ettd oot € A,,, misté seuraa 04,0~ C A,. Aliryhmé A,, on siis normaali.
d

Seuraavaksi ryhdytédan tutkimaan, kuinka monesta alkiosta alternoiva ryhmaé koostuu.
Apuna kéytetddn algebran kurssilta tuttua Lagrangen lausetta, joka muistin virkistdmi-
seksi mainitaan tassa ilman todistusta.

Lause 3.10 (Lagrange). Olkoon G ddrellinen ryhmd, jolla on aliryhmd H. Talloin
aliryhman alkioiden lukumddrd |H| jakaa koko ryhmdn alkioiden lukumddrin |G|. Lisdiksi
aliryhmdan H vasemman- ja oikeanpuoleisia sivuluokkia on yhtd paljon, ja kumpienkin
lukumddrd on |G|/|H]|.

Lagrangen lause sanoo siis, etta sivuluokat jakavat ryhmaén tasan yhta suuriin osiin.
Sivuluokkien lukumééréén nimitetdén aliryhmén indeksiksi ja merkitédén (G : HJ.
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Jotta voitaisiin paatelld alternoivan ryhmén koko, tarvitsee siis vain selvittaé, kuinka
monta sivuluokkaa silld on. Koska parilliset permutaatiot siséltyvat kaikki yhteen sivu-
luokkaan, muissa sivuluokissa voi olla vain parittomia permutaatioita. Osoittautuu, etta
myos parittomat permutaatiot muodostavat yhden ainoan sivuluokan, jolloin Lagrangen
lauseesta seuraa, ettd kumpikin sivuluokka siséltéda tdsmaélleen puolet ryhmén alkioista.

Lause 3.11. Alternoivalla ryhmdlld A, on tdsmdlleen kaksi sivuluokkaa, jos n > 2.
Toisin sanoen alternoivan ryhmdn indeksi [Sy, : Ay) on 2, jos n > 2.

Todistus seuraisi suoraan nk. homomorfialauseesta, koska kuvaus sign : S, — {1, —1}
on homomorfismi, jonka ydin on A, ja joka on surjektiivinen, kun n > 2. Homomor-
fialauseen mukaan nimittéin tekijiryhméa S, /A, on talléin isomorfinen kahden alkion
ryhmén {1, —1} kanssa. Seuraavassa annetaan kuitenkin suora todistus, joka ei kdyta
homomorfialausetta.

Todistus. Ensimmaéiseksi havaitaan, etté jos n > 2, niin ryhmaé S, siséltaa vaihdon (12).
Vaihto on pariton, joten (12) ¢ A, ja néin ollen sivuluokkia on vihintdan kaksi.

Olkoon sitten edelleen n > 2 ja olkoon ¢ jokin pariton permutaatio. Osoitetaan, etté
o € (12)A,,. Ensinnékin

sign((12) " 'o) = sign((12)) - sign(o) = —1- (=1) = 1,
joten (12)~to € A,,. Téten

o= (12) 0 (12) o € (12)A,.
—
€Ay
Koska o oli mielivaltainen pariton permutaatio, ndhdéan, etté jokainen pariton permu-
taatio kuuluu samaan sivuluokkaan. Siispé sivuluokkia on tasan kaksi. ]

Symmetrinen ryhmé jakautuu siis tasan kahteen sivuluokkaan, joista toinen siséltaé
kaikki parilliset permutaatiot ja toinen kaikki parittomat. Sivuluokasta toiseen voidaan
siirtya kertomalla annettu permutaatio milld tahansa parittomalla permutaatiolla.

Pienimpié epétriviaaleja parillisia permutaatioita ovat 3-syklit. Todistetaan vield lu-
vun lopuksi, ettd 3-syklien avulla voidaan muodostaa kaikki muutkin parilliset permu-
taatiot.

Lause 3.12. Syklit, joiden pituus on 3, virittdvdt alternoivan ryhmdan.

Todistus. Tarkastellaan mielivaltaista parillista permutaatiota o € A,,. Koska ¢ on pa-
rillinen, se voidaan kirjoittaa tulona

T1P1 O T2P2 0+ O TmPm,

missd jokainen 7y ja jokainen p on vaihto. Osoitetaan, etté jokainen yhdistelmé 7 py
voidaan korvata joko 3-syklien tulolla tai neutraalialkiolla.
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Koska (ab) = (ba) patee kaikilla a,b € N,,, mahdollisia tilanteita on kolme:
1) jos mipy on muotoa (ab)(ab), niin mpp = id

2) jos mpr on muotoa (ab)(be), niin 7ipr = (abc)

3) jos mrpx on muotoa (ab)(cd), niin 7ipr = (abe)(bed).

N&ahdéaén, ettd jokainen kahden vaihdon yhdistelmé voidaan korvata 3-sykleilla tai neut-
raalialkiolla, joten permutaatio o voidaan kirjoittaa 3-syklien tulona. O
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