6 Kommutaattorit

Ryhmassd kahden alkion kommutaattori on kolmas alkio, joka mittaa alkuperiisten
alkioiden vaihdannaisuutta. Jos alkiot kommutoivat keskendén, niiden kommutaattori
on neutraalialkio. Kommutaattorit ovat hyédyllinen apuvéline epadvaihdannaisia ryhmié
tarkasteltaessa.

6.1 Kommutaattorien perusominaisuudet

Jos alkiot g ja h eivit ole keskendédn vaihdannaisia, eli ne eivit kommutoi keskendén,
tulot gh ja hg eroavat toisistaan jollain tavoin. Talloin 16ytyy jokin alkio 7, jolle patee
gh = r-hg. Tama luku r ilmaisee ikaén kuin eri péin laskettujen tulojen vélisen suhteen.

Maaritelma 6.1. Olkoot g ja h ryhmén G alkioita. Yhdistelméa
lg,h] = (9h)(hg)™" = ghg™'h"! € G
kutsutaan alkioiden g ja h kommutaattoriksi.

Alkiot g ja h kommutoivat, jos ja vain jos niiden kommutaattori on neutraalialkio.
Kommutaattorilla ja konjugaatilla on selvé yhteys, joka ilmenee esimerkiksi kaavoissa

pa— . h pa—
l9.h) =h- 07" a9, B =g (97").
Liséksi seuraavat kaavat ovat kommutaattoreita kasiteltdessa hyodyllisia:

[gah] "g=9- [hvgil] ja [gvh] ~h=h- [hilvg]'

On my6s muistettava, ettd kommutaattorin laskeminen ei ole symmetrinen operaatio,
silld [g, h] = [h, g] "

Esimerkki 6.2. Lasketaan permutaatioiden o = (123)(45) ja 7 = (2345) kommutaattori
ryhmaéssé Ss:

[o,7] = 77 - 771 = (12905)(9345) o (2345) 7! = (3154) o (5432) = (15324).

Kommutaattorista tuli 5-sykli, johon osallistuvat kaikki perusjoukon luvut. Voidaan aja-
tella, ettd tdmé 5-sykli on "verraten suuri” alkio ryhmaéssé Sy, miké tarkoittaa sité, ettéa
permutaatiot ¢ ja 7 kommutoivat hyvin heikosti keskenéan.

Paitsi ettd kommutaattoreita voi kdyttad mittaamaan alkioiden valistd kommutointia,
niitd voi kdyttdd myos tuottamaan erityisen suuria tai pienid alkioita. Jos nimittdin 16y-
detdan alkiot, jotka nayttéavat olevan ldhes vaihdannaisia keskendén, niiden kommutaat-
toriksi saadaan hyvin pieni alkio. Alkion ”suuruus” tai "pienuus” ei sindnsé ole yleensé
ryhmaéssé selvisti méaariteltyd, mutta jos ryhmé koostuu johonkin joukkoon vaikutta-
vista alkioista, kuten permutaatioista, pieni alkio on sellainen, joka vaikuttaa joukkoon
mahdollisimman vahén.
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Esimerkiksi kaksi permutaatiota kommutoivat keskendén varmasti, jos ne vaikuttavat
kokonaan eri alkioihin. Mitd vihemma&n on yhteisid alkioita, joihin kummatkin vaikutta-
vat, sitd enemmaén permutaatiot kommutoivat ja sitd pienempi on niiden kommutaatto-
ri. Kuitenkin jokainen kommutaattori on vilttamatta parillinen permutaatio, ja pienin
parillinen permutaatio on 3-sykli.

Lause 6.3. Olkoot o ja T jonkin joukon X permutaatioita. Jos kantajien leikkaukselle
patee supp(o) Nsupp(7) = {x} jollain x € X, niin

lo,7] = (z o(2) 7(2))-

Todistus. Todistuksen seuraamisessa saattaa olla hyotyd kuvasta 22. Néytetddn ensin,
ettd ehdosta supp(a) Nsupp(B) = {x} seuraa aina [a, f](x) = a(x). Huomataan aluk-
si, ettd [B(z) € supp(f), koska alkion kuva permutaatiossa kuuluu aina permutaation
kantajaan. Samaten B~ !(x) € supp(8), koska permutaation ja kiinteispermutaation
kantajat ovat samat. Edelleen x € supp(37!), joten S~ 1(x) # z, mistd seuraa, etti
B~ (x) ¢ supp(a). Nyt saadaan

[a, B](z) = afat () = aBB7Hz) = a(z).
Zsupp(a)

Koska supp(c~!) = supp(c), supp(r—1) = supp(7) ja supp(c) Nsupp(r) = 0, ylli
saadusta tuloksesta seké luvun alkupuolella mainituista kaavoista seuraa, etté

[0, 7](2) = o (=),
[0, 7](0(2)) = (oo [r, 0 ])(z) = o(r(x)) = 7(2) ja
[o,7](7(2)) = (To [t 0))(x) = 7(r" () = z.

Nyt on néytetty, ettd permutaatio [o, 7] sisdltdé ainakin 3-syklin (z o(z) 7(x)). Jiljelle
jaa tarkistaa, mitd tapahtuu, jos y & {z,o(x),7(z)}. Téll6in voidaan tarkastella kolmea
vaihtoehtoa. Jos y ei ole o:n eikd 7:n kantajassa, niin selvistikin [0, 7](y) = y. Toisaalta
ehdosta y & {z,0(z), 7(x)} seuraa, etti y # x ja x # o~ (y).

Jos nyt y € supp(c), niin y ja o~ !(y) eiviit kumpikaan voi olla 7:n kantajassa, koska
y# zja o t(y) # x. Titen

lo,7)(y) = oro ™' y) = oo H(y) = 00 (y) = v
Vastaavasti, jos y € supp(7), niin y ja 7-!(y) eiviit kumpikaan voi olla o:n kantajassa,

joten
[0, 7)(y) =oro 77 (y) =or7 (y) = aly) = .

Nahtiin, ettd aiemmin 16ydetyn 3-syklin ulkopuoliset alkiot pysyvét paikallaan, joten
kommutaattori on juuri tuo mainittu 3-sykli. 0

99



supp(o) | supp(7)

Kuva 22: Kuinka kommutaattorista tulee 3-sykli.

6.2 Kommutaattorit Rubikin ryhmassa

Rubikin kuution ratkaisemisessa keskeinen ongelma on, ettd perussiirrot litkuttavat niin
suurta osaa kuution ruuduista. Kun yksi perussiirto liikuttaa 20 ruutua 48:sta, on hy-
vin vaikea seurata, mihin kukin ruutu ajautuu. Kommutaattoreita voi tassa yhteydessa
kéyttad tehokkaasti hyodyksi, silld niiden avulla saadaan aikaan siirtoja, jotka liikutta-
vat paljon pienempéd osaa kuutiosta kerrallaan. Itse asiassa aiemmin opitut siirtosarjat
on muodostettu juuri talla periaatteella, ja seuraavaksi tutkitaan tarkemmin, miten tdméa
tapahtuu kdytdnnossa.

Tarkastellaan ensin tilannetta Rubikin paikkaryhméssi. Lauseen 6.3 mukaan voidaan
tuottaa kolmen palan sykli, jos vain 16ydetdan kaksi siirtoa, joiden yhteisen vaikutuksen
piiriin kuuluu ainoastaan yksi pala. Yritetddn saada tdmé aikaan nurkkapaloilla niin,
ettd tuloksena olisi luvussa 3.3 opittu nurkkapalojen 3-sykli.

Koska lauseen 6.3 mukaan kahden siirron ¢ ja 7 kommutaattorina on mahdollista
saada 3-sykli (x o(z) 7(x)), on jérjestettéva niin, ettd o siirtdéd etutahkon oikeassa yla-
kulmassa olevan palan vasempaan yldkulmaan, ja 7 siirtds saman palan vasempaan ala-
kulmaan (ks. kuva 23). Siirroksi o voidaan valita vaikkapa ylatahkon pyoritys U. Tamén
jélkeen siirron 7 on kuitenkin oltava sellainen, etté se ei liikuta muita ylatahkon palo-
ja kuin palaa z. Taméi saadaan aikaan konjugoimalla alatahkon pyoritys D!, joka ei
liikuta yldtahkoa, sellaisella siirrolla, joka siirtéé oikeassa alakulmassa olevan palan x:n
paikalle. Nain saadaan siirroksi 7 lopulta konjugaatti Bp-1 = RD-'R-1.

Sarmapalojen kohdalla tilanne on samanlainen. Opitussa siirtosarjassa siirtoa o vas-
taa ylidtahkon kierto U~!. Siirron 7 pitéisi nyt siirtié pala z alarivin keskipalan pai-
kalle (ks. kuva 23), ilman etté yldtahkon palan liikkuvat. TAméa onnistuu konjugoimalla
etutahkon kierrolla pystysuoran keskirivin paikalle vaakasuora. Talléin haluttu siirto
muuttuu vaakasuoran keskitahkon siirroksi, joka puolestaan ei koske yldtahkoon.

Tilanne on nyt kuitenkin hieman mutkikkaampi kuin nurkkapalojen tapauksessa, silla
keskitahkon siirtdmisen on alun perin tulkittu tarkoittavan rinnakkaisten sivutahkojen
liiketta. Vaakasuoran keskitahkon kiertdminen siis liikuttaa oikeastaan myo6s ylatahkon
paloja, mika ei ollut tarkoitus. Téssa yhteydessd onkin parempi sallia hetkeksi keskitah-
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kojen pyoritykset omiksi siirroikseen, jotka pitdvat sivutahkojen palat paikallaan, jotta
péaastadn kdyttamédn lausetta 6.3. Lauseen nojalla tiassiakin tapauksessa saadaan 3-sykli,
vaikka tilannetta tulkittiinkin totutusta poikkeavalla tavalla. Lopuksi voidaan sitten ni-
metéa kdytetyt siirrot oikeaoppisesti, jolloin siirrosta 7 tulee tavallisen konjugaatin sijaan
yhdistelmi 7 = F~1US'L.

supp(c) supp(c)
\ \
] - o(2)
o(x) y v
N
< d <\
"~ supp(7) supp(7)

(z) (z)

Kuva 23: Paikkaryhmén 3-syklien muodostaminen.

Asentoryhméssa 3-sykleja tuottavan lauseen kéyttdminen ei kuitenkaan onnistu. Kos-
ka yhden ruudun liikkuessa liikkuvat samalla kaikki saman palan ruudut, ei kahden
permutaation kantajien leikkaus voi olla vain yksi ruutu. Pienin mahdollinen kantajien
leikkaus siséltaé sen sijaan kokonaisen palan kaikki ruudut.

Olkoon A se pala, johon ruutu z kuuluu. Jos siis kaksi siirtoa vaikuttavat molemmat
ruutuun x, niiden yhteinen vaikutusalue voi olla pienimmilld&n palan A ruutujen joukko.
Aiemman esimerkin perusteella voitaisiin odottaa, etté téllaisten siirtojen kommutaat-
tori olisi mahdollisesti pienin 16ydettavissa oleva kommutaattori.

Oletetaan seuraavaksi, ettd Ruikin ryhmén siirtojen o ja 7 kantajien leikkaus sisaltaa
tédsmélleen palan A ruudut. Tarkastellaan seuraavaksi, mitkd ehdot siirtojen o ja 7 on
toteutettava, jotta niiden kommutaattorista tulisi asentoryhmén siirto, joka vaikuttaisi
epétriviaalisti palaan A.

Jos kumpikaan siirroista o ja 7 ei liikuta palaa A paikaltaan, ne ovat molemmat tuon
palan ruutuihin rajoitettuina sykleja. Téllaiset siirrot kommutoivat keskeniddn palan A
kohdalla, joten niiden kommutaattori ei liikuta lainkaan kyseisen palan ruutuja. Jos
taas molemmat siirrot liikuttavat palaa A, voidaan tarkastella vastaavia paikkaryhmén
siirtoja oR, ja TR,. Néiden paikkaryhmén siirtojen kantajien leikkaus on pala A, siis
yksio, joten lauseen 6.3 nojalla kommutaattorista [oR,, TR,| tulee 3-sykli, joka liikuttaa
palan A paikaltaan. Taten kommutaattori [o, 7] ei kuulu asentoryhméén.

Ainoa jiljella oleva vaihtoehto on, ettd toinen siirroista liikuttaa palaa A ja toinen
ainoastaan vaihtaa sen ruutujen jarjestysta. Téallaisessa tilanteessa syntyvd kommutaat-
tori kuuluu asentoryhmaééan, miké voidaan ndhda esimerkiksi siité, ettd asentoryhma on
normaali aliryhmé. Kommutaattori [0, 7] voidaan nimittdin kirjoittaa muodossa 77-771,
joten jos 7 on asentoryhmén siirto, koko kommutaattori kuuluu asentoryhmaéan.
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6.3 Algoritmi 3: nurkkapalojen kierto

Nurkkapalojen kierron tuottavan siirtosarjan muodostaminen perustuu edellisen luvun
péatelmiin. Siirtosarja on kahden siirron kommutaattori, joista toinen kiertda nurkka-
palaa ja toinen siirtdé sitd paikaltaan. Toinen siirroista siis kuuluu asentoryhmaén ja
toinen ei.

Siirto kiertda kiertdd kahta vierekkéaistd nurkkapalaa vastakkaisiin suuntiin. Tulos on
esitetty kuvassa 24. Pala A kiertyy vastapdiviin ja pala B myotédpédivadn. Siirtosarjan
vaiheet 10ytyvat liitteesta A.3.

A B' PN

Kuva 24: Nurkkapalojen kierto.

6.4 Algoritmi 4: sarmapalojen kaanto

Sdarmépalojen kddnté on samantapainen kahden siirron kommutaattori kuin nurkkapa-
lojen kierto: toinen siirroista kdantda yhden sédrmépalan ja toinen siirtéda sen paikaltaan.
Syntyva siirtosarja kdantda kaksi samaa nurkkapalaa reunustavaa sdrmépalaa ympéri,
ja tulos on esitetty kuvassa 25. Tarkemmat yksityiskohdat 16ytyvét liitteestd A.4.

ﬂ/\

Kuva 25: Sarmépalojen kaanto.

6.5 Rubikin asentoryhman ratkaiseminen

Edellisissé luvuissa on esitetty siirrot, joiden avulla nurkka- ja reunapaloja on mahdol-
lista kdantasd paikallaan niin, ettd yhden palan kiertyessa yhteen suuntaan jokin toinen
pala kiertyy samalla péinvastaiseen suuntaan. Télloin palojen yhteenlaskettu kiertymé
eli kokonaiskiertymd sailyy. Jotta saataisiin kaikki palat oikeaan asentoon, taytyy tut-
kia, mité tuolle kokonaiskiertymélle tapahtuu erilaisissa siirroissa. Koska opitut palojen
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asentoa muuttavat algoritmit eiviat muuta kokonaiskiertymaéa, olisi toivottavaa, ettd se
sailyisi aina samana kaikissa asemissa, joissa palat ovat oikealla paikallaan. Muuten opi-
tut algoritmit eivét riittaisi asentojen ratkaisemiseen.

Sellaisia ominaisuuksia, jotka sailyvit kaikissa tilanteissa, kutsutaan invarianteiksi.
Invariantteja kaytetdan runsaasti esimerkiksi pelien ja algoritmien analysoinnissa. Téal-
14 kurssilla on jo 1oydetty joitakin téllaisia invariantteja. Esimerkiksi jokainen paikka-
ryhmén siirto voidaan ilmoittaa muodossa v o o, missd v on nurkkiin ja ¢ paikkoihin
kohdistuva permutaatio (jotka eivét itse vélttdméttd ole laillisia paikkaryhmén siirto-
ja). Lemmassa 5.17 osoitettiin, ettd sign(v) - sign(o) = 1 pétee kaikissa mahdollisissa
asemissa, joten tdmaéa etumerkkien tulo on invariantti.

Vaikka jokin ominaisuus ei séilyisi aivan kaikissa tilanteissa, on yleensd hyodyksi tar-
kastella, missé tilanteissa kyseinen ominaisuus kuitenkin sdilyy ja milld tavoin ominai-
suutta voidaan muuttaa. Paikkaryhmén siirroista tiedetéaén, etté jos ne ilmoitetaan edel-
14 kuvatussa muodossa, sign(v) voi olla 1 tai —1. Perussiirrot kuitenkin vaihtavat tuon
etumerkin, joten haluttaessa siirtyd yhdesté tilasta toiseen minké tahansa perussiirron
tekeminen riittdd. Voidaan myds sanoa, ettd sign(v) on invariantti, jos siirroiksi sallitaan
vain kahden perussiirron yhdistelmét.

Peleissa ja algoritmeissa jonkin ominaisuuden invarianssin osoittamiseksi on yleensa
yksinkertaisinta ndyttdd, etta kyseinen ominaisuus sailyy algoritmin perusaskelissa. Té&-
ma ldhestymistapa tuottaa kuitenkin ongelmia Rubikin asentojen ryhmaéssé, koska kuu-
tion perussiirrot eivét sisdlly asentoryhmaéédn. Jos palat ovat oikeilla paikoillaan mutta
vaarissé asennoissa, mistd tiedetddn, miten sarja perussiirtoja vaikuttaa palojen koko-
naiskiertymédn? Perussiirto vie palat véarille paikoille, joissa niiden kiertymé menettaé
merkityksensa.

Asian ratkaisemiseksi médritellddn jokaiselle palalle kiertymén késite erikseen jokai-
sessa paikassa, missé pala voi olla. Tama maéérittely voidaan tehdé ldhes miten tahansa,
koska véarassad paikassa olevalla palalla ei ole mitédén tiettya oikeaa asentoa.

Aloitetaan antamalla jokaisen nurkkapalan ruuduille numerointi kuvan 26 osoittamalla
tavalla. Kuvassa on perusasemassa oleva kuutio kuvattu yla- ja alapuolelta niin, etta
nurkkapalat on ikddn kuin taiteltu auki.

Kuva 26: Nurkkapalojen numerointi.

Kuvatulla tavalla jokainen nurkkaruutu tulee numeroiduksi jollain luvuista 0, 1 ja 2.
Laskujen yksinkertaistamiseksi ajatellaan néita lukuja jadnnosluokkaryhmén Zs alkioi-
na. Talléin voidaan nimittdin sanoa, ettd jos ruudulla x on numero n, niin saman palan
muiden ruutujen numerot ovat nurkan ympéri myotapaivadn kierrettdessa n+1 ja n+ 2.
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Seuraavaksi merkitddn ne ruutujen paikat, joissa on perusasemassa O-ruutu. TAmé&
tarkoittaa sitéd, ettd ajatellaan merkityiksi kaikki sinisen ja vihredn sivun nurkkaruu-
tujen paikat riippumatta siitd, mika ruutu niissd milloinkin sattuu olemaan. Jokaisesta
nurkkapalasta on aina tdsmélleen yksi ruutu merkitylla paikalla. Ndiden merkkien avulla
voidaan maéritelld nurkkapalojen kiertymét.

Maaritelma 6.4. Tarkastellaan nurkkapalan x ruutuja asemassa o. Palan x kiertymd
kz(o) € Z3 on sen palaan x kuuluvan ruudun numero, joka sattuu asemassa o olemaan
jollakin merkityistd paikoista. Aseman o nurkkapalojen kokonaiskiertymd on kaikkien
nurkkapalojen kiertymien summa, ja sitd merkitdéin Ky (o) = >, kz(0).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd nurkkapalojen kokonaiskiertyma ei muutu perussiirroissa.
Kokonaiskiertymé on siis invariantti.

Lause 6.5. Olkoon 7 perussiirto. Talloin Ky(moo) = Ky(o) kaikissa asemissa o € R.

Todistus. Tutkitaan, miten eri perussiirrot vaikuttavat kokonaiskiertyméan. Kaikki mer-
kityt paikat ovat kuution yla- ja alatahkoilla, joten siirrot U ja D siirtavat kaikki mer-
kitylla paikalla olevat ruudut jollekin toiselle merkitylle paikalle. Nama siirrot eivét siis
vaikuta kokonaiskiertymaén lainkaan.

Siirrot F, B, L ja R ovat ruutujen numeroinnin ja paikkojen merkitsemisen suhteen
symmetrisié, joten riittda tarkastella yhtd niistd. Valittu perussiirto vaikuttaa vain nii-
den palojen kiertymaéén, jotka sijaitsevat kierrettéavilla sivutahkolla. Numeroidaan ndmé
palat luvuin 14 ja oletetaan, ettd kunkin palan alkuperdinen kiertymé on n; = k;(o).
Kuvassa 27 niakyy, mita sivutahkon paloille tapahtuu suoritettaessa perussiirto w. Mer-
kityille paikoille osuvat ruudut on tummennettu.

5] T nz+1 n,+2
™
42| n,+1 ny+2|ny+1 — X ny |ng+2 m+1] m
nz+1|ns+2 ny+1|n,42 ny |n,+1 ny+2| Mo
n3 Ty ny+2 no+1

Kuva 27: Perussiirron vaikutus nurkkapalojen kiertymaén.

Kuvan 27 mukaan asemassa o o7 saadaan neljan liikkuneen palan kokonaiskiertyméksi

4
D ki(mroo)=(n1+2)+ (n2+1)+ (ng+1) + (ng + 2)
i=1
=ni+ng+n3+ng+6 (Zs3:ssa 6 =0)
=n1+ng +n3g—+ng.
Kokonaiskiertymé ei siis muutu myoskaan perussiirroissa F', B, L tai R. O

64



Koska alkuasemassa kokonaiskiertyma on nolla, saadaan edellisesté lauseesta heti seu-
raava korollaari.

Korollaari 6.6. Kaikissa asemissa o € R patee Ky (o) = 0.

Oletetaan, ettd nurkkapalat ovat jo oikeilla paikoillaan. Nyt ne saadaan myds oikeisiin
asentoihin edellisté korollaaria soveltamalla. FEris tapa tehdé tdmaé olisi valita aina kak-
si vadrassd asennossa olevaa nurkkapalaa, konjugoida ne vierekkéisiksi ja kiertdéd toinen
niistéd oikeaan asentoon. Télla tavalla oikeassa asennossa olevien palojen méaara lisddntyy
koko ajan, joten lopulta kaikki palat ovat oikeassa asennossa. Missédédn vaiheessa jiljel-
14 ei voi olla vain yhtéd vadrédssd asennossa olevaa nurkkapalaa, koska télloin nurkkien
kokonaiskiertyma olisi nollasta poikkeava.

Toinen tapa saada nurkat oikeisiin asentoihin ei vaadi konjugointia. Siiné jirjestetdén
nurkkapalat aluksi jonoon (z1,xs,...,x,), jossa sama pala voi esiintyd useammin kuin
kerran, mutta kaksi perdkkéistd palaa sijaitsevat aina vierekkéin (eli samalla sarmélld).
Tamén jalkeen kdydéddn ldpi paloja jonon alusta ldhtien. Aina kun loydetddn véairin
péin oleva pala xy, missd k < n, kiytetadn opittua algoritmia paloihin xy ja xj11 niin,
ettd pala zjp tulee oikeaan asentoon. Lopulta kaikki palat z1,...,z,_1 ovat oikeassa
asennossa, ja koska kokonaiskiertymén on oltava nolla, my0s x, on oikeassa asennossa.

Reunapalojen tapauksessa menetelldén aivan samalla tavalla kuin nurkkapaloilla. Tar-
vittava ruutujen numerointi ndkyy kuvasta 28, jossa kuutio on kuvattu perusasemassa
edestd ja takaa. Ruutujen numeroiden ajatellaan nyt kuuluvan ryhméén Zs. Nollaruutu-
ja ovat kaikki siniset ja vihredt ruudut, ja niissd paloissa, joissa kumpiakaan ei esiinny,
keltaiset tai valkoiset ruudut.

Kuva 28: Sdrmépalojen numerointi.
Kuten aikaisemmin, perusasemassa olevien nollaruutujen paikat merkitédan, ja palan
kiertyma méaraytyy siitd, mikd palan ruuduista sattuu olemaan merkityllda paikalla.

Maaritelma 6.7. Sarmépalan = kiertymd k;(o) € Zs asemassa o on sen palaan x
kuuluvan ruudun numero, joka sattuu olemaan asemassa o jollakin merkityisté paikoista.
Aseman o sdarmdapalojen kokonaiskiertymd on kaikkien sdrmépalojen kiertymien summa,
ja sitd merkitddn Kg(o) = >, kz(0).

Lause 6.8. Sdrmdpalojen kokonaiskiertymd Kg(o) ei muutu perussiirroissa.

Todistus. Kdydaan kaikki perussiirrot lapi. Siirrot U ja D siirtdvét jokaisen merkitylla
paikalla olevan ruudun jélleen merkitylle paikalle, joten ne eivit muuta kokonaiskier-
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tymaa. Toisaalta siirrot L ja R siirtdvit jokaisen merkitsemattomalld paikalla olevan

ruudun merkitseméattomalle paikalle, joten kokonaiskiertymaé ei niissdkdan muutu.

Jaljelle jaa tutkia, mitd tapahtuu siirroissa F' ja B. Ne ovat palojen numeroinnin ja
paikkojen merkitsemisen suhteen symmetrisié, joten riittdéd tutkia toista niistd. Nime-
tdan siirtoon osallistuvat sdrmépalat numeroilla 1, 2, 3 ja 4 ja oletetaan, ettd kunkin
kiertyma alkuperiisessé, asemassa 0 € R on n; = k;(0). Kuvassa 29 on naytetty, mi-
ten perussiirto vaikuttaa palojen kiertymiin. Sarmépalat on taiteltu auki ja merkityilla
paikoilla sijaitsevat ruudut tummennettu.

Kuva 29: Perussiirron vaikutus sérmépalojen kiertymé&an.

™ n,+1
T
ny+1 — ny
ny+1| 1y C\ Ny |n,+1 n3 |ns+1 n+1
ns+1 Ty
g ny+1

Kuvasta 29 ndhdéin, ettd tarkasteltavien neljin palan kiertymien summaksi tulee

uudessa asemassa

Reunapalojen kokonaiskiertyma ei siis muutu myoskdan perussiirroissa F' tai B.

(nmi+1)+ne+1)+(ng+1)+(ng+1)

ny+mng +ng+ng+4
ni + ng +n3 + ngq.

(Za:ssa 4 =0)

O]

Sarmépalat voidaan nyt saada oikeisiin asentoihin samalla periaatteella kuin nurkka-

palatkin.
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