7 Rubikin kuution laajennoksia

Tavallista Rubikin kuutiota voidaan laajentaa monilla tavoilla. Ensi ndkemélta nama uu-
det versiot saattavat vaikuttaa hankalammilta ratkaista, mutta lahemmin tarkasteltaes-
sa yleensd ndhdéan, ettd samat perusideat ovat edelleen voimassa monimutkaisissakin
muunnelmissa.

7.1 Suuremmat kuutiot

Ensimmaéiseksi mieleen tuleva tapa laajentaa kuutiota on lisétd sdrmén pituutta. T&lla
tavalla saadaan muun muassa suositut 4 X 4 x 4- ja 5 x 5 x 5-kuutiot. Vaikka ruutujen
madrd — ja samalla myos mahdollisten asemien mé#rda — kasvaa néissd laajennoksissa
huimasti, kuution perusrakenne séilyy kuitenkin samana. Siksi talld kurssilla osoitettuja
tuloksia voidaan yleensé soveltaa sellaisinaan. Esimerkiksi nurkkapaloja on edelleen kah-
deksan kappaletta, ja jokainen perussiirto on nurkkapalojen paikkojen suhteen pariton
permutaatio. Kommutaattoreilla voidaan tuottaa paikkojen 3-syklejé seké erilaisia asen-
toryhmén siirtoja, ja palojen kokonaiskiertymista saadaan invariantteja samaan tapaan
kuin yksinkertaisemmassakin kuutiossa.

Suuremmissa kuutioissa keskipalatkin saavat merkityksen. Jos sdrmén pituus on pari-
ton, kuutiossa on joka tahkolla yksi keskimméinen pala, jonka voi ajatella pysyvén aina
paikallaan. Tésta keskimmaéisesta palasta voi paatelld kunkin sivun vérin missa tahansa
asemassa. Jos sdrmén pituus on enemmaén kuin kolme, on kuutiossa kuitenkin useampia-
kin keskipaloja, jotka koostuvat vain yhdestd ruudusta, ja néiden paikalleen saaminen
vaatii omanlaisensa siirtosarjat. Siirtosarjoihin tarvitaan nyt myos keskitahkojen siirto-
ja, joita ei endd voida jattda huomiotta. Kommutaattorit kuitenkin tehoavat edelleen, ja
tilannetta helpottaa se, ettd kukin keskipala voi olla vain yhdessé asennossa.

Sen sijaan kuutiossa, jonka sdrmén pituus on parillinen, ei ole sellaisia keskimmaéisi&
paikallaan pysyviéd paloja, joista voisi aina tarkistaa kuution sivujen oikean véarin. Té&l-
laisessa tapauksessa voidaan kuitenkin turvautua nurkkapaloihin. Nurkkapalojen raken-
teesta johtuen kuutiossa vastakkaisten sivutahkojen varit on aina maérétty. Jos perusa-
semassa valkoinen sivu on keltaista vastassa, ei kuutiossa voi olla nurkkapalaa, jossa olisi
sekéa valkoinen etté keltainen ruutu. Taten valkoinen ja keltainen sivu eivat voi ikiné olla
vierekkédin. Kuution sivujen méaaradmiseksi riittaéd siis valita yksi nurkkapala, esimer-
kiksi sini-kelta-punainen, ja ajatella tuon nurkkapalan olevan aina oikealla paikallaan.
Nain selvidd, missé sininen, keltainen ja punainen sivu sijaitsevat kussakin asemassa, ja
muut sivut ovat néille vastakkaisia. Kuvassa 30 on 4 x 4 x 4-kuutio, jonka nurkkapalasta
nakyy, ettd kuution punainen sivu on katsojaan péin ja sininen sivu ylospéin. Takasivu
on talldin oranssi, vasen sivu valkoinen ja alasivu virhea.

Parillissérmaisilla kuutioilla on toinenkin erikoispiirre. Keskitahkojen siirrot voidaan
nimittdin jakaa reuna- ja keskipaloja liikuttaviin osiin, joista edellinen on pariton permu-
taatio ja jalkimmaéinen parillinen. Parillinen keskipalojen siirto voidaan tuottaa 3-syklien
avulla, joten my06s reunapalojen pariton permutaatio on mahdollinen siirto. Téllaisilla
kuutioilla voidaankin tehdé esimerkiksi kahden reunapalan vaihto, joka ei onnistu pari-
tonsdrmaisilla kuutioilla.
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Kuva 30: 4 x 4 x 4-kuutio, "Rubikin kosto”.

Sdrmén pituuden lisddntyessa kdytannon ongelmaksi tulee ratkaisualgoritmin pituus.
Kuutiossa, jonka sdrmén pituus on kuusi, on jo 96 keskipalaa. Naiden kaikkien paikoilleen
saaminen 3-syklien avulla on melko tyolasta.

7.2 Muita ruutujen maaraan perustuvia laajennoksia

Kuution ruutujen méaéaraa voi lisdtd myos tekemaélla kuutiosta neli- tai useampiulotteisen.
Tallaisten kuutioiden késitteleminen onnistuu yleensé vain tietokoneen avulla. Ulottu-
vuuksien lisddntyessd eri pala- ja siirtotyyppeja tulee huimasti lisdd, mutta ratkaisun
perusideat eivat kuitenkaan muutu.

Toinen peruskuution muunnelma ovat kéyttad kuution sijasta erimuotoisia kappaleita.
Rubikin kuution tapaisia peleja voidaan tehd& seké sdannollisista ettd epasadnnollisista
monitahokkaista, ja ndiden avulla saadaan aikaan monenlaisia algebrallisia struktuure-
ja. Kuitenkin niin kauan kuin on mahdollista tuottaa 3-syklejd, voidaan ratkaisua aina
ldhestyd niiden avulla. Siirtojen parillisuuskysymykset voivat erimuotoisissa kuutioissa
sen sijaan olla hyvinkin erilaisia. Esimerkiksi dodekaedrin muotoisessa Megaminx-pelissa
jokainen perussiirto on parillinen permutaatio sekd nurkka- ettd sdrmépalojen paikka-
ryhmissé ja koko paikkaryhmé on suora tulo nurkkien ja sdrmien paikkaryhmisté. Tasséa
mielessd Megaminx on jopa yksinkertaisempi kuin tavallinen kuutio.

7.3 Superkuutio

Edelld mainituissa Rubikin kuution muunnelmissa on sama tavoite kuin perinteisessi
kuutiossa: saada erivériset ruudut samoille paikoille kuin perusasemassa. Kyse on siis
ruutujen paikkojen permutaatioista. Jos ruutujen méaéré on n, kuution siirtoja vastaavan
permutaatioryhmén voi ajatella symmetrisen ryhmén S, aliryhméksi, olipa kyse sitten
tavallisesta kolmiulotteisesta kuutiosta tai vaikkapa seitsenulotteisesta ikosaedrista.
Yksi mahdollisuus perustavoitteen muunnelmaksi on tarkastella keskipalojen asento-
ja. Nurkka- ja reunapalojen asennot méaraytyvat, kun niiden ruudut asettaa oikealle
paikalleen. Keskipaloissa on kuitenkin vain yksi ruutu, ja keskipalaa onkin mahdollista
kiertad itsensd ympari ilman, ettd mikadn ruutu joutuu véarélle paikalle. Jos tavoitteek-
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si otetaan my0s keskipalojen asentojen palauttaminen samaksi kuin alussa, saadaan ns.
superkuutio-ongelma.

Tarkastellaan ldhemmin 3 x 3 x 3-kuution superkuutio-ongelmaa. Koska kyse ei enédé
ole pelkéstaan ruutujen paikoista, ei voida ajatella eri asemien muodostavan aliryhmé&a
kaikkien ruutujen permutaatioiden ryhmésséa Ss4. Algebralliseen perusstruktuuriin tar-
vitaan siis jonkinlainen laajennos, toisin kuin ruutujen méaérddn perustuvissa Rubikin
kuution muunnelmissa.

Yksi vaihtoehto perusstruktuurin laajentamiseksi on seuraava: Koska keskipalojen voi-
daan edelleen ajatella pysyvén kaikissa siirroissa paikoillaan ja keskipaloja koskevat siir-
rot ovat riippumattomia muita paloja koskevista siirroista, voidaan haluttu laajennos
toteuttaa tuloryhméné. Kukin keskipala voi olla neljassd eri asennossa, ja nidméa asen-
not voidaan ajatella numeroiduiksi syklisen ryhmén 7Z4 alkioilla. T&lld tavalla saadaan
laajennetuksi ryhmiksi seitsemin ryhmén suora tulo Sy x Z§, jossa on ensimmiise-
né tekijind nurkka- ja reunaruutujen permutaatioryhmaé ja seuraavina kaikkien kuuden
keskipalan asentoryhmat.

Toinen mahdollisuus on lisdtd kuutioon keinotekoisia ruutuja. Jos ajatellaan myo6s
jokainen keskipala jaetuksi neljddn ruutuun, jotka sijaitsevat kaikki samalla sivulla, voi-
daan naiden valeruutujen paikoista paételld keskipalan asento. Tallainen jako on esitetty
kuvassa 31, josta ndkyy samalla, miten perussiirto vaikuttaa keskipalan asentoon. Yksi
keskipalan ruuduista on varitetty mustaksi selvyyden vuoksi. Jakamalla keskipala ruu-
tuihin voidaan jéalleen ajatella eri asemien muodostavan aliryhmén kaikkien ruutujen
permutaatioiden ryhmassd, mutta nyt ruutuja on yhteensd 64, joten kyse on ryhmén
Sea aliryhmaésta. Taméa ryhmé on kooltaan paljon suurempi kuin ensimméisen laajen-
nosvaihtoehdon tuloryhmé, mutta koska kyse on nyt vain ruutujen lisidmisestéa, voidaan
aikaisempia ryhméteoreettisia ideoita jilleen kayttda hyvéksi.
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Kuva 31: Keskipalojen jako ruutuihin ja perussiirron vaikutus keskipalan asentoon.

Tutkitaan nyt, minkélaisia kommutaattoreita keskipalan liikkeistd saadaan. Taté var-
ten luovutaan nyt niistd periaatteista, ettd keskipalat pysyisivat aina paikallaan ja kes-
kitahkon kierto tulkittaisiin rinnakkaisten sivutahkojen kierroksi. Perussiirrot (keskitah-
kojen siirrot mukaanlukien) nimetdén kuitenkin edelleen totuttuun tapaan.

Ensinnédkin on huomattava, etta jokainen siirto, joka siirtdéd jonkin keskipalan paikal-
taan, siirtda samalla my0Os vastakkaista keskipalaa. Néin ollen keskipalojen paikkaryh-
massd on mahdotonta 16ytda kahta permutaatiota, joiden yhteiseen kantajaan kuuluisi
vain yksi keskipala. Kommutaattoriperiaatteella (lause 6.3) ei siis saada aikaan paikko-
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jen 3-syklid. Paikkaryhméssé pienin yhteinen kantaja, eli kahden vastakkaisen keskipalan
pari, saadaan esimerkiksi valitsemalla siirroiksi kahden eri keskitahkon perussiirrot. Nai-
den siirtojen kommutaattori on tdhdn mennesséa esilld olleista kommutaattorisiirroista
yvksinkertaisin, ja se tuottaa vastakkaisten keskipalojen 3-syklit kuvan 32 mukaisesti. Ku-
vassa kuutio on kuvattuna seké edesté etté takaa. Siirrot on helppo suorittaa, ja tulos on
nayttava, mutta siirtosarja ei itse asiassa auta keskipalojen oikean asennon loytdmisessa.

Kuva 32: Vastakkaisten keskipalojen 3-syklit.

Toinen mahdollisuus kommutaattorin tuottamiseen on valita sellaiset siirrot, joista toi-
nen kiertda keskipalaa paikallaan ja toinen siirtdd sen johonkin muuhun paikkaan. Kier-
tédviksi permutaatioksi 7 voidaan valita esimerkiksi perussiirto U. Siirtdvd permutaatio
o saadaan puolestaan helposti kolmen keskitahkon siirron yhdistelména FnglU g ! (oi-
keastaan konjugaattisiirto). Naistd muodostetun kommutaattorin [o, 7] tuloksena sini-
nen keskipala kiertyy vastapaivdédn ja keltainen keskipala myotapaivadan. Siirtosarja on
esitetty kuvassa 33. Huomaa, ettd keskipalojen liikuttaminen vaikuttaa siirtojen merkit-
semistapaan, ja siksi esimerkiksi siirto Lg kiertda kuvassa kuution ylédpinnan suuntaista
keskitahkoa.

Keskipalojen kiertymét k, (o) voidaan méaéritelld samaan tapaan kuin luvussa 6.5. Tal-
16in kukin kiertymé on ajateltava syklisen ryhmén Z, alkioksi. Koska yhden sivutahkon
kierto muuttaa vain yhden keskipalan kiertyméé yhdella, keskipalojen kokonaiskiertyma
Kg (o) voi olla mikd tahansa luvuista 0, 1, 2 tai 3. Edelld kuvattu keskipaloja kiertéavé
siirtosarja ei vaikuta kokonaiskiertyméén, joten tarvitaan muitakin siirtoja keskipalojen
asentojen ratkaisemiseksi.

Nimitetddn tédssd yhteydessd perusasemaksi sité asemaa, jossa kaikki palat ovat oi-
keilla paikoillaan ja oikeissa asennoissa, mukaanlukien keskipalat. Sellaisia asemia, jois-
sa kaikki palat ovat oikeilla paikoillaan ja nurkka- ja reunapalat lisdksi oikeissa asen-
noissaan, kutsutaan vanhaksi perusasemaksi. Yhdestd vanhasta perusasemasta toiseen
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Kuva 33: Keskipalojen kierto.

siirtyminen vaatii parillisen méérén perussiirtoja, silld perussiirrot ovat ruutujen parit-
tomia permutaatioita, jollei keskipalojen asentoa oteta lukuun. (Keskitahkon perussiirto
voidaan laskea omaksi perussiirrokseen tai kahdeksi sivutahkon perussiirroksi.) Koska
perusasemassa keskipalojen kokonaiskiertyméa on 0, tdytyy jokaisessa vanhassa perusa-
semassa kokonaiskiertyman olla joko 0 tai 2.

Edellisen péaattelyn nojalla keskipalat saadaan oikeaan asentoon seuraavasti. Ratkais-
taan kuutio vanhan mallin mukaan, jolloin paddytdéan johonkin vanhaan perusasemaan.
Keskipalat voivat olla nyt vairissd asennoissa, mutta niiden kokonaiskiertyméa on 0 tai
2. Jos se on 0, keskipalat saadaan oikeisiin asentoihin yll& kuvattua siirtosarjaa sovelta-
malla. Jos kokonaiskiertymé on 2, tehddédn ensin kaksi perussiirtoa esimerkiksi kierta-
maélla yhta sivutahkoa puoli kierrosta. Télloin kokonaiskiertymaéksi tulee 0. Paikoiltaan
siirtyneet nurkka- ja sdrmépalat voidaan nyt palauttaa perusasemaan soveltamalla ai-
emmin opittuja siirtosarjoja. Kyseisten siirtosarjojen kantajat eivét sisdlla keskipaloja,
joten néiden kiertymét eivét téassid vaiheessa muutu. (Td4mé& on helpointa ndhdé ajat-
telemalla keskitahkojen perussiirtoja sivutahkojen pyorityksiné, jolloin keskipalat eivét
liikku paikoiltaan. Keskipalojen asentoryhmé puolestaan on vaihdannainen, joten jokai-
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nen kommutaattori on tuohon asentoryhméén rajoitettuna triviaali.) Tuloksena saadaan
vanha perusasema, jossa keskipalojen kokonaiskiertyméa on 0, ja tdhdn voidaan jalleen
soveltaa keskipaloja kiertavaé siirtosarjaa.

LOPPU
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