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Tehtava 1. Olkoon G ryhmé, H sen osajoukko ja g € G. Todista seuraavat viitteet:
a) YH < G jos ja vain jos H < G
b) 9H < G jos ja vain jos H < G.

Todistus. a) Oletetaan ensin, ettd H < G ja osoitetaan, ettd IH < G. Olkoon e ryhmén
G neutraalialkio. Koska e € H, niin e = geg™! € 9H. Jos taas a,b € YH, niin a = ghg™"
ja b= gkg~! joillakin h,k € H. Nyt

ab = ghg lgkg™' = ghkg™'.
Koska H on aliryhmé, niin hk € H ja siten ab € 9H. Lisédksi

at=(ghg ")t =ghTtg .
Koska h=!' € H, niin a~! € YH. Siten H on ryhmén G aliryhma.
Toisaalta jos YH < G, niin ylldolevan nojalla 7 B (YH) = H on myos ryhmén G aliryh-
ma.
b) Oletetaan, ettd H on normaali aliryhmd G. Jos g € G, niin talloin gH = Hg
ja edelleen YH = gHg~! = H. Siten aliryhmét H ja 9H ovat samat. Koska H on

normaali, niin my6s 9 H on normaali. Jos taas 9 H on normaali aliryhmé, tieddmme, ettd
—1

971(9 H)=9H. Koska ¢ (YH) = H, niin aliryhmit H ja 9H ovat tassikin tapauksessa
samat. Siten H on normaali aliryhma. O

Tehtéava 2. Osoita, ettd jos A ja B ovat konjugaattiluokkia, joille piatee A N B # (),
niin A = B. Eri konjugaattiluokat ovat siis erillisia.

Todistus. Olkoon GG ryhmaé. Oletetaan, ettd A on alkion a konjugaattiluokka ja B alkion b
konjugaattiluokka. Jos x € AN B, niin on olemassa sellaiset konjugoivat alkiot g, h € G,
ettd x = gag~—' = hbh 1. Téstd seuraa, etti

a=g 'hbh~lg = (¢" ' h)b(g~'h) 1.
Nyt jokainen alkion a konjugaatti voidaan kirjoittaa alkion b konjugaattina, sillé
kak™ = k(g 'R)b(g  h) k™! = (kg 'h)b(kg 'h)™!  kaikilla k € G.

Olemme siis osoittaneet, ettd A C B.
Toisaalta ndemme, etta

b=h"tgzg th = (h tg)z(h tg)~ L.

Téastd seuraa samaan tapaan kuin edelld, ettd B C A ja edelleen A = B. Toisistaan
poikkeavilla konjugaattiluokilla ei siis ole yhteisid alkioita. O



Tehtava 3. Tarkastellaan Rubikin paikkaryhméad R,. Numeroidaan kuution palojen
paikat oheisen kuvan mukaisesti.

a) Maarita etutahkon perussiirron F' sykliesitys ja etumerkki.
b) Osoita, ettd mikddn kahden nurkka- tai sarmépalan vaihto (ab), missd muut
palat eivét liiku, ei ole mahdollinen siirto.

c¢) Luennoilla esitelty 3-sykli on o = (163). Esit4 siirto (6 8)(11 13) tulona permu-
taatiosta o sekd sen konjugaateista, kirjoittaen konjugoivat alkiot perussiirtojen

yvhdistelmina.
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Ratkaisu. a) Etutahkon perussiirron sykliesitys on
F = (1386)(2574).

Koska 4-syklit ovat parittomia ja F’ on kahden 4-syklin tulo, on F' parillinen permutaatio.
b) Vaihto on pariton permutaatio. Jokainen perussiirto on kuitenkin a)-kohdan nojalla
parillinen, joten perussiirtojen tulona voi syntyéd vain parillinen permutaatio. Vaihto ei
siis voi olla perussiirtojen tulo, joten se ei ole laillinen siirto.
c) Aloitetaan kirjoittamalla tutkittava siirto 7 = (6 8)(11 13) lauseen 3.12 todistusta
mukaillen 3-syklien tulona:
7=(6811)(8 11 13).

Valitaan sitten molempia yll& olevan tulon tekijoitd varten jokin siirtosarja, joka siirtda
kyseisen tekijin ilmaisemilla paikoilla olevat palat (standardi)paikoille 1, 3 ja 6:

(6,8,11) = (1,6,3) : FU!
(8,11,13) — (6,3,1) : U?F

Teorian perusteella tiedetdan nyt, ettd o:n konjugointi ylla olevien siirtosarjojen kéan-
teissiirroilla tuottaa halutut 3-syklit:

WF™(163) = (68 11),
(V%) (1 6 3) = (13 8 11) = (8 11 13).

Saadaan siis esitys
—1 —1772
7= U (U,

Moni muukin ratkaisu olisi tietysti mahdollinen.



Tehtava 4. Maaritd ryhmén A4 konjugaattiluokat.
Ratkaisu. Tieddmme, etta

Ay = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123),
(124), (132), (134), (142), (143), (234), (243)}.

Permutaatioita konjugoitaessa voidaan kéyttda apuna lausetta 4.6. Huomataan, etté

19((12)(34)) = (14)(23)

W ((12)(34) = (13)(24).
Siten alkion (12)(34) konjugaattiluokassa ovat ainakin alkiot (14)(23) ja (13)(24). Toi-
saalta tiedimme lauseen 4.6 perusteella, ettd konjugoinnissa permutaation syklityyppi
sdilyy. Koska kaikki muut ryhmén A4 alkiot ovat syklityypiltdan erilaisia, ei tdssd kon-

jugaattiluokassa ole enempéd alkioita.
Samalla tavoin ndhdaén, ettd

(124) (193) = (243),
(142) (123) = (134),
(243)(123) = (142),

ja
(124) (132) = (234),
(142)(132) = (143),
(243)(132) = (124).
Osoitetaan seuraavaksi, ettd alkiot (123) ja (132) eivét ole konjugaatteja. Jos pétisi

7(123) = (132) jollakin o € Ay, niin lauseen 4.6 perusteella (o(1) o(2) o(3)) = (132).
Permutaatio (132) voidaan kirjoittaa my6s muodoissa (321) ja (213), ja siten permutaa-
tiolle o péatee jokin seuraavista:

i) o(1) =1, 0(2) =3, o(3)
ii) o(1) =3, 0(2) =2, 0(3)
i) o(1) =2, 0(2) =1, o(3)

2
1
3.

Konjugoivan alkion téytyisi siis olla jokin vaihdoista (23), (13) tai (12). Koska ryhmi
Ay ei sisilla vaihtoja, eivét alkiot (123) ja (132) kuulu samaan konjugaattiluokkaan.
Siten konjugaattiluokiksi saadaan

{id},

{(12)(34), (14)(23), (13)(24)},
{(123), (243), (134), (142)} ja
{(132), (234), (143), (124)}.



Tehtava 5. Tarkastellaan viidentoista pelid. Siind on 4 x 4-kehikkoon asetettu viisi-
toista numeroitua neliotd (ks. kuva seuraavalla sivulla). Neliot voivat liikkua toistensa
suhteen niin, ettd tyhjin paikan vierelld oleva nelié voidaan aina siirtda tyhjaan paik-
kaan (perussiirto). Tavoitteena on saada neliét palautettua vasemmanpuoleisen kuvan
mukaiseen perusasemaan.

Kuvataan pelin siirtoja permutaatioilla kuutiosta tuttuun tapaan, eli numeroidaan
paikat luvuin 1-16, ja jos paikassa 1 ollut neli¢ siirtyy paikkaan 3, ajatellaan permu-
taation kuvaavan 1 — 3 jne. Kuvassa paikkojen numerot ovat ruutujen vasemmissa
yldkulmissa.

Osoita, ettd oikeanpuoleisen kuvan mukaisesta asemasta ldhtien pelid on mahdoton
ratkaista. (Vihje: tutki ratkaisemiseen tarvittavan siirron etumerkkia.)

1 2 3 4 1 2 3 4
1 2 3 4 1 2 3 14
5 6 7 8 5 6 7 3
5 6 7 8 10 6 7 8
9 10 11 12 9 10 11 12
9 10 11 12 9 4 11 12
13 14 15 16 13 14 15 16
13 14 15 13 5 15

Ratkaisu. Kuvan mukaisesta asemasta pelin ratkaisemiseksi olisi suoritettava siirto-
sarja, joka vastaa syklid (4 14 5 10). Kyseessd on siis pariton permutaatio. Voidaan
kuitenkin osoittaa, ettd kaikki siirtosarjat, jotka pitavat tyhjan ruudun paikallaan (eli
kuvan tilanteessa vievéit tyhjan ruudun siirron lopuksi takaisin oikeaan alakulmaan) ovat
parillisia permutaatioita.

Seuraavassa kuvassa on pelin nelididen paikat varjatty vuorotellen tummiksi ja vaa-
leiksi shakkilaudan tapaan. Léhtiessadn oikeasta alakulmasta tyhja ruutu siirtyy jokai-
sessa perussiirrossa joko tummalta vaalealle paikalle tai vaalealta tummalle. Jotta se
paésisi takaisin aloituspaikalleen, joka on tumma, on siis suoritettava parillinen maara
perussiirtoja. Pariton maara nimittdin jattéisi tyhjin ruudun vaalealle paikalle. Jokai-
nen perussiirto on vaihto, joten tarvittava permutaatio on parillinen. Téten haluttua
4-syklia ei voida muodostaa.
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