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Tehtava 1. Osoita, ettd nelion symmetriaryhmé Dg ei ole minkddn epétriviaalien
aliryhmiensé (sisdinen) suora tulo.

Todistus. Epéatriviaalit aliryhmét lueteltiin harjoituksen 4 tehtavéssd 1. Ne ovat

{id, p?} (normaali), {id, p, p%, p*}  (normaali),
{id, 7}, {id, p*, m,mp*}  (normaali),
{id, 7p}, {id, p%, 7mp, 7p%}  (normaali).
{id, 7p*},

{id, mp*},

Jos Dg olisi kahden aliryhménsa suora tulo, aliryhmét olisivat lemman 5.5 perusteella
normaaleja. Toisen niista taytyisi sisaltda 2 alkiota ja toisen 4, jotta tulon kertaluku
olisi 8. Kahden alkion aliryhmisté ainoa normaali on Z = {id, p?}. Toisaalta jokainen
neljan alkion aliryhmi sisiltad alkion p?, joten aliryhmén Z leikkaus minkéén neljin
alkion aliryhméan kanssa ei ole triviaali. Taten ne eivit muodosta suoraa tuloa. O

Tehtava 2. Olkoon G &érellinen ryhmé, jonka konjugaattiluokat ovat Ki,..., Ky,.
Olkoon z; konjugaattiluokan K; edustaja jokaisella ¢ € {1,..., m}. Tarkastellaan vas-
taavien keskittajien indekseja [G : Ca(z;)].

Osoita, etta niiden alkioiden x; lukumééré, joilla pétee [G : Cg(z;)] = 1, jakaa ryhmén
G kertaluvun.

Todistus. Lauseen 4.12 mukaan indeksi [G : Cg(z;)] on konjugaattiluokan K; koko. Jos
indeksi on yksi, konjugaattiluokka on yksi6. Talloin 9x; = x; kaikilla g € G, eli alkio x;
kuuluu keskukseen. Sama pétee myos kadntden. Siispd niiden alkioiden z; lukumé&éra,
joilla patee [G : Cg(x;)] = 1, on ryhmén keskuksen koko. Keskus on aliryhmé, joten sen
kertaluku jakaa ryhmén G kertaluvun. ]

Tehtava 3. Méaritd ryhméan A4 kaikki aliryhmét.
Ratkaisu. Ryhmé Ay koostuu neutraalialkion lisdksi 3-sykleistd ja vaihtojen tuloista.
Tarkemmin sanoen,
(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)}.
Ryhmén A4 kertaluku on 12. Lagrangen lauseen mukaan aliryhmien kertaluku jakaa
koko ryhmén kertaluvun. Luvun 12 tekijit ovat 1, 2, 3, 4, 6 ja 12. Ainoat kertalukua 1 ja

12 olevat aliryhmét ovat triviaalit aliryhmét {id} ja A4. Tarkastellaan muita kertalukuja
erikseen.



Kertalukua 2 olevat aliryhmét ovat muotoa {id, o}. Koska aliryhméssé on vain yksi
neutraalialkiosta poikkeava alkio o, tiytyy pited o2 = id, eli o:n kertaluku on 2. Téllai-
nen permutaatio on vaihtojen tulo, ja néitd ryhméssia A4 on kolme: (12)(34), (13)(24) ja
(14)(23). Kukin kelpaa o:ksi, joten néistd saadaan kolme aliryhméé.

Kertalukua 3 olevat aliryhmét siséltédvat neutraalialkion lisdksi kaksi muuta alkiota.
Kolmen alkion ryhmié on kuitenkin vain yksi, nimittédin syklinen ryhmaé. Tieddmme siis,
ettd aliryhmé on muotoa {id, p, p~1}, missi alkion p kertaluku on 3. Tillaisia alkioita
ryhméssé A4 ovat kaikki 3-syklit, joita on yhteensd 8. Kukin voidaan valita alkion p pai-
kalle, ja télloin alkioksi p~! tulee toinen 3-sykli. Toisistaan poikkeavia aliryhmii saadaan
talla tavoin vain 4, koska sykli ja sen kadnteissykli menevit aina samaan aliryhmaén.

Tarkastellaan sitten kertalukua 4. Jokaisen ryhmén alkion kertaluku jakaa koko ryh-
mén kertaluvun (Lagrangen lauseen seuraus), joten téssi aliryhméssi voi olla vain al-
kioita, joiden kertaluku on 1, 2 tai 4. Ryhméssid A4 ei ole 4-syklejd eikd vaihtoja, jo-
ten aliryhméssa voi olla neutraalialkion lisdksi vain vaihtojen tuloja. N&itd ryhmassa
A, on tasmalleen kolme, ja jos ne laitetaan kaikki samaan joukkoon, saadaan aliryhmé&
{id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Tekijaé 6 vastaavaa aliryhméa ei ole. Tamé voidaan ndhdé tarkastelemalla kahta vaih-
toehtoa: joko aliryhmaéssa olisi vain yksi 3-sykli ja sen kdanteisalkio, tai sitten aliryhmassa
olisi enemman kuin kaksi 3-syklia.

Jos aliryhmésséd on vain yksi 3-sykli (abc) ja sen kddnteisalkio (acbh), sielld taytyy olla
myo0s kaikki vaihtojen tulot, jotta saataisiin yhteenséd kuusi alkiota. Siis muun muassa
vaihtojen tulo (ad)(bc) on aliryhmésséd. Télloin aliryhméssa on kuitenkin my6s konju-
gaatti

(@)ed) (gbe) = (bad).

Tama olisi ylimaarainen 3-sykli, joten tilanne ei ole mahdollinen.

Jos aliryhméssd on enemmén kuin kaksi 3-syklié, sielld on esimerkiksi 3-syklit (abc),
(acb), (bed) ja (bde). (Syklin lisédksi on aina oltava myos kddnteissykli.) Télloin aliryh-
maén tulee myos alkio

(abc)(bed) = (ab)(cd).
Nyt aliryhméssa on jo kuusi alkiota. Kuitenkin, samoin kuin edellisessé tapauksessa,
sielld pitaisi olla myos konjugaatin

(@)ed) (gbe) = (bad).

Tama on uusi 3-sykli, joten aliryhmaéssé olisi myds tédsséd tapauksessa enemmén kuin
kuusi alkiota.
On siis selvitetty, ettd ryhmén A4 aliryhmét ovat

Ay, {id, (123), (132)},
{id}, {id, (124), (142)},
{id, (12)(34)}, {id, (134), (143)},
{id, (13)(24)}, {id, (234), (243)},
{id, (14)(23)}, {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.



Tehtava 4. Mitkd ryhmén A, aliryhmistd ovat normaaleja?

Aliryhmé on normaali, jos ja vain jos se siséltda kaikkien alkioidensa konjugaatit. Ta-
maé tarkoittaa sitd, ettd normaalin aliryhmén on siséllettéva vain kokonaisia konjugaat-
tiluokkia. Toisin sanoen normaalin aliryhmén on oltava yhdiste yhdesté tai useammasta
luokasta.

Kolmannen harjoituksen tehtévissid 4 méaritettiin ryhmén A4 konjugaattiluokat. Ne
ovat

{id},

{(12)(34), (14)(23), (13)(24)},
((123), (243), (134), (142)} ja
{(132), (234), (143), (124)}.

Vertaamalla téaté listaa edellisessd tehtévéssd médritettyyn aliryhmaélistaan ndhdééan,
ettd ainoat aliryhmat, jotka sisaltavét vain kokonaisia konjugaattiluokkia, ovat

Néamaé ovat siis ainoat normaalit aliryhmat.

Tehtava 5. Maarita ryhméan A4 alkioiden keskittéjat ja ryhmén keskus.

Ratkaisu. Maaritetdan alkioiden keskittajat tehtdvin 3 seka lauseen 4.12 avulla. Ky-
seisen lauseen mukaan alkion keskittdjan indeksi on sen konjugaattiluokan koko. Har-
joituksen 3 tehtavin 4 perusteella alkion konjugaattiluokan koko riippuu vain alkion
syklityypista (konjugaattiluokat on myos listattu edellisen tehtdvéin ratkaisussa). Néin
saadaan seuraava taulukko:

v M| [A4:Cu(2)] |Ca,(@)]

id 1 1 12

(ab)(ed) 3 3 4

abc 4 4 3
(abc)

Keskittajat ovat aliryhmid, ja aliryhmat listattiin tehtédvassa 3. Neljén alkion aliryhmia
on vain yksi, joten sen on oltava kaikkien muotoa (ab)(cd) olevien alkioiden keskittéjé.
Kolmen alkion aliryhmistéd oikea keskittdja voidaan valita silld perusteella, etté alkion
taytyy aina itse kuulua omaan keskittajaanséd. Keskittdjat muodostavat siis seuraavan-
laisen listan:

Cuay(id) = Ay, Cua,((124)) = {id, (124), (142)},
C,(12)(34)) = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, Cia,((142)) = {id, (124), (142)},
Cua,((13)(24)) = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)},  Ca,((134)) = {id, (134), (143)},
Cua,((14)(23)) = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)},  Ca,((143)) = {id, (134), (143)},
Ca,((123)) = {id, (123), (132)}, Ca,((234)) = {id, (234), (243)},
Ca,((132)) = {id, (123), (132)}, Ca,((243)) = {id, (234), (243)}.



Lisatehtdva 6. Ryhmén Sy aliryhma
vV ={id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

on normaali. Tutki tekijaryhméaé Sy/V. Mikd on sen kertaluku? Méaérité tekijaryhmén
S4/V alkioiden kertaluvut ja osoita, ettd tekijaryhmé ei ole syklinen.

Ratkaisu. Tekijaryhmén kertaluku on aliryhmén indeksi eli [Sy : V] = 24/4 = 6.
Lasketaan aliryhméan V' sivuluokat:

V ={id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)},
(12)V = {(12), (34), (1324), (1423)},
(13)V = {(13), (1234), (24), (1432)},
(23)V = {(23), (1342), (1243), (14)},

(123)V = {(123),(134), (243), (142)},
(132)V = {(132),(234), (124), (143)}

Alkioiden kertalukujen méarittdmiseksi tehddén seuraava havainto: jokaiselle sivuluo-
kalle oV péitee (oV)™ = o™V kaikilla n € Z. Sivuluokan kertaluku on siis jokin sellainen
positiivinen kokonaisluku n, etté sivuluokan edustajalle o péatee 0™ = 1. Useissa sivuluo-
kissa esiintyy kuitenkin kahdenlaista kertalukua olevia alkioita. Naistd on valittava se,
jonka kertaluku on pienempi, koska alkion kertaluku on pienin positiivinen eksponentti,
jolla alkion potenssista tulee neutraalialkio. Télla tavoin saadaan seuraavat kertaluvut:

o(V) = 1, o((12)V) = 2,
o((123)V) = 3, o((13)V) = 2,
o((132)V) = 3, o((23)V) = 2.

Huomaa, ettd kertaluku ei riipu sivuluokan edustajan valinnasta. Esimerkiksi sivu-
luokan (12)V kertaluku on 2. Toisaalta (12)V = (1324)V, mutta laskemalla n&dhdéén,
etta

(1324)% = (12)(34) € V,

joten ((1324)V)? = V. Sivuluokan (12)V kertaluku on siis 2 riippumatta siitd, mink:
edustajan avulla se on kirjoitettu.

Jotta tekijaryhméa Sy /V olisi syklinen, jonkin alkion téytyisi virittdé koko ryhma, eli
jonkin alkion kertaluvun olisi oltava 6. Néin ei kuitenkaan ole, joten tekijaryhmaé ei ole
syklinen. Sen sijaan se on isomorfinen ryhmén S kanssa, kuten yll& valituista edustajista
helposti ndhdaan.



