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Kaikista tehtéavista sai maksimissaan 6 pistetta.

Tehtéva 1 oli sujunut hyvin, tosin jotkut eivit osanneet osoittaa aliryhméa R, nor-
maaliksi. (Esimerkiksi se, ettd aliryhmé on vaihdannainen, ei riitd. Onhan esimerkiksi
ryhmén Sj aliryhmé {id, (12)} vaihdannainen, muttei normaali, kuten kurssilla Algebra I
on todettu.) T&ll6in menetti kuitenkin vain yhden pisteen.

Tehtévassd 2 monet olivat osoittaneet onnistuneesti, ettd Z,o saadaan kahden aliryh-
ménsi summana, mutta summan suoruus oli jadnyt tarkistamatta. Talloin saattoi saada
koko tehtavista vain 2 pistetta.

Tehtava 3 oli tarkoitettu helpoksi, mutta osoittautui vaikeaksi. Jokainen kohta oli 1,5
pisteen arvoinen. Yleisin virhe oli, ettd sekoitettiin paikkaryhmén ja Rubikin ryhmén
siirrot. Paikkaryhméssa kaikki siirrot ovat parillisia, mutta Rubikin ryhméssé néin ei ole,
joten parillisuusperustelua ei voi kéyttaa esimerkiksi sirmépalan kadnnon tapauksessa.
(Tosin sarméaryhméssi R siirrot ovat parillisia, joten sité olisi voinut kayttéa, vaikkei
sita ollut luennoilla osoitettu.)

Tehtava 4 oli haastavampi tehtdvd. Osa oli tajunnut todistuksen idean, muttei ollut
osannut kirjoittaa sitd selkeésti ylos. Téalloin kuitenkin menetti vain pari pistettd. Jos
oli osannut kirjoittaa keskuksen méaaritelman eli sanoa, mita yritetdédn todistaa, sai jo
yhden pisteen.

Tehtéva 5 sujui yleisesti hyvin. Tehtavissa péarjési sitkedsti laskemalla, mutta tyo hel-
pottui paljon, kun kéytti esimerkiksi tietoa, ettd konjugaattiluokat muodostavat osi-
tuksen tai ettd kunkin konjugaattiluokan koko jakaa ryhmén kertaluvun. Tarkedé oli
huomata ja osoittaa, ettd kaikki 5-syklit eivét ole samassa konjugaattiluokassa.

Koska erityisesti kolmostehtava osoittautui liian vaikeaksi, arvosanarajoja laskettiin
reilusti. Maksimipistemaara oli 30, mutta lapipadsyyn riitti 11 pistettd, kakkoseen 13,
kolmoseen 16, neloseen 19 ja viitoseen 22 pistetta.

Tehtava 1. Maarittele Rubikin asentoryhmé R, . Osoita, ettd asentoryhmé on Rubikin
ryhmén normaali aliryhma, ja méérittele sen avulla Rubikin paikkaryhma R,.

Ratkaisu. Rubikin asentoryhma R, koostuu niisté laillisista siirroista, jotka eivat siirréa
paloja paikoiltaan. Osoitetaan, ettd kyseessid on Rubikin ryhmén normaali aliryhma.
Osoitetaan ensin, ettd R, on aliryhmé tarkistamalla seuraavat kohdat.

1) Jos siirrot o ja 7 pitavit kaikki palat paikoillaan, myos niiden yhdistelmé o o 7
pitaé kaikki palat paikoillaan. Taten R, on suljettu laskutoimituksen suhteen.

2) Rubikin ryhmén neutraalialkio id pitéé palat paikoillaan, joten se on joukossa R,.



3) Jos siirto o pitdd palat paikoillaan, myds sen kidnteissiirto o' pitid palat pai-
koillaan. Taten myo6s jokaisen siirron kaénteissiirto 10ytyy joukosta R,.

On néaytetty, ettd R, on aliryhma. Osoitetaan vield, ettéd se on normaali. Olkoot taté
varten o € R ja 7 € R,. Tarkastellaan, miten konjugaatti To7~! siirtds paloja.

Oletetaan, ettd 7! siirtdd palan A paikasta z paikkaan y. Koska o ei siirrd mitdin
paloja paikoiltaan, myos yhdistelmé o7—! siirtdd palan A paikkaan y. Toisaalta 7 siir-
tad palat kddnteisesti siirtoon 7! nihden, joten 7 siirtis palan A paikasta y takaisin
paikkaan z. Kokonaisuutena konjugaatti 7o7~! ei siis siirrd palaa A lainkaan, joten
konjugaatti kuuluu aliryhmééan R,. Taten R, on normaali.

Rubikin paikkaryhmé on tekijaryhmé R, = R/R,. Se koostuu siis sivuluokista oR,,
missd o € R.

Tehtava 2. Tarkastellaan syklista jaannosluokkaryhméd Zio = {[0], [1], ..., [11]}, jos-
sa laskutoimituksena on jadnnosluokkien yhteenlasku. Osoita, ettd Zis on joidenkin kah-
den epétriviaalin aliryhménsé suora summa.

Todistus. Valitaan aliryhmat

H = {[0], [4], 8]} Ja K ={[0],[3],[6], [9]}-

Jotta aliryhmien summa H + K olisi suora, taytyy niiden leikkauksen olla triviaali ja
liséksi kaikilla h € H ja k € K taytyy pated hk = kh. Selvisti ndhdaan, ettda HNK = {0},
ja my6s vaihdannaisuusehto pétee, silld ryhmé Zi5 on vaihdannainen. Summa H + K on
siis suora.

Taulukoimalla summan H + K alkiot ndhdéén, ettd summa on koko ryhmé Zis:

+ [ 0] (3] [6] [9]
[0} | [o] [3] [6] [9]
(4] | [4] 71 [0 [1]
(8] [8] [11] 2] [5]
Siispé Zis on aliryhmienséd H ja K suora summa. O

Tehtava 3. Mitka seuraavista siirroista ovat laillisia Rubikin kuution siirtoja eli kuu-
luvat Rubikin ryhmééan R? Perustele lyhyesti kurssilla kéytetyin késittein.

1) kahden sdrmépalan paikkojen vaihto (asennoista valittdméatté)
2) yhden sidrmépalan kaanto paikallaan

3) kahden sdrmépalan paikkojen vaihto ja neljin nurkkapalan paikkojen 4-sykli yhté
aikaa (asennoista valittdméatta)

4) kolmen nurkkapalan kiertdminen paikoillaan kolmanneskierroksen verran myota-
paivaan



Ratkaisu.

1) Koska asennoista ei vilitetd, on kyse paikkaryhméstd R, (eli palojen permutaa-
tioista). Paikkaryhmaéssé jokainen alkio on parillinen permutaatio, mutta kahden
sdrmépalan paikkojen vaihto on pariton. Siispé siirto ei ole laillinen.

2) Yhden sarmépalan kdanté muuttaisi sairmépalojen kokonaiskiertyméé yhdelld. Ko-
konaiskiertyma kuitenkin séilyy kaikissa laillisissa siirroissa vakiona, joten siirto ei
ole laillinen.

3) Tarkastellaan jélleen tilannetta paikkaryhméssa. Haluttu siirto voidaan kirjoittaa
tulona vo, missé v on nurkkien 4-sykli ja o srméapalojen vaihto. On néytetty, etta
tallainen siirto on laillinen tédsmélleen silloin, kun sign(v) = sign(o). Koska seké v
ettd o ovat parittomia permutaatioita, siirto on laillinen.

4) Kurssilla on néytetty, etta siirto, joka kiertdd kahta vierekkéistd kulmapalaa kol-
manneskierroksen eri suuntiin, on laillinen. Tehdddn tdmé ensin paloille A ja B
niin, ettd A kiertyy myotd- ja B vastapaividdn. Tehdddn sama sitten paloille B ja
C niin, ettd C kiertyy myota- ja B vastapdivdaén. Télloin A ja C ovat kiertyneet
kolmanneskierroksen myotapéaivadn, ja B on kiertynyt kaksi kolmanneskierrosta
vastapéivadn, mikd on sama kuin kolmanneskierros myotéapaivaan. Siirto on siis
laillinen.

Tehtava 4. Niin kutsuttu superkddntd on asentoryhmén siirto, joka kaantaa kaikki
sarmépalat ympari. Osoita, ettd superkadntd on Rubikin ryhmén keskuksessa.

Todistus. Ryhmén keskukseen (R kuuluvat tdsmalleen ne alkiot, jotka eivat muutu kon-
jugoitaessa. Olkoon o tehtivissd kuvattu superkidnto. Osoitetaan, ettd o7~ ! = o kai-
killa 7 € R.

Olkoon 7 € R. Superkadnto pitdd kaikki nurkkaruudut paikoillaan, joten voidaan
rajoittua tarkastelemaan sdrméruutuja. Olkoon x erds sdrmaruudun paikka ja olkoon
y saman sdrmépalan toisen ruudun paikka. Oletetaan, ettd sdrmépaikat a ja b ovat
sellaiset, ettd 7(a) = = ja 7(b) = y, jolloin erityisesti a ja b ovat jonkin sidrmépalan
kahden ruudun paikat.

Nyt superkéénnolle pitee o(x) = y ja toisaalta superkddnnon konjugaatille pétee

ror Nz) = 10(a) = T(b) = y.

Koska superkadanto ja sen konjugaatti kuvaavat mielivaltaisen sérméaruudun x samal-

la tavalla (eivatka litkuta nurkkaruutuja mitenkddn), kyseesséd on sama siirto. Siispéd
-1

TOT " =0. O

Tehtédva 5. Erds ryhmén Sy aliryhmisté on viisikulmion symmetriaryhma

Do = {id, (12345), (13524), (14253), (15432)
(25)(34), (13)(45), (15)(24), (12)(35), (14)(23) }.



Maéaritad ryhmén D9 konjugaattiluokat ja keskus.

Ratkaisu. Ryhman neutraalialkio on aina yksin omassa konjugaattiluokassaan. Lisédksi
konjugointi ei voi muuttaa permutaation syklityyppia, joten vaihtojen tulo ja 5-sykli
eivit voi olla samassa konjugaattiluokassa. Tarvitsee siis vain selvittda, mitka vaihtojen
tulot ja toisaalta mitka 5-syklit ovat toistensa kanssa samassa konjugaattiluokassa.

Pieni lasku osoittaa, etta

(12345)

(25)(34)) = (31)(45) = (13)(45).
(13524) ((25)(34)) = (42)(51) = (15)(24),
(14253) ((25)(34)) = (53)(12) = (12)(35)
(15432) ((25)(34)) = (14)(23).

Jokainen vaihtojen tulo on siis alkion (25)(34), joten ne ovat kaikki samassa konjugaat-
tiluokassa.
Toisaalta 5-sykleistd ndhdéaan, etta

(29)(34) (12345) = (15432)
ja (0G4 (13524) = (14253).

Siispéd ainakin alkiot (12345) ja (15432) ovat toistensa konjugaatteja, samoin kuin alkiot
(13524) ja (14253). Téytyisi endd selvittdéd, kuuluvat ndmaé kaikki samaan konjugaatti-
luokkaan vai muodostavatko ne kaksi erillistd luokkaa. Tamén saisi selville konjugoimalla
esimerkiksi alkiota (12345) kaikilla mahdollisilla alkioilla, mutta asia voidaan paitelld
myo0s toisin.

Kurssilla osoitettiin, ettd konjugaattiluokan ¢z koko on sama kuin keskittijin Cq(x)
indeksi. Aliryhmén indeksi puolestaan jakaa aina ryhmén kertaluvun, joten erityisesti
jokaisen konjugaattiluokan koko jakaa ryhmaén kertaluvun. Ryhméan D;g kertaluku on
10, joten konjugaattiluokkien mahdolliset koot ovat 1, 2, 5 ja 10. Missdén konjugaat-
tiluokassa ei siis voi olla tasmalleen neljaéd alkiota, joten 5 syklit eivat voi olla kaikki
samassa konjugaattiluokassa.

Konjugaattiluokat ovat siis

{id},  {(25)(34), (13)(45), (15)(24), (12)(35), (14)(23)},
{(12345), (15432)} ja {(13524),(14253)}.

Ryhmén keskukseen kuuluvat ne alkiot, jotka eivit muutu konjugoitaessa. Ne ovat
siis tdsmélleen ne alkiot, jotka ovat yksin omassa konjugaattiluokassaan. Listatuista
konjugaattiluokista nahdéaén, ettd ryhméan Dy keskus on {id}.



