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1 Johdanto

Monet verkkoteorian keskeisista kysymyksista ovat luonteeltaan kombinatorisia ongel-
mia, joissa tarkastelemme verkkojen tai niisséd madariteltyjen alirakenteiden perheita.
Tyypillisimpiéd ongelmia ovat muun muassa erilaiset pa#atos- ja optimointiongelmat,
joissa etsimme tietyn ominaisuuden sisaltavia rakenteita. Esimerkiksi niin sanotussa
Hamiltonin syklin ongelmassa haluamme selvittda, onko annetussa verkossa syklié,
joka kulkee tésmalleen kerran jokaisen solmun kautta [Bol98|. Kauppamatkustajan
ongelma puolestaan on tunnettu optimointiongelma, jossa etsimme painotetun verkon

keveintd Hamiltonin syklia.

Enumeratiivinen kombinatoriikka on kombinatoriikan klassinen haara, joka tutkii
objektien lukumaé&araan liittyvia kysymyksia. Voidaan esimerkiksi nayttaa, etta n-

n/2r niin sanottua

solmuisella r-saannélliselld verkolla on enintéén " = (27! — 1)
rigppumatonta solmujen osajoukkoa (engl. independent set), jossa mitkddn solmut
eivit ole toistensa naapureita [Zhal0|. Tamé pitkddn avoin kysymys osoitettiin hiljat-
tain palauttamalla tarkastelu aiempaan todistukseen kaksijakoisille verkoille. Aiempi
tulos puolestaan todistettiin kiayttamalla hyvéiksi entropiaan perustuvia menetelmié,
jotka ovat yleisesti osoittautuneet hyodylliseksi kombinatorisessa analyysissi [Rad01].
Vastaavien ylarajojen tiukkuus osoitetaan tyypillisesti konstruoimalla daretén joukko
objekteja ja nayttamallé, ettd sen jasenet saavuttavat yliarajan tdsmaélleen. Esimer-
kiksi ylaraja ¢ on tiukka ja saavutetaan tasmalleen kaksijakoisten verkkojen K ,

erillisessé yhdisteessa.

Lukumaaraén liittyvét tulokset ovat kiinnostavia paitsi puhtaasti kombinatorisessa
mielessd, myos algoritmien suunnittelun ja analyysin kannalta. Esimerkiksi verkon
varitysongelmalle tunnetaan algoritmeja, joiden aikavaativuus riippuu olennaisesti
verkon maksimaalisten riippumattomien joukkojen tai maksimaalisten kaksijakoisten
aliverkkojen maarasta [FGPS05]. Tulos, jonka nojalla Hamiltonin syklien mééré on
3-saannollisilld verkoissa Iuokkaa O(2%"/#), puolestaan liittyy suoraan vastaavaan
ratkaisuun kauppamatkustajan ongelmalle [Epp03|. Téllaisissa ratkaisuissa tarvitsem-
me usein ongelman algoritmista puolta, jossa haluamme luetella tai laskea annetun
ominaisuuden sisdltévit objektit mahdollisimman tehokkaasti. Siind missa luettele-
misen vaatima aika riippuu vahintaén lineaarisesti lueteltavien objektien maérasté,

objektien laskeminen voidaan joissain tapauksissa suorittaa olennaisesti nopeammin.

Enumeratiiviset ongelmat voidaan monissa tapauksissa méaritella kysymélla tietyn

ominaisuuden sisdltavien aliverkkojen tai indusoitujen aliverkkojen lukumé&araa. In-
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dusoidun aliverkon méaaraé yksikasitteisesti jokin solmujen osajoukko, jossa kaksi
solmua on yhdistetty kaarella, jos ja vain jos ne on yhdistetty alkuperéisesséa verkossa.
Esimerkiksi edelld mainittu riippumaton joukko voidaan maéaritelld joukkona, jonka
indusoima aliverkko on tyhja. Muita tutkittuja joukkoperheisiin liittyvia kysymyksia
ovat muun muassa klikkien [Woo07| ja dominoivien joukkojen [FGPS05] lukuméara.
Klikilla (engl. clique) tarkoitamme solmujen osajoukkoa, jonka indusoima aliverkko
on tdydellinen. Dominoiva joukko (engl. dominating set) puolestaan sisiltaa ver-
kon jokaista solmua kohti joko solmun itse tai jonkin sen naapurisolmun. Edella
mainitut joukkoperheet tunnetaan monista NP-vaikeista optimointiongelmista. Eri-
tyisesti téllaisten joukkojen laskeminen algoritmisesti on seké yleisessa ettd monissa

erityistapauksissa osoittautunut #P-tdydelliseksi ongelmaksi [KOU11].

Téssa tutkielmassa tarkastelemme lukumaaraan liittyvia kysymyksia vihemmén tut-
kitulle mutta luonnolliselle indusoitujen aliverkkojen perheelle. Sanomme, etta solmu-
jen osajoukko on yhtendginen joukko (engl. connected set), jos sen indusoima aliverkko
on yhtendinen: toisin sanoen joukon mitka tahansa kaksi solmua voidaan yhdistaa toi-
siinsa polulla, jonka kaikki solmut kuuluvat joukkoon. Yksinkertaisesta méaritelmastéa
huolimatta kiinnostus yhtendisten joukkojen lukumaééraéd kohtaan on varsin tuoretta
ja ensimmaiset merkittavit tulokset ovat vain muutaman vuoden takaa. Tutkimuksen
ensisijainen motivaatio on ollut lukumaarén hyddyllisyys algoritmianalyysissa: esi-
merkiksi kauppamatkustajan ongelma n-solmuiselle verkolle voidaan hieman klassista
O(2"n?)-algoritmia muokkaamalla ratkaista ajassa, joka on polynomisen kertoimen
pédssi verkon yhtendisten joukkojen médrdstd [BHKKO8b|. Samassa ajassa voidaan
laskea muun muassa myos verkon niin sanottu Tutte-polynomi, joka yleistda lukui-

sia verkkoteoreettisia kéasitteitd ja on yksi merkittavimmisté verkkoinvarianteista
[BHKKO08a].

Koska taydellisen n-solmuisen verkon kaikki 2" osajoukkoa ovat selvisti yhtenéi-
sid, luonnollinen kysymys on, voimmeko antaa yhtenéisten joukkojen méaéarélle ei-
triviaalin ylarajan jossain merkittaviassa harvojen verkkojen perheessa. Bjorklund
ym. [BHKKO8b| ndyttaviit, ettd yhtendisten joukkojen méédra on n-solmuisessa ver-
kossa luokkaa O(B%), missi fa = (22+1 — 1)V/(A+1) < 2 riippuu ainoastaan verkon
suurimmasta asteesta A. My6s tdméan ylarajan todistus perustuu entropiamenetel-
madn: keskeinen tyokalu on Shearerin entropiaepéyhtalosta johdettu projektiolause,
joka antaa ylarajan joukkoperheen koolle, jos sen koolle osataan antaa tietynlainen
paikallinen ylaraja perusjoukon riittdvan monessa osajoukossa. Perrier ym. [PIMOS]
antavat yhtenaisten joukkojen maaralle kokeelliseen tutkimukseen perustuvan arvion,

jonka perusteella ylarajassa on kuitenkin vield parantamisen varaa. My6s tunnetut
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alarajat ovat suhteellisen kaukana kokeellisesti méaritetysta arviosta, joten kysymys
vaikuttaa kaipaavan tarkempaa analyysid kummastakin suunnasta. Olemme erityises-
ti kiinnostuneita siitéd, voidaanko entropiaan perustuvaa menetelméa jollain tavalla

parantaa vai vaatiiko tiukan yldrajan osoittaminen toisenlaista lahestymistapaa.

Luomme téssé tutkielmassa katsauksen yhtenéisten joukkojen lukumaéraa koskeviin
kysymyksiin sekd analyyttisesta etté algoritmisesta ndkokulmasta. Maarittelemme
tutkimuskysymyksen seké olennaiset késitteet formaalisti luvussa 2. Kdymme myos
tarkemmin lapi tunnettuja verkko-ongelmia, joiden vaativuus riippuu olennaisesti
yhtendisten joukkojen maarasta. Luvussa 3 tarkastelemme yhtendisten joukkojen
laskemista ja luettelemista algoritmisena ongelmana. Annamme yksinkertaisen algorit-
min, joka luettelee yhtenéiset joukot yleiselle verkolle, seké esitdmme tehokkaamman
rekursiivisen tavan laskea yhtenéisten joukkojen lukumaaré puissa. Luvussa 4 kdym-
me lapi ylarajaan liittyvat tulokset rajoitetun asteen verkoissa. Esitdmme erityisesti
tarkemmin Bjorklundin ym. entropiaan perustuvan menetelmén seké parannamme
sitd, kun verkon suurin aste A € {3,4}. Arvioimme my6s mahdollisuutta paran-
taa tulosta edelleen samankaltaisilla menetelmilla. Luvussa 5 ldhestymme ongelmaa
toisesta suunnasta osoittamalla alarajan yhtenéisten joukkojen enimméismaérélle
rajoitetun asteen verkoissa. Luomme myos katsauksen pieniin verkkoihin, joissa yhte-
naisten joukkojen mé#ra on suurin mahdollinen, ja pyrimme téten karakterisoimaan

verkkoperheité, joiden tarkemmalla analyysilld voitaisiin saavuttaa tiukka alaraja.

1.1 Yleisista merkinnoista

Kéytamme merkint6ja R ja N reaalilukujen ja luonnollisten lukujen joukoista. Erityi-
sesti sovimme, ettd 0 € N. Joukko R* siséltdd kaikki positiiviset (nollaa suuremmat)
reaaliluvut. Puhuessamme mielivaltaisesta luvusta tarkoitamme aina mielivaltaista re-
aalilukua (tai luonnollista lukua silloin, kun se on asiayhteydessé selvdd). Merkinnélla

log a tarkoitamme aina luvun a 2-kantaista logaritmia.

Osajoukkomerkintoja C ja D kiytetdan kirjallisuudessa vaihtelevasti merkitseméaén
joko aitoa siséltyvyytta tai sisdltyvyyttd sekd mahdollista yhtdsuuruutta. Téassa
tutkielmassa kiytdmme jalkimmaéistéa tulkintaa. Toisin sanoen joukoille A ja B pétee
A C B, jos ja vain jos ¢ € A = = € B kaikilla z. Erityisesti siis A= B = A C B.
Merkinnalld 24 tarkoitamme joukon A potenssijoukkoa eli sen kaikkien osajoukkojen
perhetté ja merkinnalld A®) joukon A kaikkien k-alkioisten osajoukkojen perhetta.
Formaalisti 24 = {S : S C A} ja A® = {S: S C A,|S| = k}. Erityisesti pétee
24 — A A®),
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Oletamme funktion asymptoottisen kasvun késitteen sekéd O-notaation lukijalle tu-
tuksi. Maarittelemme nama kuitenkin téssa eksaktisti pohjustaaksemme méaritelmaa
vahemmén tunnetulle O*-notaatiolle. Olkoot f,¢ : N — R* funktioita. Sanomme,
ettd f kasvaa asymptoottisesti enintddn yhta nopeasti kuin g, jos on olemassa ng € N
ja ¢ > 0 siten, ettd kaikilla n > ng pétee f(n) < c¢- g(n). Toisin sanoen jostain ng
alkaen funktio f ylittda funktion g enintdén jollain vakiokertoimella c. Vastaavasti
sanomme, ettd f kasvaa asymptoottisesti vdhintddn yhtd nopeasti kuin ¢, jos on
olemassa nyg € N ja ¢ > 0 siten, ettd kaikilla n > ng pétee f(n) > c¢- g(n). Jos
molemmat edellisistd toteutuvat, sanomme, ettd f ja g kasvavat asymptoottisesti

yhta nopeasti.

Kéaytdmme tavanomaista merkintdd O(g) kaikkien sellaisten funktioiden joukosta,
jotka kasvavat asymptoottisesti enintdan yhté nopeasti kuin g. Toisin sanoen kaikille
f, g pétee f € O(g), jos ja vain jos f kasvaa enintdén yhtd nopeasti kuin g. Selvésti
pitee esimerkiksi log € O(n?). Tissi n? tarkoittaa implisiittisesti funktiota n — n?.
Jos lauseke sisdltda useita muuttujia, kontekstista ilmenee, minkd muuttujan suhteen
funktion kasvua tarkastellaan. Vastaavasti kdytdmme merkintdd Q(g) sellaisten
funktioiden joukosta, jotka kasvavat asymptoottisesti vahintdédn yhta nopeasti kuin
g, ja merkintdd O(g) sellaisten funktioiden joukosta, jotka kasvavat tédsmélleen yhtéa
nopeasti. Erityisesti siis ©(g) = O(g) N Q(g) kaikilla g.

Sanomme, ettd funktio f : N — R™ kasvaa eksponentiaalisesti, jos f € Q(a™) jollain
vakiolla @ > 1. Eksponentiaalisesti kasvavien funktioiden tapauksessa olemme yleensa
kiinnostuneita nimenomaan eksponentiaalisesta tekijastéd, emme niinkdén funktion
mahdollisista polynomisista kertoimista. Maarittelemme téahén tarkoitukseen O*-
notaation, joka piilottaa vakiokertoimien liséksi myos kaikki polynomiset kertoimet.
Esimerkiksi kauppamatkustajan ongelma ratkeaa dynaamisella ohjelmoinnilla ajassa
O(2"n?) C O*(2"). Formaalisti f € O*(g), jos ja vain jos f € O(g - p), missd p
on polynomifunktio, kaikilla f, g. Vastaavasti maarittelemme luokan ©* siten, etté
f € ©*(g), jos ja vain jos f € O(g - p). Jatkossa tarkoitamme polynomifunktioilla

aina funktioita, jotka kasvavat polynomisesti suhteessa verkon solmujen maaraén.

Verkkoihin liittyvat merkinnat késittelemme tarkemmin luvussa 2.1.



2 Yhtenaiset joukot

Téassé luvussa pohjustamme kysymyksié, joita kisittelemme mychemmissé luvuissa.
Luvussa 2.1 kiymme ensin lapi yleisid verkkoihin liittyvid maaritelmia. Erityisesti
madrittelemme tédsmallisesti yhtendiset joukot ja rajoitetun asteen verkot, jotka
ovat tutkielman keskeisimmét késitteet. Luvussa 2.2 esittelemme ongelmia, joiden
aikavaativuus riippuu yhtenéisten joukkojen maéréista. Luvussa 2.3 maarittelemme
formaalisti yhtendisiin joukkoihin liittyvat ongelmat, joihin tulemme vastaamaan

luvuissa 3-5.

2.1 Maaritelmia

Verkko on formaalisti jarjestetty pari G = (V, E), missd V' on &érellinen joukko
ja E c V@, Kutsumme joukon V alkioita solmuiksi ja joukon E alkioita kaariksi.
Kéytdmme kaaresta {u, v} jatkossa lyhyempééd merkintdd wv tai madritelmén nojalla
yhtéapitavasti vu. Sanomme, ettd kaari uv yhdistad solmut u ja v ja ettd ndma solmut

ovat toistensa naapureita.

Sanomme, ettd solmujen jono u; . .. ug on polku (engl. path), jos pétee u; # u; kaikilla
i # jjauuipq € F kaikilla 1 <4 < k— 1. Talléin polun pituus on k — 1, solmut u; ja
ug ovat polun pddtepisteet ja polku kulkee nédiden solmujen wvdlilld. Solmujen u,v € V
vélinen etdisyys d(u,v) on lyhimmén polun pituus niiden vélilld. Jos solmujen u, v
vélilld ei ole polkua, merkitsemme d(u,v) = oco. Verkon ldpimitta (engl. diameter)
d(G) on suurin etdisyys kahden solmun valilla: §(G) = max{d(u,v) : u,v € V}.
Edelleen 6(G) = o0, jos d(u,v) = oo jollain u,v € V. Sanomme, ettéd G on yhtendinen
(engl. connected), jos kaikkien solmujen vélilld on polku, toisin sanoen §(G) # oo.
Jos polulle uy ... uy pitee k > 3 ja upu; € F, sanomme, ettd u; ... u, on sykli (engl.
cycle). Toisin kuin poluilla, syklin pituudella tarkoitamme sen solmujen méaraa k.
Verkon leveys (engl. girth) g(G) on sen lyhimmén syklin pituus. Jos verkko ei sisilla
syklejéd, merkitsemme ¢(G) = oo. Nimitdmme syklitontd verkkoa metsdksi (engl.

forest) ja syklitontd yhtendista verkkoa puuksi (engl. tree).

Olkoon u € V ja U C V. Merkitsemme N(u) = {v € V : uv € E} ja sanomme,
ettéd joukko N(u) on solmun u (avoin) naapurusto (engl. neighborhood). Vastaavasti
sanomme, ettd Nu] = N(u) U {u}, joka siséltdd naapuruston lisdksi solmun u
itse, on sen suljettu naapurusto. Yleistdmme ndmé méadritelmét mielivaltaiselle
solmujen osajoukolle U C V merkitsemélla N[U]| = |, N[u] ja N(U) = N[U]\ U.
Erityisesti siis N({u}) = N(u) ja N[{u}] = N[u] kaikilla v € V. Merkitsemme myos
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Kuva 1: Yhtenéinen joukko, dominoiva joukko ja yhtendinen dominoiva joukko.

NOu] = u ja rekursiivisesti N**1[u] = N[N*[u]] kaikilla k& € N. Lisiiksi merkitsemme
Nk (4) = N*¥ 1]\ N*[u] kaikilla k € N. Toisin sanoen kaikilla k > 0 joukko N*(u)
sisiltdd solmut, joiden etiisyys solmusta u on tdsmilleen k, ja joukko N*[k] solmut,

joiden etdisyys solmusta u on enintaén k.

Solmun v € V' aste (engl. degree) on sen naapurisolmujen lukumééra d(v) = |N(v)].
Verkon suurin aste (engl. mazimum degree) on A(G) = max d(v). Jos verkon kaikilla
solmuilla on sama aste r, sanomme, ettd verkko on r-sddnnollinen (engl. regular).
Rajoitetun asteen verkoilla (engl. bounded degree graph) tarkoitamme verkkoperheita
Ga = {G € G : A(G) < A}, missd G on kaikkien verkkojen perhe ja A € N.
Perhe G sisdltéda siis kaikki verkot, joiden suurin aste on enintédn A, ja erityisesti
kaikki A-sédannolliset verkot. Merkinnélld Ga ,, tarkoitamme kaikkien n-solmuisten

A-rajoitettujen verkkojen perhetta.

Sanomme, ettd verkko (V', E’) on verkon G aliverkko, jos péatee V! C V ja E' C E.
Méérittelemme jokaiselle osajoukolle U C V' verkon G aliverkon G[U| = (U, E[U]),
missd E[U] = {uwv € E : u,v € U}, ja kutsumme téata joukon U indusoimaksi
aliverkoksi (engl. induced subgraph). Jos verkko G[U] on yhtenéinen, sanomme, etté
joukko U on verkon G yhtendinen joukko (engl. connected set). Toisin sanoen U
on yhtenéinen, jos ja vain jos kaikilla u,v € U on olemassa polku «...v, jonka
kaikki solmut ovat joukossa U (kuva 1). Erityisesti tyhji joukko on yhtendinen.
Sanomme lisiksi, ettd U on dominoiva joukko (engl. dominating set), jos se leikkaa
verkon jokaisen solmun suljetun naapuruston: toisin sanoen jokaisella v € V' \ U
on naapurisolmu joukossa U. Kédytdmme merkintdd € verkon yhtendisten ja D
dominoivien joukkojen perheistéd. Olkoon lisdksi € = €N D, siis sellaisten joukkojen

perhe, jotka ovat sekd yhtenéisia ettd dominoivia.

Merkitsemme edelld méériteltyja ominaisuuksia §(G), g(G), C(G), ... lyhyemmin
0,9,C, ..., kun on selvdi, mista verkosta on kyse. Maarittelemme lopuksi kuusi yksin-
kertaista parametrisoitua verkkoperhetté (kuva 2), joihin viittaamme my6hemmin,

seké annamme lausekkeen niiden yhtenéisten joukkojen maaralle.

Tyhji verkko (engl. empty graph) E, on n-solmuinen verkko, joka ei sisélld lainkaan
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Kuva 2: Esimerkkeja parametrisoiduista verkoista: K5, Ka3, P4, Cs, Se.

kaaria. Tyhjan verkon yhtenaiset joukot ovat tdsmélleen tyhja joukko seké jokaisen

solmun yksi6. Siten C(E,) =n + 1.

Téydellinen verkko tai tdysi verkko (engl. complete graph) K, on n-solmuinen verkko,
jonka jokainen solmupari on yhdistetty kaarella. Téaten jokainen solmujen osajoukko

on yhtenéinen ja pétee C(K,) = 2".

Tiydellinen kaksijakoinen verkko (engl. complete bipartite graph) Ky, sisdltdad solmut
U, . Up, UL, - oo, Uy, sekd kaaren wyu kaikilla 1 <4 < k ja 1 < j < m. Solmujen
joukko on epéyhtendinen tasmélleen silloin, kun se siséltda ainakin kaksi solmua ja
kaikki solmut kuuluvat joko joukkoon {uq,...,ux} tai joukkoon {u},... u, }. Téten
C(Kyym) =28Fm —2F —2m 4k +m + 2.

Polkuverkko (engl. path graph) P, sisiltdd solmut wuy,. .., u, ja kaaren w;u,;q kaikilla
1 <1 < n—1. Tyhjaa joukkoa lukuun ottamatta jokainen yhtendinen joukko sisaltéaa
tasmélleen solmut w;, ..., u; yksikésitteisilld 1 <4 < j < n. Solmut u; ja u; voidaan

selvasti valita (”'QH) = @ tavalla ja siten C(P,) = w + 1.

Sykliverkko (engl. cycle graph) C,, saadaan lisdamalld polkuverkkoon P, kaari w,u;.
Tyhjaa ja kaikkien solmujen joukkoa lukuun ottamatta jokainen yhtenéinen joukko
indusoi polkuverkon: kaikilla 1 < i < n ja 1l <k <n — 1 saadaan yksi k-solmuinen

polku, joka "alkaa” solmusta u;. Siten C(C,,) = n(n — 1) + 2.

Téhtiverkko (engl. star graph) S, siséltad solmut wuy, ..., u, ja kaaren uju; kaikilla
2 <14 < n. Téhtiverkko on isomorfinen kaksijakoisen verkon K ,_; kanssa ja siten
C(S,) =21 +n.

2.2 Ajassa O*(|C|) ratkeavia ongelmia

Ensisijainen mielenkiintomme yhtenéisten joukkojen maarasd kohtaan liittyy ana-
lyyttisiin tuloksiin, joiden nojalla tietyt verkko-ongelmat voidaan ratkaista perheen

C koosta riippuvassa ajassa. Kuten Bjorklund ym. [BHKKO8b| ndyttavéit, tdméa on
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helppo todeta esimerkiksi kauppamatkustajan ongelmalle (engl. travelling salesman
problem, TSP), joka kysyy painotetun verkon keveintd Hamiltonin syklid. Klassi-
nen dynaamista ohjelmointia hyddyntava algoritmi ratkaisee ongelman n-solmuiselle
verkolle (V, F) etsimélla kaikille U C V' ja u € U optimaalisen polun, joka sisiltaa
joukon U jokaisen solmun tasan kerran ja padttyy solmuun u. Muodostamalla jo-
kaisen osapolun yhtd solmua lyhyemmésta jo lasketusta polusta algoritmi l6ytéaa
optimaalisen silmukan ajassa ja tilassa O(n?|2"|), missi |2V | = 2" seuraa suoraan osa-
joukkojen U lukuméaéarasta. Koska on selvid, ettd ainoastaan yhtendinen osajoukko
voi siséltad polun, joka kulkee sen jokaisen solmun kautta, riittaé laskea optimaaliset
polut kaikille U € C. Kuten naytamme luvussa 3, yhtendiset joukot voidaan luetel-
la ajassa O(n|C|). Soveltamalla dynaamista ohjelmointia néiden yli TSP on siten

mahdollista ratkaista ajassa ja tilassa O*(|C|).

Aikavaativuuden O*(|C|) toteaminen ei téssi tapauksessa ole vield itsessdén erityisen
merkittava havainto. Erityisesti se ei sano mitdéan ongelman yleisesté vaativuudesta,
koska pahimmassa tapauksessa (esimerkiksi tédysilld verkoilla) pétee |C| € ©(2").
Bjorklund ym. antavat kauppamatkustajan ongelmalle myos huomattavasti nopeam-
man algoritmin, jonka perusajatus on vilttaa epéyhtendisten joukkojen lisdksi muun
muassa sellaiset joukot, joissa kaikki solmut sisdltava polku ajautuu vaistamétta
"umpikujaan”. Lisdksi jos kaarten painot ovat vakiolla rajoitettuja kokonaisluku-
ja, he nayttavat, ettd ongelma voidaan ratkaista polynomisessa tilassa ja ajassa
O*(|eNnD|). Taten olemme yhtendisten joukkojen lisdksi kiinnostuneita sellaisten

joukkojen maéarasta, jotka ovat sekd yhtenaisia ettd dominoivia.

Osoittautuu, ettd verkon Tutte-polynomi voidaan niin ikdén laskea ajassa O*(|C|)
[BHKKO08a|. Tutte-polynomi on yleisin verkkoinvariantti, joka voidaan laskea niin
sanotulla poisto—kontraktio-algoritmilla, ja siséltda siten erikoistapauksena kaikki
samalla menetelmalld laskettavat invariantit, kuten kromaattisen polynomin, luo-
tettavuuspolynomit ja vuopolynomin. Verkkoteorian ulkopuolella silld on useita
sovelluksia muun muassa kombinatoriikassa, solmuteoriassa ja tilastollisessa fysiikas-
sa. Poisto—kontraktio-algoritmi laskee n-solmuisen verkon G' Tutte-polynomin ajassa
O*(7(G)), missd 7(G) on verkon G virittdvien puiden méaara. Taysilld verkoilla pétee

7(G) = n"2, joten O*(|€|)-aika on huomattava parannus.

Viimeisin tuntemamme algoritmi, jonka aikavaativuus on O*(|C|), on Perrierin ym.
algoritmi [PIMO8|, joka oppii optimaalisen Bayes-verkon annetusta aineistosta. Algo-
ritmin keskeinen ajatus on etsid ensin tietynlainen "ylirakenne”, joka todistettavasti

siséltda optimaalisen verkon aliverkkonaan. Sopiva ylirakenne on yleensa olennaisesti
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helpompi 16ytaa kuin etsid optimaalinen aliverkko suoraan kaikkien mahdollisuuksien
joukosta. Kun ylirakenne tunnetaan, optimaalinen verkko loydetdéan suorittamalla
etsintd sen yhtendisten joukkojen yli. Siten algoritmin aikavaativuus on polynomisen

kertoimen paassa ylirakenteen yhtenaisten joukkojen maarasta.

2.3 Tutkimuskysymys

Edellisten esimerkkien valossa yhtenaisten joukkojen maéran arvioiminen on algorit-
mianalyysin kannalta kiinnostava ongelma. Koska téydessa n-solmuisessa verkossa
K, kaikki 2™ osajoukkoa ovat yhteniisid, on luonnollista kysyé, miten yhtenéisten
joukkojen méara kayttaytyy, jos kaikkien verkkojen sijaan rajoitumme johonkin mer-
kittavadn verkkoperheeseen. On intuitiivisesti selvaé, ettd verkkoperheen jasenten
on oltava jossain mielessd "harvoja”, jotta |C| kasvaisi olennaisesti hitaammin kuin
kaikkien osajoukkojen méaara. Yksi maaritelmé verkkoperheen harvuudelle on, etta
kaarien maara on enintddn lineaarinen solmujen maaraan nahden. Tamé ei kuiten-
kaan vield riitd rajoittamaan yhtenéisten joukkojen méaréaa. Yksinkertainen esimerkki
tastd on luvussa 2.1 esitelty tédhtiverkko, jossa yksi solmu on kaikkien muiden solmu-
jen naapuri ja muut solmut ainoastaan sen naapureita. Koska S,, sisiltda tasmélleen
n — 1 kaarta, tdhtiverkot ovat selvésti harvoja. Erityisesti verkon S,, = (V, F) kes-
vev AW))/IV] =2|E|/|V] =2(n —1)/n < 2 kaikilla n € N.
Téstéd huolimatta yhtendisten joukkojen méérd on luokkaa C(S,) = 2" ' +n € O(2").

kimddrdinen aste on ()

Edellisen esimerkin nojalla harvuus tai edes matala keskimééarédinen aste ei olennaisesti
rajoita perheen C kokoa. Téahtiverkon tapauksessa yhtenéisten joukkojen suureen
madradn riittad, ettd ainoastaan yhdelld solmulla on rajoittamaton aste. Sen sijaan
osoittautuu, ettd yhtenéisten joukkojen méarad voidaan rajoittaa olennaisesti, jos
suljemme téllaiset solmut pois kokonaan tarkastelemalla ainoastaan rajoitetun asteen

verkkoperheitd Ga. Formaalisti méaaritellen olemme kiinnostuneita luvusta

Can=max{C(G): G € Gan}

kaikilla A ja n, siis yhtenaisten joukkojen suurimmasta mahdollisesta madrasti

n-solmuisessa A-rajoitetussa verkossa.

Osoittautuu, ettd n-solmuiset verkot, joilla |C| on tdsmélleen Ca ,,, ovat usein monella
tavalla symmetrisia ja siten teoreettisesti mielenkiintoisia. Kasittelemme téllaisia
verkkoja pienilld A ja n tarkemmin luvussa 5. Algoritmianalyysin kannalta olemme

kuitenkin ensisijaisesti kiinnostuneita siitd, miten Ch ,, kiyttéytyy asymptoottisesti,
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kun n kasvaa jollain kiinteélld A. Kuten osoitamme luvussa 5, Ca, kasvaa eks-
ponentiaalisesti kaikilla A > 3. Ei ole kuitenkaan selvdéa, ettd valttaméatta patisi
Can € O(a}) tai edes Ca, € ©*(ak) jollain vakiolla ax. Koska olemme ensisijaises-
ti kiilnnostuneita nimenomaan eksponentiaalisesta tekijasté, etsimme téaten arviota

luvulle

or =inf{a € R:Chr, € O(a")}

kaikilla A > 3. Toisin sanoen etsimme suurinta lukua, jolla ei ole pienempéa lukua b
siten, ettd Ca,, € O(b"). Koska kantalukujen a € R joukko on epétyhji, infimum on

reaalilukuaksioomien nojalla olemassa ja oA on siten hyvin méaritelty.

Bjorklund ym. [BHKKOSb| néyttivit, ettd oa < Ba, missi Sa = (2471 —1)V/(A+) < 2
kaikilla A > 3. Tamaé on toistaiseksi paras todistettu ja julkaistu yldraja. Perrier ym.
[PIMO8| ovat tutkineet kysymystéd kokeellisesti generoimalla satunnaisia verkkoja
pienilld n ja A ja laskemalla niiden yhtenaiset joukot. Tamén katsauksen perusteella
vaikuttaa uskottavalta, ettd o3 ~ 1.81,04 ~ 1.92 ja 05 ~ 1.96. Vertailun vuoksi
patee (B3 ~ 1.9680, B4 ~ 1.9874 ja (5 ~ 1.9948. Tunnettu ylaraja vaikuttaa siten
olevan vield huomattavan kaukana todellisesta oa. Alarajalle emme tunne lainkaan

julkaistua tulosta, joskin on varsin helppo osoittaa, ettd péatee oo > 1 kaikilla A > 3.

Bjorklundin ym. todistuksen keskeinen tyokalu on entropiaan perustuva projektio-
lause, joka antaa ylarajan joukkoperheen koolle, jos yldrajaa osataan arvioida paikal-
lisesti perusjoukon osajoukoissa. Esitdmme projektiolauseen seké ylarajatodistuksen
luvuissa 4.1 ja 4.2. Luvussa 4.3 laajennamme projektiolauseeseen perustuvaa analyy-
sid tarkastelemalla solmujoukon suurempia osajoukkoja. Luvussa 4.4 ndytamme, etta
laajennus antaa paremman yldarajan, kun suurin aste A € {3,4}, sekid arvioimme
mahdollisuutta laajentaa analyysid edelleen. Yhtendisten joukkojen liséksi kasitte-
lemme lyhyesti my6s yhtendisten dominoivien joukkojen ma#rad ja parannamme

niiden yldrajaa niin ikdén tapauksessa A € {3,4}.

Luvussa 5 esitimme alarajan luvulle oa kaikilla A > 3 konstruoimalla rajoitetun
asteen verkkoperheitd ja antamalla asymptoottisesti tiukan arvion niiden yhtenais-
ten joukkojen maarille. Esitimme myo6s arvioita verkkoperheisté, joissa empiirisen
tutkimuksen perusteella otaksumme yhtenéisten joukkojen méaran maksimoituvan,
vaikkakaan emme osaa antaa niille tiukkaa arviota. Tatd ennen kasittelemme luvus-
sa 3 ongelman algoritmista puolta, yhtendisten joukkojen eksaktia luettelemista ja
laskemista annetulle verkolle. Emme tunne kidytannon sovelluksia, joissa yhtenéisten
joukkojen tarkka laskeminen olisi tarpeellista, mutta hyodynnadmme naitd menetelmia

muun muassa ylarajan koneellisessa analyysissé, jonka esitimme luvussa 4.
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3 Luetteleminen ja laskeminen

Olkoon A aérellinen joukko. Sanomme, ettd perheen luetteluongelma (engl. enume-
ration) on tuottaa lista, joka sisdltdd joukon A jokaisen jésenen tasan kerran, ja
laskentaongelma (engl. counting) on laskea jésenten lukumédra |A|. Luetteleminen
vaatii maaritelméllisesti vahintaan |A| askelta ja ratkaisee samalla myos laskentaon-
gelman. Toisaalta laskentaongelma on joissain tapauksissa mahdollista ratkaista

olennaisesti nopeammin kuin luettelemalla.

Yhtenaisten joukkojen tapauksessa eksaktia luettelemista ja laskemista voidaan pitaa
erdanlaisina metaongelmia. Kombinatoriikan kannalta niilla on ldhinné teoreettista
mielenkiintoa, mutta ne ovat hyodyllisia tyokaluja koneellista laskentaa hyodyntavissa
analyysisséd, kuten osoitamme luvussa 4. Tésséd luvussa ndytdmme, ettd yhtendiset
joukot voidaan luetella mielivaltaiselle verkolle ajassa O*(|C|) ja laskea mielivaltaiselle

puulle ajassa O(n).

3.1 Yleinen verkko

Mielivaltaisen n solmua ja m kaarta sisaltdvan verkon yhtendisyys voidaan tarkistaa
ajassa O(n + m) suorittamalla syvyyssuuntainen haku jostain solmusta. Siten yhte-
niiset joukot voidaan luetella ajassa O((n +m)[2Y|) = O*(2") luettelemalla kaikki
U C V ja tarkistamalla kunkin G[U] yhtendisyys erikseen. Raa’an lapikdynnin lisaksi
tunnemme kirjallisuudessa kaksi muuta menetelméé. Avis ja Fukuda [AF93] esittavit
yleisen kédédnteishauksi (engl. reverse search) kutsutun tekniikan, joka soveltuu useisiin
kombinatorisiin luetteluongelmiin. Sopivasti toteutettuna se toimii ajassa O(p(k)|A|)
ja tilassa O(p(k)), missd A on lueteltava perhe, k sydtteen koko ja p(k) sen polynomi.
Erityisesti menetelmé luettelee yhtenédiset joukot ajassa O(nm|C|). TAmé& on myos

ensimmaéinen tuntemamme viittaus yhtenéisten joukkojen luetteluongelmaan.

Paras tunnettu algoritmi luettelee verkon yhtenéiset joukot ajassa O(n|C|) ja tilassa
O(n + m). Eksplisiittisesti sen ovat muotoilleet ensimmaéisen kerran Gutin ym.
[GJRT07], jotka luettelevat erityisesti myos niin sanotut konveksit yhtenéiset joukot.
Algoritmi perustuu sithen yksinkertaiseen havaintoon, ettéd jokainen yhtenéinen joukko
C' voidaan konstruoida tdydentamélld tyhjéa joukkoa (tai mitéd tahansa joukon C'
yhtendistd osajoukkoa) solmu kerrallaan siten, ettd yhtendisyys séilyy jokaisessa
vélivaiheessa. Myos Bjorklund ym. [BHKKO08b| esittavét tdmén periaatteen, mutta

eivat muotoile ratkaisua formaalisti.
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Lause 1. Olkoon G = (V, E) verkko. Perheen C(G) jdsenet voidaan luetella ajassa
O(n|C(G)]).

Esitdmme oman muotoilumme télle algoritmille ja todistamme sen oikeellisuuden
ja aikavaativuuden. Otamme ensin kdyttéon uuden mééritelmén: olkoot A ja B
joukkoja, joilla A C B. Merkitsemme [A, B] = {U : A C U C B} ja sanomme, etti

[A, B] on joukkojen A ja B wdli. Osoitamme nyt seuraavan lemman.

Lemma 2. Olkoon G = (V, E) verkko, AC B CV ja A € C(G). Yhtendgiset joukot
valilli [A, B] voidaan luetella ajassa O(n|[A, B] N C(G)]).

Ratkaisemme lemmassa 2 muotoillun osaongelman tulostamalla ensin joukon A.
Tamaén jalkeen kidymme lapi kaikki solmut wq, ..., ug, joilla voimme laajentaa jouk-
koa A siilyttden yhtendisyyden, toisin sanoen u; € B\ A ja AU {u;} € C kaikilla
1 <i<k. Jos A=, minkd tahansa solmun lisidminen sailyttdd yhteniisyyden.
Muussa tapauksessa lisattavid solmuja ovat tdsmaélleen ne solmut, joilla on naapuri-
solmu joukossa A, toisin sanoen kaikki u € N(A) N B. Luetellaksemme loput joukot
sovellamme nyt osaongelman ratkaisua rekursiivisesti: jokaisella 1 < ¢ < k luette-
lemme kaikki U € € valilla [AU {w;}, B\ {u; : j < i}]. Jokaisessa rekursiohaarassa
laajennamme siis joukkoa A yhdelld solmulla. Lisdksi jatamme joukosta B pois edel-
lisissé haaroissa lisdtyt solmut. Tédten varmistamme, ettei sama joukko tule lueteltua

kahdessa eri haarassa. Esimerkki algoritmin toiminnasta on esitetty kuvassa 3.

Viitamme, etta edelld kuvattu algoritmi toimii oikein, toisin sanoen luettelee tasmél-

leen perheen [A, B] N € joukot, kunkin tdsmélleen yhden kerran.

Todistus. Induktio:

1) Tapaus A = B: Algoritmi luettelee selvésti vain joukon A, koska liséttavia solmuja
ei ole. Siten triviaalisti jokainen lueteltu joukko kuuluu perheeseen [A, B] N € ja

luetellaan tdsmalleen kerran.

2) Tapaus A C B: Oletamme nyt, etté rekursiiviset kutsut toimivat oikein. Koska
jokainen rekursiivinen kutsu luettelee vélin [A, B] osajoukon, selvésti jokainen lueteltu
joukko kuuluu vélille [A, B]. Olkoon nyt U € [A, B]NC. Naytdmme, ettd U luetellaan
ainakin kerran. Jos U = A, viite pétee triviaalisti. Muuten koska U on yhtenéinen
ja A C U, patee u; € U jollain 1 < i < k. Olkoon m pienin luku, jolla u,, € U.
Talloin U € [AU {un}, B\ {u; : j < m}] jasiten U luetellaan haarassa m. Lopuksi
naytdmme, ettd jokainen joukko luetellaan korkeintaan yhdessd haarassa. Teemme

vastaoletuksen, jonka mukaan U C [A, B] luetellaan kahdessa eri rekursiohaarassa.



Kuva 3: Algoritmin suorituspuu erédalld 7 solmun verkolla. Joukkoon A kuuluvat
solmut on merkitty mustalla ja joukkoon B kuulumattomat solmut katkoviivalla.
Puun jokainen solmu vastaa yhté rekursiokutsua ja siten yhta yhteniista joukkoa.

Kutsut suoritetaan samassa jérjestyksesséd kuin vastaavat solmut on numeroitu.

Olkoon u solmu, joka lisdtaén joukkoon A néistéd haaroista ensimmaéisessa. Siten
u € U. Toisaalta koska U luetellaan myos toisessa haarassa, jossa solmua w ei liséta,

pitee u ¢ U, mikd on ristiriita. Siten kukin joukko luetellaan korkeintaan kerran. [J

Viitetyn aikavaativuuden nayttamiseksi toteamme ensin, etta rekursiivisten kutsujen
méérd on selvisti luokkaa O(|[A, B] N C€(G)|). Toteutuksessamme joukot A ja B
talletetaan n-alkioisina boolean-taulukoina, jolloin solmun kuuluminen joukkoon
voidaan tarkistaa vakioajassa. Taulukoista ei tehda kopioita, vaan niitd muokataan
ennen rekursiivista kutsua ja muokatut taulukot vélitetdan viitteind. Ennen kutsua
lisidmme yhden solmun joukkoon A ja kutsun jédlkeen poistamme sen joukoista A
ja B. Ennen kutsun paattymista kaikki kutsun aikana joukosta B poistetut solmut
lisitddn takaisin. Yhteensd ndmé operaatiot vaativat ajan O(n). Jokaisessa kutsussa
joudumme kdyméaén lépi joukon A naapurisolmut, miké vaatii naiivisti toteutettuna
ajan O(n?) tai vieruslistaesitystd kiyttden O(An). Voimme kuitenkin yllipitdi
joukon A lisiksi myos joukkoa Ay siten, ettd aina pitee Ay = N(A). Lisdtessimme
solmun joukkoon A, poistamme sen joukosta Ay ja lisidmme sen naapurit joukkoon

Ap. Piddmme kirjaa muutoksista, jotta voimme kumota ne kutsun péatyttya. Tamé
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operaatio vaatii ajan O(n) ja suoritetaan kerran jokaista kutsua kohti. Vastaavasti

joukon N(A) alkioiden ldpikdynti vaatii nyt ajan O(n). Siten lopullinen vaativuus

on O(n|[A, B N C(G)]).

Lauseen 1 todistus seuraa nyt suoraan lemman 2 erityistapauksena sijoituksella
A=0,B=V.

3.2 Puut

Osoittautuu, ettd n-solmuiselle puulle yhtenéiset joukot voidaan laskea rekursiivisesti
ajassa O(n), jos oletamme tietyt peruslaskutoimitukset vakioaikaisiksi. Idea on
laskea yhtendisten joukkojen méaré alipuiden yhtenéisten joukkojen kombinaatioina
aloittaen lehdisté ja edeten kohti juurta. Lisdksi joudumme pitdméan erikseen kirjaa

yhtenaisista joukoista, jotka sisdltavét alipuun juuren.

Olkoon G = (V, E) puu eli sykliton yhtenéinen verkko. Haluamme antaa yhtenéisten
joukkojen maéréille rekursiokaavan, joten kiinnitimme ensin mielivaltaisen juuri-
solmun v € V, joka maaraa verkolle G yksikasitteisen alipuuhierarkian. Jatkossa
tarkoitamme puun alipuulla sellaista alipuuta, jonka juuri on jokin puun lapsista ja
joka sisaltaa kaikki juuren jalkeldiset. Tarkastellaan nyt mielivaltaista alipuuta 7'.
Olkoon U sen solmujen joukko ja t € U sen juuri. Merkitsemme C(U) = C(G[U]) ja
C(U) ={C € C(U) : t € C}. Toisin sanoen C(U) sisiltdé alipuun kaikki yhtenéiset

joukot ja C,(U) ne, jotka sisdltdvit alipuun juuren.

Jos |U| = 1, joukolla U on kaksi osajoukkoa, () ja {t}. Molemmat ovat yhtenéisii,
joten talloin |C(U)| = 2 ja |C,(U)| = 1. Muussa tapauksessa olkoot Uy, . . ., Uy alipuun
T alipuiden solmujoukot ja ti,...,%; niiden juuret. Laskemme nyt luvut |C(U)| ja

|C+(U)| alipuiden vastaavista lukumééaristé.

Laskemme ensin sellaiset yhtenéiset joukot, jotka sisdltévat juuren t. Olkoon siis
C cUjate C. Olkoon C; = CNU; kaikilla 1 < ¢ < k, jolloin joukko C' saadaan
yhdisteend C' = {t}UC,U- - -UC}. Nyt joukko C' on yhtenéinen, jos ja vain jos kaikilla
1 <i < k pétee joko C; = 0 tai C; € €, (U;) (kuva 4). Téllaisten kombinaatioiden
méadra saadaan selvisti tulona

k

€(U)] = JJ(e (U] +1) .

=1

Olkoon nyt t ¢ C'. Jos C' on yhtendinen, se voi selvasti siséltad korkeintaan yhden

alipuun solmuja, koska ainoa polku kahden alipuun valilld kulkee solmun ¢ kautta.
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() Qi (b) 5: (c) g:
t t t

Kuva 4: Esimerkkejé joukoista (mustat solmut), jotka sisdltévét juuren t. Joukko
on yhtenéinen téasmailleen silloin, kun alipuiden kaikista solmuista on polku juureen
t (a). Kdéntaen joukko on epédyhtendinen, jos projektio jonkin alipuun suhteen on

epayhtendinen (b) tai epéatyhjan alipuun juuri ei ole mukana (c).

(a) Ei (b) Qi (c) ;”:):
t t t

Kuva 5: Esimerkkeja joukoista, jotka eivat sisdlla juurta ¢. Talléin epayhtenéisia
joukkoja ovat tasmalleen ne tapaukset, joissa projektio jonkin alipuun suhteen on

epéyhtendinen (b) tai joukko siséltdéd solmuja kahdesta eri alipuusta (c).

Siispa C' on yhtenéinen, jos ja vain jos C; # ) korkeintaan yhdella 1 < i < k ja
C; € C(@) (kuva 5). Mahdollisten kombinaatioiden méérd saadaan siis olennaisesti
summana alipuiden yhtenéisten joukkojen mééristd. On kuitenkin huomioitava, etté
tyhja joukko tulee talloin laskettua kerran jokaista alipuuta kohti, joten se on lopuksi

vahennettava pois k — 1 kertaa. Tallaisten joukkojen méaara on siten

k

Sl —k+1.

i=1

Yhdistamalla naméa tulokset saadaan rekursiokaavas:

|C(U))] L, kun |U| =1,
ew) = 2, kun |U| =1,
C(U)] = Hf:1(|eti<Ui)| +1), muulloin,

()] = ||+ K, 1e(Uy)| — k+1, muulloin.
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Triviaaliaskel suoritetaan kerran jokaista lehtisolmua kohti, joten sen suoritus vaatii
yhteensi ajan O(n). Rekursiivinen askel suoritetaan kerran jokaiselle alipuulle, jonka
juuri t on sisdsolmu. Olettaen, ettd summa ja tulo ovat vakioaikaisia operaatioita,

askel vaatii selvésti ajan O(d(t)). Yhteensd sen vaativuus on siten myos

O (Z d(v)) = O(2|E|) = O(n) .

veV

Jos jokaisella syvyydelld s olevilla solmuilla on k, lasta, kaikki saman tason alipuut
ovat samanlaisia ja jokainen lehtisolmu on samalla syvyydella h. Talloin yhtenéai-
set joukot voidaan laskea ajassa O(h). Tamén havaitsemiseksi riittda todeta, etté

rekursiivinen askel pelkistyy muotoon:

{ C(U)] = (|G (L) + 1)k,
eU)] = [G(U)| +KeU)| —k+1,

missd U; on miki tahansa identtisistd alipuista. Olettaen, ettd myoOs potenssiin-
korotus on vakioaikainen, rekursiivinen askel toimii ajassa O(1) ja se suoritetaan
h — 1 kertaa. Triviaaliaskel suoritetaan ainoastaan kerran. Solmujen médrén suhteen

kokonaisaikavaativuus on luokkaa O(log, n), missi a = (J]_, ks)"/".

3.3 Lehtiyhteniiset joukot

Luvussa 4 annamme yhtendisten joukkojen méarélle ylarajan rajoitetun asteen ver-
koissa kayttamaélla tietynlaista paikallista analyysid. Tunnemme téalloin verkosta vain
pienen osajoukon A ja kysymme, kuinka moni joukon A osajoukoista voi olla leikkaus
yhtendisen joukon ja joukon A kanssa. Yhtépitévésti haluamme tietéa sellaisten jouk-
kojen méaarén, joissa jokaisesta solmusta on polku joukon A ulkopuoliseen solmuun.
Esitdmme seuraavaksi tavan laskea téllaiset joukot tapauksessa, jossa A on puu ja

saman syvyyden solmuilla on yhtd monta lasta.

Maaritelma 3. Olkoon T' = (V, E) juurellinen puu, U C V ja u € U. Sanomme,
ettd solmu w on lehtiyhtendinen joukossa U, jos verkossa T[U] on polku solmusta
u johonkin verkon 7' lehtisolmuun. Vastaavasti v on juuriyhtendinen, jos verkossa
T'[U] on polku solmusta u verkon 7' juureen. Sanomme liséksi, ettd joukko U on leh-
tiyhtendinen alipuussa 7', jos sen kaikki solmut ovat lehtiyhtendisid. Erityisesti tyhja
joukko on lehtiyhtendinen. Maéarittelemme nyt ominaisuudet A, ..., E. Sanomme,

ettéd joukolle U patee
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(a) (b) (c)

Kuva 6: Esimerkkeja joukoista, jotka eivat sisilla juurta. Selvésti milldén joukolla ei ole
ominaisuutta A eiki siten ominaisuutta D. Ainoastaan joukolla (a) on ominaisuus B ja
siten myos C ja E. Joukot (b) ja (c) sisaltavit solmuja, jotka eiviit ole lehtiyhtenisié.

Siten kummallakaan ei ole mitaan laskettavista ominaisuuksista.

A, jos verkon T juuri on joukossa U ja on lehtiyhtenéinen siiné.

B, jos jokainen u € U on lehti- tai juuriyhtendinen.

C, jos se on lehtiyhtenéinen.

D, jos sille pétee A ja B.

E, jos sille ei piade A ja pétee B.

Olkoon nyt G juurellinen puu, jonka syvyys on h ja jossa kaikilla tason s solmuilla on
ks lasta. Laskemme rekursiivisesti sellaisten joukkojen maéarét, joilla on ominaisuudet
C,D ja E. Verkon G méaritelmésta seuraa, ettd kaikki saman tason alipuut ovat
samanlaisia, joten olkoot ¢y, d, ja e, ndiden joukkojen madrat tason s alipuussa kaikilla
0 < s < h. Naytadmme, miten nama luvut riippuvat syvemman tason vastaavista
luvuista cs11,dsy1 ja esy1. Tarkastelemme nyt alipuuta 7= (V) E) jollain kiintealla
s. Olkoon ¢ alipuun juuri. Jos k, = 0, ainoat osajoukot ovat () ja {t}. Talloin patee
triviaalisti ¢ = 2, dy = 1 ja e, = 1. Oletamme nyt, ettd k, > 0. Olkoot T7,..., T}

verkon 7' alipuut ja Uy, ..., Uy, nididen solmujoukot. Kuten yhtenéisten joukkojen

S

kanssa, maaritdmme luvut c,, d, ja e, erikseen tapauksille, joissa juuri on ja ei ole

mukana osajoukossa.

Olkoot ¢, d., €. sellaisten joukkojen médrat, joissa juuri ei ole mukana (kuva 6).
Talloin U C V on selvésti lehtiyhtendinen, jos ja vain jos sen projektio jokaisen
alipuun suhteen on lehtiyhtendinen, toisin sanoen joukko U N U; on lehtiyhtenainen
alipuussa 7; kaikilla 1 < i < k. Siten ¢, = c];il. Koska juuri ei ole mukana, pétee

triviaalisti d, = 0. Edelleen pitee E <= B <= C, joten €/, = ¢, = C];ir



18

(a) (b) (c)

Kuva 7: Esimerkkejé joukoista, jotka sisdltévit juuren. Joukolla (a) on ominaisuus C
(ja siten myds D), koska sen yhdelld alipuulla on ominaisuus D ja muilla E. Joukossa
(b) kaikki solmut ovat yhteydessé vain juureen, joten silld on ominaisuus E. Joukko
(c) sisaltaé solmun, joka ei ole juuri- eiké lehtiyhtendinen. Siten silld ei ole mitdan

laskettavista ominaisuuksista.

Olkoot ¢!, d”, e sellaisten joukkojen méérat, joissa juuri on mukana (kuva 7). Jos
joukolle U C V péatee C, sen projektiolle ainakin yhdessé alipuussa taytyy péated D.
Muille alipuille riittava ja valttdaméaton ehto on B eli joko D tai E. Jos D pétee ¢
alipuulle, téalloin E pétee ky — ¢ alipuulle. Alipuut, joille patee D, voidaan valita (kz)
tavalla ja kullakin valinnalla saadaan d. +1e§i_11 kombinaatiota. Siten lehtiyhtendisten
joukkojen méaara on

£ 35 (5

Niemme, etti tdmi on binomikerroinkaava potenssille (dgy 1 + €,41)" ilman ensim-
méistd termidl ey . Siten ¢/ = (dyy1 + es1)® — e, Koska juuri on mukana, pitee
C <= D. Siten d” = ¢!. Edelleen E pétee nyt tdsmaélleen silloin, kun projektiolle

jokaisessa alipuussa pétee E. Siten e = 65 11 Yhdistdmailla ndmé tapaukset saadaan

) "o k k
dS - ds + ds - (ds-i-l + 68-1-1) * - esj—l )
/ 1" k:-
cs = co+c = ;H—l—ds,

_ / "o __
s = 65 + 65 - s+l + €s+l :

Téata kayttdaen lehtiyhtendiset joukot voidaan laskea rekursiivisesti aloittaen syvim-
maésté tasosta ja edeten kohti juurta. Olemme erityisesti kiinnostuneita sellaisista

puista, joissa juurella on d lasta ja muilla sisésolmuilla d — 1. Palaamme téhén luvussa

4.4.
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4 Ylaraja rajoitetun asteen verkoissa

Luvussa 2 totesimme, ettd rajoitetun asteen verkot ovat mahdollisesti yleisin merkit-
tava verkkoperhe, jossa yhtenéisten joukkojen maéaara kasvaa olennaisesti hitaammin
kuin kaikkien osajoukkojen méard. Maarittelimme kaikilla A > 3 ja n luvun Ca ,,
jolla tarkoitamme perheen € suurinta mahdollista kokoa n-solmuisessa A-rajoitetussa
verkossa. Erityisesti méarittelimme kaikilla A > 3 luvun oa, joka on olennaisesti

paras arvio luvun Cp , asymptoottista kasvua kuvaavalle eksponentiaaliselle tekijalle.

Bjérklund ym. [BHKKOSb]| osoittavat, ettd oa < fa, missd fa = (2471 — 1)1/ (A+D
kaikilla A > 3, mutta jattavit tuloksen mahdollisen optimaalisuuden avoimeksi
kysymykseksi. Keskeinen tyokalu tamén ylarajan todistuksessa on Shearerin entropia-
epayhtélosta johdettu projektiolause, joka intuitiivisesti antaa ylarajan joukkoperheen

koolle, kun tunnetaan yldraja sen projektioiden koolle perusjoukon osajoukoissa.

Todistamme Shearerin epéyhtalon seké sen kombinatorisen seurauksen luvussa 4.1
ja esitimme Bjorklundin ym. todistuksen luvussa 4.2. Luvussa 4.3 laajennamme
Bjorklundin ym. analyysié ja esitimme yleisen menetelmén asymptoottisen kasvun
arvioimiseksi. Naytamme luvussa 4.4, ettd menetelma parantaa aiempaa ylérajaa

ainakin tapauksessa A € {3,4}, mutta ei oletettavasti milladn A > 5.

4.1 Kombinatorisia tyokaluja

Esitamme téssa luvussa kaksi keskeisté tulosta, Shearerin entropiaepayhtéalosta seu-
raavaan projektiolauseen sekéd Jensenin epédyhtédlon, joita kdytdmme ylarajan analyy-
sissé. Todistamme sekd Shearerin epéayhtéilon ettéd seurauslauseen ldhtien entropian
peruslauseista. Todistuksen seuraaminen ei vaadi syvéllisid esitietoja informaatio-
teoriasta, mutta lukijan oletetaan tuntevan todennékoisyyslaskennan ja erityisesti
satunnaismuuttujien perusteet. Merkinnalla P(A) tarkoitamme tapahtuman A to-

dennékoisyyttéd ja merkinnalld E[X] satunnaismuuttujan X odotusarvoa.

Maaritelma 4. Olkoot XY diskreetteja satunnaismuuttujia, jotka saavat arvoja

aarellisessd joukossa S. Téalloin muuttujan X (Shannon-)entropia on

HX] = - P(X =s)logP(X =),

sES

missa sovimme, ettd 0 -log 0 = 0. Muuttujan X entropia ehdolla Y = y on

HIX[Y =y] = =) P(X =Y =y)logP(X = s|Y =y)

SES
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kaikilla y € S. Muuttujan X ehdollinen entropia, kun Y on annettu, on

H[X|Y] =EH[X|Y =y|:y € 5] =) P =yH[X|Y =y,
yeS

siis entropian H[X|Y = y| odotusarvo muuttujan Y arvojen yli.

Entropia kuvaa intuitiivisesti satunnaismuuttujaan liittyvaa epavarmuutta ja toi-
saalta saatavan informaation maérad, kun muuttujan arvo paljastetaan. Olkoot
X, Y, Z diskreetteja satunnaismuuttujia, jotka ovat jakautuneet darelliselle joukolle

S. Entropialle pétevit seuraavat perustulokset [Rad01, Rom92].

1) Muuttujan X entropia on aina vélilla
0 < H[X] <log|5],
missé yhtdsuuruus H[X] = log|S| pétee tdsmaélleen silloin, kun X on tasaisesti

jakautunut, ja H[X] = 0 tdsmaélleen silloin, kun P(X = s) =1 jollain s € S.

2) Ehdollinen entropia on monotoninen:

HIX|Y, Z] <H[X]Y],

toisin sanoen muuttujaan liittyva epavarmuus ei voi olla suurempi tilanteessa, jossa

tunnemme useamman muuttujan arvon.

3) Yhdistetyn muuttujan (X,Y") entropia palautuu ehdolliseen entropiaan (entropian
Bayes-saénto):
H[X,Y] = H[X|Y] + H[Y] .

Yhdistetyn muuttujan (X, Xo, ..., X)) entropia saadaan ketjuttamalla Bayes-saantoa:

H[X1, X, ..., X, = HXq] + HXo| Xy + ... + H[X, | Xy, .o, X)) -

Néista tuloksista voidaan edelleen johtaa Shearerin epdyhtialo [CGFS86], joka antaa
yleisemmén ylarajan muuttujan (X7, X, ..., X,,) entropialle, kun tunnetaan entropia

muuttujien Xy, Xs, ..., X, riittdvdn monelle kombinaatiolle.

Lause 5. (Shearerin epayhtélo) Olkoon A ddrellinen joukko ja olkoot Ay, ..., Ay
sen osajoukkoja siten, ettd jokainen a € A on ainakin § osajoukossa. Olkoon X,

satunnaismuuttuja kaikilla a € A jo Xg = (X, :a € S) kaikilla S C A. Tdlloin

k
H[X 4] SZ
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Todistus. Kiinnitdmme joukon A alkioille jonkin mielivaltaisen jarjestyksen. Talléin

Bayes-sddnnon nojalla kaikilla S C A pétee

H[Xs] =Y H[X,|X,:beS,b<a],

a€S

missd monotonisuuden nojalla H[X,| X, : b € S,b < a] > H[X,| X, : b < a]. Summa

D HXa] 2 D HIXX,:b<d]

i=1 i=1 a€A;

siséltdd nyt kaikilla a € A termin H[X,| X, : b < a] kerran jokaista A; kohti, johon a

kuuluu. Koska oletuksen nojalla téllaisia A; on kaikilla a € A vahintdan J, patee

D H[X4] > ) 0-H[Xy|Xp:b<a] =0 H[Xy4].

i=1 acA

Lauseella 5 on seuraava kombinatorinen seuraus.

Lause 6. (Projektiolause, Chung ym. [CGFS86|). Olkoon A ddrellinen joukko ja

Aq, ..., Ay sen osajoukkoja siten, ettd jokainen a € A esiintyy ainakin § osajoukossa
A;. Olkoon nyt F C 24 ja F; = {F N A;: F € F} kaikilla 1 < i < k. Télléin
k
|F]° < H Fil
i=1

Todistus. Havaitsemme ensin, ettd voimme esittda jokaisen F' € F yksikasitteisesti
muodossa (p, : a € A), missé p, = [a € F| kaikilla a € A: toisin sanoen p, = 1,
jos ja vain jos a € F, ja muuten p, = 0. Olkoon nyt X satunnaismuuttuja, joka on
jakautunut tasaisesti joukolle . Kayttamalla edellisté esitystapaa joukoille F' € F
voimme vastaavasti esittdd muuttujan X yhdistettynd muuttujana X = (X, : a € A),
missd X, = [a € X] kaikilla a € A. Olkoon edelleen X4, = (X, : a € 4,;) kaikilla
1 <1 < E, jolloin jokainen X4, on jakautunut joukolle J;. Nyt kaikki lauseen 5 ehdot
ovat voimassa. Lisdksi perustulosten nojalla patee H{X| = log |F| ja H[X 4,] < log |F;]

kaikilla 1 <7 < k. Yhdistdmalld ndmaéa saamme

k k
dlog|F| =0 -H[X] <Y H[Xa] < log|F .
=1

i=1

Viite seuraa ottamalla puolittain kaksikantainen eksponentti. O
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Sanomme, etté joukko F; on osajoukkoperheen F projektio joukon A; suhteen kaikilla
1 < ¢ < k. Intuitiivisesti lause 6 antaa yldrajan joukon JF koolle, jos tunnetaan
ylaraja projektioiden koolle riittdvan monen A; suhteen ja joukot A; ovat jakautuneet
riittavén tasaisesti perusjoukolle A. Koska olemme tésséa yhteydessa kiinnostuneita

nimenomaan solmujen osajoukoista, tulemme kiyttadméan seuraavaa sovellusta.

Lemma 7. Olkoon G = (V, E) verkko ja ¥ C 2V. Olkoon A, joukon V osajoukko
kaikilla v € V' siten, ettd verkon jokainen solmu esiintyy ainakin 6 osajoukossa.
Madrittelemme kaikilla v € V' projektiot F, = {F N A, : ' € F}. Tdlloin
5
71 < [ 19.] -
veV
Lemma 7 seuraa suoraan lauseen 6 erityistapauksena. Perusjoukkona A toimii nyt sol-
mujen joukko V', jonka osajoukkoperheen koolle haluamme antaa ylarajan. Lauseessa
6 osajoukkojen A; méadra on jokin mielivaltainen k£, mutta tédssd kidytdmme impli-
siittisesti sijoitusta k& = |V| eli méérittelemme tédsmélleen yhden osajoukon kutakin

solmua kohti ja kdytdmme solmuja nédiden joukkojen indekseina.

Projektiolauseen lisdksi kiytdamme todistuksessa Jensenin epdyhtalon erityistapausta
konkaaveille funktioille. Sanomme, etta reaalivélilla I méaaritelty funktio f: I — R

on konkaavi (engl. concave) tai kovera, jos kaikilla a,b € I ja t € [0, 1] pétee
flta+ (1 —=1)b) = tf(a) + (1 —-1)f(b), (1)

toisin sanoen f(x) > y jokaisella (z,y), joka sijaitsee pisteiden (a, f(a)) ja (b, f())
valiselld janalla. Jos epéyhtélo 1 pétee toisin péain kaikilla a,b € [ ja t € [0,1],

sanomme vastaavasti, ettd funktio f on konveksi (engl. convez) tai kupera.

Esimerkki 8. Olkoon ¢ > 0 vakio ja f : |loge, 00 = R, f(z) = log(2* — ¢). Tdlloin

funktio f on konkaavi.

Todistus. Oletamme tunnetuksi, ettd derivoituva funktio on konkaavi, jos sen deri-
vaattafunktio on monotonisesti vihenevé. Seurauksena pétee, etta funktio on konkaavi,
jos sen toinen derivaatta on negatiivinen kaikkialla. Derivoimalla kerran saadaan

1 2%

f(x) =1og'(2" = ¢) - D, (2" — ¢) = T oomz )=z

ja toisen kerran
(D,27)(2% — ¢) — 2D, (2" — ¢) c-2"In2

@) = @ —op ECErE

Selvésti patee f”(z) < 0 kaikilla x > logc. O
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Konkaavin funktion f vastafunktio —f on selvésti aina konveksi ja toisin péin,
joten konkaaveja funktioita koskeville tuloksille saadaan yksinkertaisella sijoituksella
analoginen kddnteinen tulos konvekseille funktioille. Niculescu ja Persson [NP06]

esittavat konveksin version Jensenin epayhtalosta.

Lause 9. Jensenin epayhtélon diskreetti tapaus. Olkoon f : I — R konveksi funktio
reaalivalilli I ja olkoon xq,...,x, € I, Ay,..., N\, €[0,1] ja >_7 N = 1. Tdlloin

f (Z Aﬂi) < Z Aif (@) -

Esimerkissa 11 tarvitsemme seuraavaa erityistapausta konkaaveille funktioille.

Korollaari 10. Olkoon ¢ : R — R konkaavi ja x+,...,x, € R. Tdlloin
1< 1<
— ) < — .
- ;:1 o) < ¢ (n ;:1 xl>

Korollaari 10 seuraa suoraviivaisesti lauseesta 9 sijoittamalla f = —¢, I = R ja
Ai = 1/n kaikilla 1 < i < n.

Annamme nyt esimerkin projektiolauseen ja Jensenin epayhtalon kdytostd antamalla

ylarajan dominoivien joukkojen maérélle rajoitetun asteen verkossa.

Lause 11. Olkoon G = (V, E) verkko, jonka suurin aste on A jan = |V|. Tdalloin
|D(G)| < BR, missi Ba = (287! — 1)V (A+D,

Téssd D(G) on verkon G dominoivien joukkojen perhe. Méaaritelmén mukaan U C V
on dominoiva joukko, jos N[v]NU # () kaikilla v € V. Osoitamme lauseen 11 lemmaa
7 kéyttden. Todistus seuraa Bjorklundin ym. [BHKK10] esimerkkia.

Todistus. Haluamme antaa yliarajan joukon D koolle, joten sovellamme lemmaa 7
sijoituksella F = D. Haluamme liséksi kiyttad sijoitusta 6 = A + 1: toisin sanoen
haluamme joukon V osajoukot siten, ettd jokainen v € V on tdsmalleen A + 1
osajoukossa. Saavuttaaksemme tdmén méaérittelemme alustavasti A, = N[v] kaikilla
v € V. Taméa madritelmé on selvisti riittévé, jos G on sdannoéllinen: télldin kaikilla
v €V pitee |4, = A+ 1jav e A, kaikilla u € A,. Jotta vaatimus olisi voimassa
myo0s ei-saannollisille verkoille, teemme maéritelméin seuraavan muutoksen: kaikilla

u € V, joille pitee d(u) < A, valitsemme A — d(u) joukkoa A, (mielivaltaisesti),
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joihin solmu u ei kuulu, ja lisidmme sen niihin. T&ll6in jokainen u € V' on tdsmélleen

A + 1 joukossa A,. Lisiksi tdmén seurauksena péatee selvésti

> A =n(A+1) . (2)

veV

Edelleen méérittelemme kaikilla v € V' projektiot D, = {DN A, : D € D,}. Nyt

kaikki oletukset ovat voimassa, joten lemman 7 nojalla patee

(DA < T ID.-

veV

Tarkastelemme nyt projektion D, kokoa mielivaltaisella v € V. Jokainen U € D,
on selvésti jokin joukon A, osajoukko. Koska N[v] C A,, perheen D médritelmésté
seuraa, ettd joukon U taytyy sisdltda joko solmu v tai jokin sen naapureista. Siten
ainakin yksi joukon A, osajoukoista, tyhja joukko @, ei kuulu projektioon D,. Téten
pitee |D,| < 24l —1 ja edelleen

|D|A+1 < H(Q\Av\ —1).

veV

Kéytamme nyt tulon arvioimiseen Jensenin epayhtélod. Olkoon f(x) = log(2* — 1)
kaikilla x > 0. Esimerkin 8 nojalla f on konkaavi funktio koko méérittelyalueellaan.

Siten Jensenin epayhtélon ja edelleen yhtédlon 2 nojalla patee

S A < (%va\) = f(Aa+1).

veV veV

Ottamalla puolittain 2-kantainen eksponentti saadaan

[T 204 < (2f@+nyn

veV

ja avaamalla funktion f méaaritelmé edelleen

[JeE* -1 <@ -1,

veV

Siispé,
|D|A+1 S (2A+1 _ 1)71 )

Viite seuraa korottamalla puolittain potenssiin ALH. ]
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Taulukko 1: Luvun fBa arvoja pienilla A.

A\ 1 9 3 4 5 6 7 8
BA\1-7321 1.9130 1.9680 1.9874 1.9948 1.9978 1.9991 1.9996

Osoittautuu, etté edelld todistettu ylaraja dominoivien joukkojen méaralle on tiukka.
Olkoon A € N. Tarkastellaan k tdydellisen verkon Ka; erillistd yhdistettd. Selvéisti
tallaisella verkolla on suurin aste A. Lisdksi solmujen osajoukko on dominoiva,
jos ja vain jos se sisdltdd ainakin yhden solmun verkon jokaisesta yhtenéisesté
komponentista. Siten mahdollisia kombinaatioita on 22! —1 jokaisesta komponenttia
kohti eli yhteensd (2811 — 1)F = (2841 — 1)n/(A+1),

4.2 Yleinen ylaraja yhtenaisille joukoille

Annamme nyt edellé esitettyja tuloksia kiyttden ylarajan joukon € koolle rajoitetun
asteen verkoissa. Toteamme ensin, ettd ongelma on triviaali, kun verkon suurin
aste A < 3. Olkoon n solmujen lukumééara. Tapauksessa A = 0 ainoa tarkasteltava
verkko on tyhjéa verkko. Sen yhtendiset joukot ovat tdsmaélleen kaikki yksiot seka
tyhjé joukko, joten pétee |€| = n + 1. Tapauksessa A = 1 suurin méaérd saavutetaan
verkolla, jossa jokaisella solmulla on tdsmailleen yksi naapuri. Parittomalla n yksi
solmu j&a ilman paria. Talloin |C| = n + 1 + |[n/2]. Tapauksessa A = 2 eniten
yhtenéisié joukkoja sisdltéva verkko on sykli C,,, jolla |C| = n(n — 1) 4 2. Esitdimme

nyt yhtenaisten joukkojen maérille yleisen ylarajan tapauksessa A > 3.

Lause 12. Olkoon A > 3,G = (V, E) verkko, jonka suurin aste on A, jan = |V|.
Télloin pitee |C(G)| < BR + n, missi Ba = (2511 — 1)1/ (A+1),

Todistus. Maarittelemme lemman 7 vaatimat osajoukot samoin kuin lauseen 11
todistuksessa. Olkoon siis alustavasti A, = N[v] kaikilla v € V. Tamén jélkeen kaikilla
u € V, joille pétee d(u) < A, valitsemme A — d(u) joukkoa A, (mielivaltaisesti),
joihin solmu u ei kuulu, ja lisédmme sen niihin. Téll6in jokainen v € V' on tasmélleen

A + 1 joukossa A, ja pitee Y .\ |[Ay| = n(A+1).

Koska olemme nyt antamassa ylérajaa yhtendisten joukkojen maéérélle, ensimmaéinen
ajatus on kayttad suoraan sijoitusta F = €, jolloin saisimme vastaavasti projektiot
C, = {CNA, : C € C} kaikillav € V. On kuitenkin helppoa konstruoida tapaus, jossa
kaikilla U C A, on olemassa C € C siten, ettda C'N A, = U. Toisin kuin esimerkissé
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Kuva 8: Mahdoton leikkaus projektiossa C,. Ainoa yhtendinen joukko, joka siséltaé

solmun v mutta ei sen naapureita, on poissuljettu joukko {v}.

11, erityisesti tyhja joukko voi nyt olla mukana projektiossa. Siten pahimmassa
tapauksessa pétee |C,| = 2l4v] kaikilla v € V, miké yhdessé lemman 7 kanssa antaa

vain triviaalin yldrajan |C| < 2".

Osoittautuu kuitenkin, ettd voimme sulkea pois yhden leikkauksista C' N A, pois-
tamalla perheestd € vain muutaman joukon. Kaytdmme sijoitusta F = €', missé
¢ = C\ {{v} : v € V}. Perhe €' sisiltda siis kaikki yhtenéiset joukot pois lukien
ne, jotka sisdltavit tdsmaélleen yhden solmun. Pois jaavia joukkoja on tasmélleen n
kappaletta, joten ne on helppo laskea erikseen. Maarittelemme nyt kaikilla v € V
projektiot €, = {C' N A, : C' € €'}, jolloin lemman 7 nojalla pétee

’GI‘A+1 < H !@u! )

veV

Tarkastelemme nyt projektion €, kokoa mielivaltaisella v € V. Jokainen U € €, on
selvasti jokin joukon A, osajoukko. Havaitsemme, ettd ainakin yksi néistd joukoista,
yksié {v} (kuva 8), ei voi kuulua projektioon C,. Kéénteisestd oletuksesta seuraisi,
ettd C' N A, = {v} jollain C € € ja siten C'N N(v) = (. Jos C sisdltdd solmun
v, mutta ei yhtakddn sen naapureista, C' voi olla yhtendinen vain jos C = {v}.
Tamé taas on ristiriita, koska méaaritelmén nojalla {v} & €. Siten {v} & C,, joten
|@,| < 2%l — 1 ja edelleen

|GI|A+1 S H (2|AU‘ o 1) )

veV

Nyt olemme saaneet perheen € koolle tdsmélleen saman ylidrajan kuin perheen
D koolle esimerkisséd 11. Seuraamalla samaa pédttelyd Jensenin epéyhtdlon kanssa

saamme vastaavasti edelleen

|e/|A+1 S (2A+1 . 1>n )
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Lopullinen véite seuraa korottamalla puolittain potenssiin ﬁ ja huomioimalla, etté
IC| = |C| + n. ]

Tamin seurauksena pitee selviisti oa < (2871 — 1)2*! kaikilla A > 3.

Luonnollisena jatkona télle todistukselle saadaan ylaraja yhtenéisten dominoivien
joukkojen méérélle. Olkoon E(G) = C(G) N D(G) eli verkon G yhteniisten dominoi-

vien joukkojen perhe. Todistamme seuraavan lauseen.

Lause 13. Olkoon A > 3,G = (V, E) verkko, jonka suurin aste on A, jan = |V]|.
Téllsin pitee |E(G)| < (281 — 2)7/(AF) 4 p,

Todistus. Péaattely on olennaisesti yhdistelmé lauseiden 11 ja 12 todistuksista. M&a-
rittelemme joukot A, jilleen samalla tavalla ja kidytamme sijoitusta F = &', missé
& =&\ {{v} : v € V}. Toisin sanoen & sisaltdd yksioitd lukuun ottamatta kaikki
joukot, jotka ovat seké yhtendisia ettd dominoivia. Tarkastelemme nyt projektioita
E,={ENA,: E e} kaikilla v € V. Lauseen 11 todistuksen tapaan toteamme,
ettd patee ) & &, kaikilla v € V. Vastaavasti lauseen 12 todistuksen tapaan toteam-
me, etti pitee {v} € &, kaikilla v € V. Siten |&,| < 24 — 2 kaikilla v € V, misti

edelleen lemman 7 nojalla seuraa

|8/|A+1 S H (2|Av‘ . 2) '

veV

Esimerkin 8 nojalla funktio f on konkaavi, kun f(z) = log(2* — 2) kaikilla z > 1.

Kayttamalla jalleen vastaavaa paattelyd Jensenin epédyhtalon kanssa saadaan

|8/|A+1 S (2A+1 o 2)n )

Viite seuraa korottamalla potenssiin A+r1 ja huomioimalla, ettd |E| = || +n. O

4.3 Analyysi yleistetyilla naapurustoilla

Olemme edelld osoittaneet yldrajan yhtendisten ja dominoivien joukkojen méérille
rajoitetun asteen verkoissa tarkastelemalla néiden joukkoperheiden projektioita
kunkin solmun naapuruston suhteen. Naytimme, etté n-solmuisessa verkossa seka
yhtendisten ettd dominoivien joukkojen méérd on luokkaa O(SR), kun A > 3
on verkon suurin aste. Erityisesti ndytimme, ettd saamamme yldraja on tiukka

dominoiville joukoille konstruoimalla kaikilla A > 3 verkkoperheen, jolle pétee
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Kuva 9: Esimerkkejd mahdottomista leikkauksista tapauksessa r = 2.

|D| € O(BR). Sen sijaan vaikuttaa siltd, ettd yhtendisille joukoille ylarajassa on
huomattavasti parantamisen varaa. Esimerkiksi 33 = (23*! — 1)1/6+1 ~ 1.9680, kun

taas kokeellisten arvioiden perusteella ndyttéisi péatevin o3 ~ 1.81 [PIMO08].

Téssa luvussa esitdmme yleisen menetelmén, jolla parannamme yleistd ylarajaa
tapauksessa A € {3,4}. Kédytdmme olennaisesti samaa todistusta lemman 7 kanssa
kuin edelld, mutta laajennamme analyysia kayttamalla paikallisina ympéaristoiné
solmujen yleistettyja naapurustoja. Toisin sanoen tarkastelemme kullakin solmulla v
kaikkia solmuja, jotka ovat enintdéan jonkin kiinnitetyn séteen r péadssa solmusta v.
Osoittautuu, ettd kaikilla » > 2 voidaan talloin sulkea pois huomattavasti enemmén
mahdollisia leikkauksia. Pohjustamme formaalia todistusta tarkastelemalla ensin

esimerkkeja tallaisista leikkauksista.

Kuva 9 esittdd solmun v yhtd mahdollista naapurustoa N?[v] seké leikkauksia, jotka
voimme tésséd tapauksessa sulkea pois projektiosta. On helppo nidhdé, ettd kahdessa
ensimmaisessé tapauksessa joukko itse on ainoa yhtenéinen joukko, jonka leikkaus
naapuruston N2[v] kanssa tuottaa kyseisen joukon. Luvun 4.2 tarkastelussa ainoa
téllainen joukko oli yksit {v}. Pddsimme siitd eroon jattamalla kaikki yksiot tar-
kasteltavan perheen ulkopuolelle. Voimme nyt laajentaa téata periaatetta sulkemalla
pois kaikki sellaiset joukot, jotka sisdltyvét kokonaan johonkin naapurustoon. Jos
naapuruston koko on rajoitettu, tallaisten joukkojen maéréa kasvaa enintdén line-
aarisesti suhteessa solmujen maaraan. Télloin voimme sulkea pois kuvan 9 kaksi
ensimmaisté leikkausta. Viimeinen esimerkki on selvésti sisdisesti epayhtenédinen
ja siten olennaisesti uudenlainen tapaus. Suurin osa mahdottomista leikkauksista

kaikilla r > 2 on nimenomaan viimeisen esimerkin kaltaisia.

Kuva 10 on esimerkki neljannesta leikkauksesta sekéd kahdesta tapauksesta, joissa
naapuruston ulkopuolinen rakenne vaikuttaa siihen, onko leikkaus mahdollinen.
Ensimmaéisessé tapauksessa on olemassa yhtendinen joukko siten, etta leikkaus on

mahdollinen, jalkimmaéisessé taas ei. Pahimmassa tapauksessa joudumme olettamaan,
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Kuva 10: Esimerkki leikkauksesta, jonka joudumme olettamaan mahdolliseksi.

etté tillainen joukko on olemassa emmeka siten voi sulkea leikkausta pois projektiosta.
Mahdollisia leikkauksia ovat siten tdsmélleen ne joukot, joissa jokaisesta solmusta on

polku joukon ulkopuolelle.

Yksinkertainen luetteleminen osoittaa, ettd kuvien 9 ja 10 naapurustolla N%[v] on
32 mahdollista leikkausta, mikéd on tdsmélleen puolet kaikista osajoukoista. Tama
tulos ei luonnollisesti pade yleisesti: on olemassa naapurustoja, joissa mahdollisten
leikkausten méaéra on sekd absoluuttisesti etté suhteellisesti huomattavasti suurempi.
Todistuksemme idea on siten etsid “pahin mahdollinen” naapurusto ja kdyttaa sen

mahdollisten leikkausten maéaraa ylarajana jokaisen projektion koolle.

Tulemme kayttaméaan naapurustojen etsintédin koneellista laskentaa, johon palaamme
luvun lopussa. Téta ennen esitimme todistuksemme rungon, jossa ndytdmme, miten
yhtenaisten joukkojen méaéra tarkalleen riippuu projektioiden koosta. Muistamme,
ettd lemma 7 vaatii solmujen osajoukot siten, etté jokainen solmu on vahintéaén ¢
osajoukossa. Koska kiytamme solmujen ympaéaristoina nyt yleistettyja naapurustoja,

haluamme valita luvuksi 0 yleistetyn naapuruston suurimman mahdollisen koon.

Olkoon ng4 niiden solmujen mééra, joiden etaisyys solmusta v on d kaikilla 0 < d < r
naapurustossa N"[v]. Selvdsti ng = 1 ja n; < A. Lisdksi kullakin etédisyydella
d > 1 olevalla solmulla voi olla enintddn A — 1 naapuria etédisyydellda d + 1. Siten
ng < (A — 1)ng_ kaikilla d > 2. Yhdistamélld ndmé saadaan

r r—1
. 1—(A=1)7 AA=1) -2
r = < —_ Z: = .
IN"[v]] ;cz_lJrA;(A 1) 1+A1_<A_1) N

Tama& on niin kutsuttu Moore-raja (engl. Moore bound) ja siitd kiytetdan merkintad
ma, [MS05]. Moore-raja liittyy olennaisesti Moore-verkkoihin, joihin palaamme
tarkemmin luvussa 5. On helppo ndhdé, ettd naapuruston N7 [v] koko saavuttaa
Moore-rajan esimerkiksi silloin, kun G[N"[v]] on puu, jonka jokaisessa sisdsolmulla on

A naapuria (kuva 11). Esimerkiksi 3-sddnnollisessé verkossa kunkin solmun 2-siteinen
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Kuva 11: Yksinkertaisin suurin mahdollinen naapurusto tapauksessa A = 3 ja
r € {2,3}. Muut suurimmat naapurustot voivat sisiltdd kaaria myos sdteen r padssi

olevien solmujen valilla.

e e ey e e 3(3—1)2-2
naapurusto voi sisaltda enintaan mgo = (3% = 10 solmua.

Olkoon nyt A > 3, r > 2 ja G = (V,E) € Ga. Haluamme soveltaa lemmaa 7
sijoituksella § = ma ,: toisin sanoen haluamme solmujen osajoukot A, kaikilla v € V'
siten, ettd jokainen w € V on tésmaélleen ma , joukossa A,. Jos méadrittelemme
A, = N"[v] kaikilla v € V, téll6in kaikilla u,v € V' péitee u € A, <= v € N"[u]
ja siten jokainen u € V on tésmiélleen |N"[u|| osajoukossa. Jos naapurusto N"[u]
on kuvan 11 kaltainen maksimaalinen puu kaikilla v € V, talloin |[N"[u]| = ma, ja
siten jokainen u € V' on tésmélleen ma , joukossa A,. Yleisessd tapauksessa kaikki
naapurustot eivat luonnollisesti ole téllaisia. Saadaksemme ehdon voimaan kaikilla
G joudumme siten jilleen lisddméaén joukkoihin A, ylim#éraisia solmuja. Nyt emme
kuitenkaan voi lisétd solmuja mielivaltaisesti, koska haluamme pitda jokaisen A,

rajoitetun kokoisena. Tarkkaan ottaen haluamme seuraavanlaisen konstruktion.
Lemma 14. Olkoon A > 3,r > 2,G = (V,E) € Ga ja 6 = ma,. Tdlloin on
olemassa joukon V' osajoukot A, kaikilla v € V siten, ettd

1) Jokainen w € V' esiintyy tasmdlleen 0 joukossa A,.

2) N"[v] C A, katkillav € V.

3) |A,| <26 kaikillav € V.

Ehdot (2) ja (3) toteutuvat selvésti sijoituksella A, = N"[v] kaikilla v € V, jonka
jalkeen lisaidamme joukkoihin solmuja solmuja saadaksemme myos ehdon (1) voimaan.
Solmuja lisdtessd joudumme pitamééan huolta siité, ettd ehto (3) séilyy: tdmé ehto on
olennainen, jotta voimme késitelld erikseen sellaiset joukot, jotka sisdltyvat johonkin

A,. Ei ole taysin selvéd, etté tallainen jako onnistuisi esimerkiksi lisadmaélla puuttuvat
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Kuva 12: Esimerkki lemman 15 mukaisesta jaosta joukolle S = {1,...,7}, kun k = 4.

solmut ahneesti ensimmaisiin joukkoihin, joissa niille on tilaa.

Todistamme lemman 14 kayttamalla konstruktiota, joka on intuitiivisesti yksinker-
tainen, mutta vaatii jonkin verran teknisté tarkastelua ollakseen formaalisti péteva.

Esitamme tédtd varten ensin seuraavan apulauseen.

Lemma 15. Olkoon S ddrellinen joukko ja |S| = p > k € N. Tdlloin on olemassa
joukon S osajoukot Sy,...,S, siten, etti |S;| = k kaikilla 1 < i < p ja jokainen

s € S esuntyy tasmdlleen k osajoukossa.

Sivuutamme formaalin todistuksen. Lemman 15 mukaiset joukot on kuitenkin helppo
konstruoida esimerkiksi asettamalla joukon S alkiot jonoon, jossa jokainen s € S
esiintyy k kertaa perdkkiin ja lisddmaélla jonon jasenet jarjestyksessa joukkoihin
S1,...,Sp (kuva 12).

Annamme nyt todistuksen lemmalle 14.

Todistus. Lemman 15 nojalla kaikilla v € V' on olemassa joukko B, C V siten, ettd
|B,| = ¢ ja jokainen u € V esiintyy tdsmaélleen 0 joukossa B,. Konstruoimme nyt
joukot A, seuraavasti: aluksi asetamme A, = N"[v] kaikilla v € V. Tdmén jélkeen
kiiymme 1api jokaisen u € V, joka esiintyy k <  joukossa. Edellisen konstruktion
nojalla u esiintyy 0 joukossa B,, joten valitsemme mielivaltaisesti 6 — k téllaista

joukkoa B, ja jokaisella niisté lisédmme solmun u joukkoon A,.

Ehto (2) seuraa nyt suoraan alkuasetuksesta, koska sen jilkeen korkeintaan lisidmme
joukkoihin solmuja. My6s ehto (1) pétee, koska jokainen solmu, joka kuuluu aluksi &
joukkoon, lisdtdan o — k joukkoon. Liséksi koska kaikilla v € V' joukkoon A, valitaan
solmuja vain joukoista N'[v] ja B,, pitee |A,| < |[N"[v]U B,| < |N"[v]| + |B,| <
d + 0 = 24. Siten my6s ehto (3) on voimassa. O
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Sovellamme nyt lemmaa 7 sijoittamalla 6 = ma, ja konstruoimalla joukot A,
lemman 14 mukaisesti. Kuten olemme edelld todenneet, emme halua kiyttda suoraan
sijoitusta F = €, koska haluamme sulkea pois tietynlaiset leikkaukset. Sen sijaan
jaamme joukon € kahteen osaan ja annamme kummankin koolle yldrajan erikseen.
Olkoon ¢"={C € C:C C A, jollain v € V} ja €' = €\ €”. Perhe €” sisaltda siis
jokaisen yhtendisen joukon, joka on jonkin A, osajoukko, ja perhe € kaikki muut.

Koska lemman 14 ehdon 3 nojalla jokaisen A, koko on enintdéan 20, pétee

e <3t =3 o <y 9

veV veV

joka riippuu lineaarisesti solmujen méérasta. Selvisti suurin osa yhtenéisisté joukoista
on perheessi €', joten kiytdmme sijoitusta F = €'. Méarittelemme nyt kaikilla v € V
projektiot €, = {C' N A, : C' € €'}, jolloin lemman 7 nojalla

P <L lel . (3)

veV

Luvussa 4.2 osoitimme projektion @, koolle ylirajan |C,| < 24+l — 1 kaikilla v € V.
Koska nyt patee N[v] C N"[v] C A, ja koska joukosta €' puuttuvat kaikki yhden
solmut joukot, voisimme kéyttda jalleen samaa argumenttia. Nyt haluamme kuitenkin
osoittaa, ettd enintdén jokin kiinted osuus joukon A, osajoukoista voi olla projektiossa
@,. Olkoon siis ¢ sellainen, etti kaikilla v € V pitee |@,| < c-2/4+|. Selviisti esimerkiksi

¢ = 1 on tallainen luku. Talloin

P <] (-2 yhtals 3
veV
=c" H ol 4l ¢ on tulossa vakio
veV
= (" 22wev Al potenssien tulosdanto
= ' lemman 14 ehto (1)

n/é

Korottamalla puolittain potenssiin 1/ saadaan |C'| < ¢™/° - 2™ ja edelleen

Cl = |C|+[€"| < ™7 2" +n-2% € O((23/c)") .

Ylarajamme perheen € koolle riippuu téten siitd, kuinka hyvén arvion osaamme
antaa luvulle ¢ kullakin = ma ,. Itse asiassa osoittautuu, etté kaikilla A ja r on
olemassa pienin luku ca , siten, ettd kaikilla mahdollisilla A, pétee |C,| < ca, - 2lAu],

Télloin saamme ylirajan |C| € O(v3 ), missd ya ,» = 2/ca - on titen yliraja luvulle
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oa. Erityisesti ya1 = fa kaikilla A > 3. Olennainen kysymys on, miten /ca,
kiyttaytyy, kun r kasvaa rajatta. Se voi esimerkiksi saavuttaa globaalin optimin

jollain r tai lahestyé jotain raja-arvoa, kun r — oo.

Naytamme seuraavaksi, ettd luku ca , seuraa kdytannossa suoraan naapurustosta
N"[v] eiké erityisesti riipu siitd, miten mahdolliset muut joukkoon A, kuuluvat solmut
on valittu. Siten luvun ca , méarittdmiseksi riittaé laskea projektion koko kaikille
mahdollisille naapurustoille. Koska mahdollisia naapurustoja on darellinen méaara

kaikilla A ja r, tdméa voidaan tehd& esimerkiksi koneellisella etsinnalla.

Tarkastelemme nyt kiinnittyd v € V. Sanomme, ettd U C A, on reunayhtendinen
joukko, jos kaikilla u € U on polku uy ... ugx, missa u; € U kaikilla 1 <1 < k,u; =u
jax € V\ A,. Erityisesti tyhjd joukko on reunayhtendinen. Olkoon Cj téllaisten
joukkojen perhe.

Lemma 16. Pdtee |C,| < |Cyl.

Todistus. Riittad osoittaa, ettd U € C, = U € Gy kaikilla U C A,. Olkoon siis
U € @,. Joukon €, mééritelmén nojalla patee U = A, N C jollain C € €. Olkoon
X = C\ A,. Joukon € miiritelmin nojalla pitee X # (), joten olkoon z € X. Nyt
UUX =(A,NC)U(C\ A,) = C on yhtenédinen, joten kaikilla u € U on polku

w...x. Siispd madritelman nojalla U € Cy. O

On helppo néhda, ettéd |C,| > |Cs| (ja siten edellisen perusteella |C,| = [Cy|), jos
G[V'\ A,] on yhtendinen. Téten luvun ca , médrittamiseksi annamme ylirajan joukon
Cy koolle.

Néytamme nyt, ettd pahimmassa tapauksessa jokaisella u € A, \ N”[v] on naapureita
ainoastaan joukon A, ulkopuolella. Olkoot A! ja A! kaksi tapaa konstruoida joukko
A,. Olkoon A! mielivaltainen konstruktio, toisin sanoen A} = N"[v] U {w},..., w,},
missd solmut w], € V' '\ N"[v] ovat mielivaltaiset. Olkoon A = N"[v] U {w},...,w]},
missé jokaisella w € V'\ N"[v] on naapureita joukossa V'\ A7 muttei sen ulkopuolella.
Jokaista U’ C Al vastaa nyt bijektiivisesti U” C Al siten, ettd u € U’ <= uw e U”
kaikilla u € N"[v] ja w} € U <= w! € U” kaikilla 1 < i < k. Ndytdmme, ettd U”

on reunayhtendinen joukossa A, jos U’ on reunayhteniinen joukossa A..

Todistus. Olkoon U’ reunayhtendinen joukossa A! ja u € U”. Riittéé osoittaa, etté

on olemassa polku u ... u,,x, missd u; € U” kaikilla 1 <i <m,u; =ujaz e V\AL

Tapaus u € N"[v]: télloin patee u € U’ ja joukon U’ reunayhtendisyyden nojalla on

olemassa polku u; ... u,x, missd u; € U’ kaikilla 1 <i <m,u; =ujazx eV \ A,
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Kuva 13: Pahimmassa tapauksessa A, sisiltda solmun v jonkin naapuruston seké siitd
erillisid lisdttyja solmuja (tummennettu). Talldin jokainen reunayhtenéinen joukko
saadaan valitsemalla jokin naapuruston reunayhtendinen joukko ja mielivaltainen
kombinaatio lisdttyja solmuja. Olennaisesti naapuruston reunayhtenéisten joukkojen

méaara kaksinkertaistuu jokaista lisdttya solmua kohti.

Olkoon y tdmén polun ensimmé&inen solmu, joka ei ole joukossa N"[v] ja u; sité

edeltavé solmu. Nyt pétee uy,...,u; € N"[v] ja siten uy,...,u € U". Jos y & A,

talléin uy . ..wy on haluttu polku. Jos y € AY, télloin y = w! jollain 1 < i < k.
",/

Solmulla w! on méédritelmén nojalla naapuri v/ € V' \ A” joten u;...ww!y on

haluttu polku.

Tapaus u & N"[v]: télloin pétee u = w! jollain 1 < i < k. Kuten edelld, solmulla on

u talléin naapuri y € V'\ A7 ja uy on haluttu polku. O

Tésté seuraa, ettd naapurustolla A” on vihintddn yhté paljon reunayhtenéisié jouk-

koja kuin naapurustolla A/ .

Lemma 17. Pitee |Cy| < |Cp N 2N"II| . 2MAI=INTIII,

Todistus. Edellisen tarkastelun nojalla voimme nyt olettaa, ettéd jokaisella u € M, =
A, \ N"[v] on naapureita ainoastaan joukon A, ulkopuolella (kuva 13). Antamalla

ylarajan téallaisille tapauksille annamme sen samalla kaikille muillekin.

Jokainen osajoukko U C A, voidaan esittdéd yhdisteend Uy U Uy, missd Uy C N"[v]
ja Uy C M,. Koska oletuksen mukaan kaikilla u € N"[v],w € M, pétee uw ¢ E,
joukkojen N"[v] ja M, vililla ei ole polkuja joukossa A,. Tastd seuraa, ettd pitee
U € @y, jos ja vain jos patee Uy € Cy ja Uy € Cy. Itse asiassa Uy € Cy pétee nyt
kaikilla Uy, C M, koska oletuksen mukaan joukon M, jokaisella solmulla on naapuri
joukossa V'\ A,. Siten jokainen U € Cy saadaan minka tahansa Uy, C M, ja Uy € Cy
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kombinaationa. Siispd pahimmassa tapauksessa pétee

|Cal = |Co N2V I |2M] = |@y M 2V II| L 2l = j@,y 2N ke EINTRL

]

Olkoon fa ,(a) joukon €5 N 2Nl suurin mahdollinen koko, kun pitee |N"[v]| = a,

missd 1 < a < 9. Nyt edelld todistettujen lemmojen nojalla péitee

< NTIl| ol —INTR| < olAul-a _ “a .|
1Cy| < [Con 27 1| -2 < max far(a)-2 12152(52 far(a) ) 2900,

Téten ca, = max{27*fa,(a) : 1 < a < §}. Koska mahdollisia naapurustoja on
adrellinen méadrd, fa,.(a) ja siten luku ca, voidaan méérittaa koneellisesti kaikilla
1 < a < 4. Esitdmme seuraavaksi tdmén laskennan tulokset seké niista seuraavan

ylarajan.

4.4 Menetelman tulokset ja rajoitukset

Osoittautuu, ettd edelld esitetty menetelmé antaa yleista ylarajaa S paremman
tuloksen tapauksessa A € {3,4} ja r = 2. Lisdksi otaksumme, ettd myos tapauksessa
A = 5 voidaan osoittaa hieman parempi yldraja. Koneellinen laskenta kiy téssa
tapauksessa kuitenkin tyolddksi, joten otaksuma on toistaiseksi varmistamatta. Sen
sijaan vaikuttaa siltd, ettd menetelmé ei paranna yleista ylarajaa, kun A > 5. Lisdksi

siteelld r > 2 el oletettavasti saada parannusta milladn A.

<
g

Kuva 14: Pahimman tapauksen naapurustot kaikilla 3 < n < 10, kun A = 3,r = 2.

B8 42
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Taulukko 2: Reunayhtenéisten joukkojen enimméisméédra naapurustoissa, kun A €

{3,4} ja r = 2. Tapauksessa a < 3 ainoastaan tyhji joukko on reunayhtenéinen.

a fso(a) fz2(a) 27| a  fia(a) fiz(a)-27°

3 4 0.5000 3 4 0.5000

4 10 0.6250 4 10 0.6250

) 22 0.6875 ) 22 0.6875

6 44 0.6875 6 50 0.7813

7 91 0.7110 7 106 0.8282

8 184 0.7188 8 212 0.8282

9 366 0.7149 9 430 0.8399
10 730 0.7129 10 866 0.8458

11 1744 0.8516
12 3 470 0.8472
13 6 922 0.8450
14 13 826 0.8439
15 27 508 0.8395
16 54 872 0.8373
17 109 600 0.8362

Lause 18. Pditee 03 < 1.9351 ja o4 < 1.9812.

Todistus. Olemme laskeneet funktion fa, koneellisesti, kun A € {3,4} jar = 2
(taulukko 2, kuva 14). Ndemme, ettd tapauksessa A = 3 tulo f(a)-27% saa suurimman
arvonsa, kun naapuruston koko a = 8. Siispd ¢35 = f(8) -27% = 184 - %6 = g—g
Nyt alemman todistuksen nojalla o3 < 30 = 21/23/32 < 1.9351. Vastaavasti
tapauksessa A = 4 tulo maksimoituu tapauksessa a = 11. Siten ¢, = f(11) - 27! =

Uil = 19 ja gy < a2 = 2 §/109/128 < 1.9812. B

Tarkastellessamme pahimman tapauksen naapurustoja, kun A € {3, 4}, havaitsemme,
ettd niilld on samankaltainen rakenne (kuva 15). Otaksumme, ettd tdmé yleistyy
muillekin asterajoille: toisin sanoen kaikilla A > 3 pahimman tapauksen naapurusto
voidaan maéaritella solmun v sekéd kaksijakoisten verkkojen Ka_1a—1 ja K a1 yh-
disteené, jossa v on yhdistetty A solmuun ja muut solmut naapuruston ulkopuolelle.
Tillainen naapurusto sisiltdd 3A — 1 solmua ja silld on 23471 — 5. 2242 4 94 rey-

nayhtenéistad joukkoa, minkd nayttaminen on yksinkertainen laskenta-argumentti.
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Kuva 15: Pahimman tapauksen naapurusto séteelld r = 2, kun A € {3,4}, seki
otaksutusti, kun A = 5.

Néité tietoja kiyttden voimme laskea menetelmén antaman ylarajan kaikille A silld
oletuksella, ettd otaksuma pahimmasta tapauksesta pitdaa paikkansa. Tama laskelma

on esitetty pienille A taulukossa 3.

Konjektuuri 19. Pitee c55 = 15136 - 27, jonka seurauksena o5 < 1.9940.

Néemme, ettd tapauksessa A = 5 otaksuttu pahin mahdollinen naapurusto sisiltaé
14 solmua ja 15136 reunayhtenéista joukkoa. Suurin mahdollinen naapurusto sisaltaé
ms 2 = 26 solmua, joten menetelmamme antaa konjektuurin 19 mukaisen ylarajan
/15136 - 2-14 < 1.9940, jos otaksuma pétee. TAmé on hieman parempi kuin aiempi
ylaraja 5 < 1.9948. Sen sijaan vaikuttaa selviltd, ettd uusi yldraja on aiempaa

huonompi kaikilla A > 5 siinékin tapauksessa, ettd pahempia naapurustoja ei ole.

Niin ikdan vaikuttaa siltd, etté sateelld r > 2 ei saada parempaa yldrajaa milladn
A. Erityisesti tapauksessa A € {3,4} on todistetusti olemassa naapurustoja, jotka
johtavat viistdmattd huonompaan ylarajaan, kun r € {3,4} (kuva 16). On syytéa

huomata, ettd ndma naapurustot eivit ole edes sdannollisid ja siten todennékdisesti

Taulukko 3: Menetelmén antama yléraja pienilld A, jos kuvan 15 mukainen naapu-

rusto on pahin tapaus.

1Cal a2 (?)  Ba
184 1.9351 1.9680
1744 1.9812 1.9874
15136  1.9940 1.9948
126 016 1.9979 1.9978
1028 224 1.9993 1.9991
8306 944 1.9997 1.9996

0w~ o ot w | P
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o< Ko

Kuva 16: Esimerkkejd naapurustoista, kun A, r € {3,4}. Menetelméi antaa vaistamét-
té4 huonomman yldrajan siinékin (epduskottavassa) tapauksessa, ettd ndmé olisivat

pahimpia mahdollisia naapurustoja.

kaukana pahimmasta tapauksesta.

Vaikka esittdmdmme menetelmé antaa paremman yldrajan tapauksessa A € {3,4},
vaikuttaa selvalta, ettd tamakin tulos on yha kaukana todellisesta. Yksi ilmeinen syy
on, ettd menetelméan todistus kiyttda suurimman projektion kokoa ylarajana jokaiselle
projektiolle. On kuitenkin helppo nahdé, ettd verkon kaikki naapurustot eivét voi olla
kuvan 15 mukaisia otaksuttuja pahimman tapauksen naapurustoja. Kuten naytamme
luvussa 5, vaikuttaa itse asiassa siltd, ettd eniten yhtenaisia joukkoja sisdltavien
verkkojen naapurustot ovat kuvan 11 kaltaisia puita. Ylaraja ei kuitenkaan parane
merkittavasti edes siina tapauksessa, ettd voimme olettaa kaikkien naapurustojen

olevan tallaisia.

Taulukko 4: Menetelmén antama ylaraja pienilld A ja r, kun kaikki naapurustot ovat

puumaisia.

nA 3 4 5 6 7 8
1.9680 1.9874 1.9948 1.9978 1.9991 1.9996
1.9335 1.9791 1.9924 1.9970 1.9988 1.9995
1.9206 1.9772 1.9920 1.9969 1.9987 1.9995
1.9158 1.9766 1.9919 1.9969 1.9987 1.9995
1.9136  1.9764 1.9918 1.9969 1.9987 1.9995
1.9125 1.9763 1.9918 1.9969 1.9987 1.9995
1.9120 1.9763 1.9918 1.9969 1.9987 1.9995
1.9117 1.9763 1.9918 1.9969 1.9987 1.9995
1.9116 1.9763 1.9918 1.9969 1.9987 1.9995

© 00 3 O Ut = W N =
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Koska reunayhtenéisyys on téssé yhteydessé olennaisesti sama asia kuin luvussa 3.3
esitetty lehtiyhtendisyys, annettua rekursiokaavaa kiayttden voidaan laskea reunayh-
tendisten joukkojen maaré jokaiselle A-saénnolliselle r-syvyiselle puulle. Kéyttamaélla
tata ylarajana luvun 4.3 menetelmassa saamme edelleen ylarajan siina tapauksessa,
ettd kaikki naapurustot ovat puumaisia (taulukko 4). Ndemme, ettd parannus on
tassakin optimistisessa tapauksessa enintddn marginaalinen. Téaten vaikuttaa sel-
valté, ettd optimaalisen yldrajan saavuttaminen vaatii merkittavampia muutoksia

menetelméén tai toisenlaista lahestymistapaa.

Toteamme lopuksi, ettd menetelmé yleistyy ldhes sellaisenaan yhtenéisille dominoivil-
le joukoille. Tadmén havaitseminen on sindnséd yksinkertainen mutta formaalisti tyoléas
padttely, joten jatdmme sen esittdmétti. Olennaisesti laskemme koneellisesti osajou-
kot, jotka voivat olla leikkauksia yhtenédisten dominoivien joukkojen kanssa ja saamme
siten funktiota fa, vastaan funktion ga,. Osoittautuu, etta tapauksessa r = 2 ja
A € {3,4} maksimi saavutetaan samoissa naapurustoissa kuin yhtenéisilld joukoilla
(taulukko 5). Soveltamalla aiempaa todistusta saadaan || € O(2 V156 -278) C
O(1.9034"), kun A = 3 ja |€] € O(2 V1638 - 2-11) € O(1.9739"), kun A = 4.

Taulukko 5: Leikkausten suurin mahdollinen mééré, kun A € {3,4} ja r = 2.

a gzaa) gsa(a)-27% | a gap(a) gagla)-27¢
3 2 0.2500 3 2 0.2500
4 6 0.3750 4 6 0.3750
5 18 0.5625 5 18 0.5625
6 34 0.5313 6 42 0.6563
7 74 0.5782 7 98 0.7657
8 156 0.6094 8 192 0.7500
9 296 0.5782 9 388 0.7579

10 576 0.5625 10 794 0.7754
11 1638 0.7999
12 3182 0.7769
13 6270 0.7654
14 12 446 0.7597
15 24 238 0.7397
16 47 822 0.7298
17 94 990 0.7248
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5 Alaraja rajoitetun asteen verkoissa

Edellisissa luvuissa olemme etsineet yldrajaa yhtendisten joukkojen lukumaérélle
rajoitetun asteen verkoissa. Erityisesti olemme néyttéaneet, ettd n-solmuisella verkolla,
jonka suurin aste on A, on enintdin (247! — 1)*/(A+1) yhtensists joukkoa, seké
parantaneet titd rajaa jonkin verran tapauksessa A € {3,4}. Vaikuttaa kuitenkin
uskottavalta, ettd mikédan naista rajoista ei ole tiukka. Téssa luvussa tarkastelemme
ongelman toista suuntaa. Kysymme: kuinka monta yhtendista joukkoa tallaisella
verkolla voi ainakin olla? Jos voimme antaa yhtendisten joukkojen enimmaéisméaarélle
alarajan, saamme jonkinlaisen arvion sille, kuinka paljon nykyisissé ylarajoissa on

mahdollisesti parantamisen varaa.

Luonteva tapa lahestyé alarajaongelmaa on konstruoida solmujen lukumaéaralla n
parametrisoitu perhe rajoitetun asteen verkkoja ja arvioida yhtenéisten joukkojen
madrad naissa verkoissa. Esitdmme téassd luvussa kaksi téllaista konstruktiota, ti-
manttiketjut luvussa 5.1 seké tikapuuverkot luvussa 5.2, ja annamme yhtenéisten

joukkojen méérélle asymptoottisesti tiukan arvion (taulukko 6).

Luvussa 5.3 kiisittelemme lyhyesti optimaalisia verkkoja pienilla n ja A. Osoittautuu,
ettéd verkot, joilla |C| saavuttaa yldrajan Ca ,, ovat monessa mielessé kiinnostavia.
Empiiristen havaintojen perusteella otaksumme erityisesti, ettd néiden verkkojen

perhe sisdltda kaikki yksikasitteiset hakit ja siten muun muassa kaikki Moore-verkot.

5.1 Timanttiketjut

Timanttiverkko (engl. diamond graph) on 4 solmun verkko, joka saadaan esimerkiksi
poistamalla kaari tdydestd verkosta K tai lisddmaélla kaari sykliin Cy. Timanttiver-
kolla on selvésti suurin aste 3 ja kaksi solmua, joiden aste on 2. Kaksi timanttiverkkoa
voidaan yhdistaa valitsemalla kummastakin asteen 2 solmu ja lisdamaélla niiden vélille

kaari. Selvésti nédin saatavalla verkolla on edelleen suurin aste 3 ja kaksi asteen 2

Taulukko 6: Alaraja luvulle oa timanttiketjujen (0a) ja tikapuuverkkojen (Aa)
yleistyksilla pienille A.

A \ 3 4 5 6 7
6a | 1.3160 1.4757 15704 1.6332 1.6784
Ax | 15537 1.6180 1.7320
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Kuva 17: Timanttiverkko ja neljan timantin ketju. Jos yhtendinen joukko sisaltaa
liitossolmut a, b, sen taytyy sisaltad myos liitossolmut niiden valilta sekd vahintaan

toinen solmu (harmaat) kunkin liitossolmun timantista.

solmua. Siten voimme yhdistda mielivaltaisen méarén timantteja toisiinsa ja kutsum-
me jokaista néin saatavaa verkkoa timanttiketjuksi. Sanomme timanttiketjun solmua

littossolmuksi, jos silla on aste 2 tai naapuri ketjun toisessa timantissa.

Havaitsemme, ettd yhtendisten joukkojen suhteen timanttiketju on olennaisesti
polkumainen verkko: jos yhtendinen joukko sisaltda kaksi liitossolmua, sen taytyy
siséltad myos kaikki liitossolmut niiden "valilta” (kuva 17). Koska kaksi solmua riittaa
méaaraamadn liitossolmujen kombinaation, kombinaatioiden méara on n-solmuisella
timanttiketjulla luokkaa O(n?). Olennaisempi tekijé ovat kunkin timantin kaksi muuta
solmua, joista voimme valita jommankumman tai molemmat. Jos verkko sisdltda k
timanttia, mahdollisten kombinaatioiden misri on siten luokkaa ©*(3%) = ©*(3%/4).
Titen saamme o3 > v/3 > 1.3160.

Voimme yleistdd konstruktion myos muille asterajoille. Maarittelemme kaikilla A > 3
verkon D, joka saadaan poistamalla kaari verkosta K a1, ja kutsumme téta asteen A
timantiksi. Esimerkiksi D, saadaan poistamalla kaari verkosta K5 ja D3 on tavallinen
timanttiverkko. Timantilla D on nyt analogisesti suurin aste A ja kaksi solmua,
joiden aste on A —1. Yleistdmme edelleen timanttiketjun tarkoittamaan verkkoa, joka
saadaan yhdistamaélla mielivaltainen méaré saman asteen timantteja edella esitetylla
tavalla. Formaalisti Da; on verkko Da ja Day kaikilla £ > 1 saadaan ottamalla

verkkojen Da 1 ja D yhdiste, valitsemalla kummastakin asteen A — 1 solmu ja

Kuva 18: Yleinen timantti D5 ja sen ketju.
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lisidmalld niiden vilille kaari (kuva 18).

Liitossolmujen kombinaatioiden maara yhtenaisissé joukoissa on edelleen luokkaa
O(n?), joten riittii laskea sellaiset joukot, jotka sisiltévit kaikki liitossolmut. Jokai-
nen timantti siséltdd nyt A 4 1 solmua, joista A — 1 voivat muodostaa minké tahansa
kombinaation tyhjaé joukkoa lukuun ottamatta. Siten yhtendisten joukkojen méaré
k timantin verkossa on luokkaa ©*((24~1 — 1)*) = ©*((24~1 — 1)”(A+1)). Titen
saamme o > 0a = (2271 — 1)V/(A+D kaikilla A > 3.

5.2 Tikapuuverkot

Tikapuuverkko (engl. ladder graph) saadaan intuitiivisesti kahden saman pituisen
polkuverkon yhdisteené, joissa "vastakkaiset” solmut polkujen vililla on yhdistetty
(kuva 19). Seuraavassa analyysissa kiytamme eksplisiittistd maaritelmééd Ly = (V, F),

missé

{ Vi=A{uy,...,u,ul, .. u},

E = Ui i, wiad U UL {uul}

Tikapuuverkoilla on selvésti suurin aste A = 3. Naytdmme seuraavaksi, ettd yhte-
néisten joukkojen maara kasvaa tikapuuverkoissa asymptoottisesti nopeammin kuin

timanttiketjuissa.

Lause 20. Yhtendisten joukkojen mddrd verkossa Ly, on luokkaa ©* ((1 + v/2)*).

Todistus. Tarkastelemme verkkoa L, mielivaltaisella k. Havaitsemme edellisen kon-
struktion tapaan, etta riittda laskea sellaiset yhtendiset joukot, jotka sisaltavat vahin-
taan yhden solmun kultakin "poikkipuolalta”. Kaikki muut yhtenéiset joukot saadaan
selvisti téallaisten joukkojen ja alitikapuiden leikkauksina. Koska alitikapuiden mééra

on luokkaa O(k?), tdmé ei vaikuta eksponentiaaliseen tekijdin.

Olkoon téten U, ensimméisten p puolan joukko (J_ {w;, u;} kaikilla 1 < p < k
ja olkoon €, C 2Y sellaisten yhtenéisten joukkojen perhe, jotka sisdltdvit kaikilla

1 <i < p ainakin toisen solmuista u; ja u;. Jaamme nyt perheen €, kahteen osaan:

e e
7

Kuva 19: Tikapuuverkko Lg ja yksi sen yhtenéisista joukoista.

A4 A4
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Kuva 20: Jokainen yhtendinen joukko perheessé C, saadaan valitsemalla yhtendinen

joukko perheestd C,; ja lisddmélld jompikumpi tai molemmat solmuista u, ja u;,.

olkoon € C C, niiden joukkojen perhe, jotka siséltivit tésmilleen toisen solmuista
up ja uy,, ja € C C, niiden, jotka sisdltévit molemmat. Taten |C,| = [C)| + |C]|
kaikilla 1 < p < k.

Arvioimme nyt ndiden kahden joukon kokoa kaikilla 1 < p < k. Triviaalisti patee
¢ = {{u1}, {u)}} ja € = {{uy,u]}} jasiten |C}] = 2,|C/| = 1. Olkoon nyt p > 1.
Ndemme kuvaa 20 katsomalla, ettéd télldin jokainen U € €}, on jokin seuraavista

kombinaatioista:

1) U'U{uy}; missa U' € €, tai U' € €, jau, €U’

2) U'U{u,}; missd U' € €)1, tai U' € € jau, €U .
Siten perheessi €, on yksi joukko jokaista U’ € C,_; kohti ja kaksi joukkoa jokaista
U’ € €, _, kohti. Vastaavasti jokainen U € € saadaan kombinaationa U’ U {u,,, u,},
missd pétee joko U’ € €, tai U’ € €)_;. Siten perheesséi € on yksi joukko kutakin
U € €, ; ja kutakin U € €C)_, kohti. Ndmé havainnot yhdistdmélld saadaan

Gl = 1€l +2[C0 ], (1)
Gl = 1€l + Il (2)

Néemme, ettd C) ja C] kasvavat asymptoottisesti yhtd nopeasti, joten riittdd arvioida
joukon €} kasvua. Merkitsemélld lyhyemmin a, = [C}| ja b, = |C}| voidaan kaikilla
p > 2 kirjoittaa
p—ap1 = 2b, 1, (yhtalo 1)

= 2ap_9 + 2by_o , (yhtélo 2)
20,9+ (ap—1 — ap—2) (yhtdlo 1)
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Kuva 21: Tikapuuverkon Lg yleistys asterajoilla 4 < A < 7.

ja sieventdmalla edelleen

ap = 2ap—1 + ap_s .

Muotoa h,, = c1h,_1 + cohp_o + - -+ + cgh,_q oleva yhtalo, jossa ¢y, co, ..., cq ovat
vakioita, on asteen d lineaarinen homogeeninen differenssiyhtélé. Sanomme talloin,
ettd t? — c;t97! — o142 — ... — ¢4 on differenssiyhtilon karakteristinen polynomi.
Jos karakteristisella polynomilla on erisuuret juuret ri,rs, ..., 4, talloin yhtalolla on

suljettu muoto h,, = q7 + qory + - - - + qarly joillain vakioilla ¢, . .., ¢gq [GK82].

Néemme, ettéd a, = 2a,_1 + a,_2 on toisen asteen lineaarinen homogeeninen differens-
siyhtilo kertoimilla ¢; = 2, ¢, = 1 ja sen karakteristinen polynomi on siten ¢ — 2t — 1.
Talld on erisuuret juuret m = 1+ v/2 ja ry = 1 — /2, joten yht#lslli on ratkaisu
ap = (1 +v2)P + g2(1 — v/2)? joillain q1, go. Midrittiiksemme vakiot ratkaisemme
ensin kaksi ensimmaista termié: a1 = 2 ja ay = a1 +2b; = 2+2-1 = 4. Tésta saamme

lineaarisen yhtéléryhmén

{ a1+ V2)! + g1 - V2) =

2,
a(1+vV2)?2+ @l —v2)2=4,

jolla on yksikisitteinen ratkaisu ¢, = v/2/2, ga = —v/2/2. Tiiten

oy = L0+ vay - L1 vay.

Siispé |C(Ly,)| € ©°(|C]) = ©7(|C]) = ©*((1 + v2)"). 0
Solmujen méara on nyt n = 2k, joten saamme, ettd yhtendisten joukkojen maara

tikapuuverkoissa on luokkaa ©*(\§), missd A3 = /1 + /2 > 1.5537.

Tamaékin konstruktio on mahdollista yleistda muille asterajoille. Tapauksessa A = 4

voidaan lisidtéd esimerkiksi kaari w;uj , kaikilla 1 < i < k — 1 (kuva 21), jolloin
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yhtendisten joukkojen ma#ra saadaan vastaavalla paattelylla differenssiyhtalosté

ay = 3ap—1 — ap—2 .

Télle saadaan edelleen ay € @*((%)k) = O*(\}), missd \y = \/32E = %g >
1.6180. Tapauksessa A = 5 voidaan lisétd symmetrisesti my0s kaari uju, ;1 kaikilla
1 <i < k—1. Talloin U € €, jos ja vain jos vain kaikilla 1 < ¢ < k ainakin
toinen solmuista u;, w, kuuluu joukkoon U. Siten yhtenéisten joukkojen mééira on
O*(3%) = ©*(\P), missd A\s = v/3 > 1.7320. Konstruktiota on mahdollista jatkaa
lisddmélld edelleen toinen tai molemmat kaarista w;u;, ;, uju;y; kaikilla 1 < j < ¢,

missé ¢ riippuu asterajasta A. Jatdmme yleisen tapauksen analyysin esittamétta.

5.3 Optimaalisista verkoista

Olemme edelld antaneet alarajan luvulle oa kaikilla A > 3 konstruoimalla solmujen
méaaralld n parametrisoituja verkkoperheité ja analysoimalla yhtenéisten joukkojen
maarad, kun n kasvaa rajatta. Vaikuttaa selvilta, ettéd esittdméamme konstruktiot
eiviat ole asymptoottisesti optimaalisia ja ettd alarajassa on vield huomattavasti
parantamisen varaa. Ei ole kuitenkaan selvié, millaisesta verkkoperheestd parempi

alaraja voisi 16ytya ja kuinka helposti se on osoitettavissa.

Téssé luvussa pyrimme vastaamaan tdhan kysymykseen tarkastelemalla yksittaisia
optimaalisia verkkoja ja niiden ominaisuuksia. Sanomme, ettd n-solmuinen verkko
G, jolla on suurin aste A > 3, on yhtendisten joukkojen suhteen optimaalinen,
jos |C(G)| = Ca . Osoittautuu, ettd monet téllaisista verkoista ovat tunnettuja
nimettyja verkkoja, jotka maksimoivat tai minimoivat myos jonkin toisen kiinnostavan
ominaisuuden, tai johdettavissa téallaisista verkoista yksinkertaisilla operaatioilla.
Kasittelemme tarkemmin erityisesti tunnettuja optimointiongelmia, joissa pyrimme
annetun asterajoituksen puitteissa minimoimaan verkon lapimitan tai maksimoimaan
leveyden eli lyhimmén syklin pituuden. Otaksumme empiiristen havaintojen pohjalta,
ettd naiden ongelmien ratkaisuihin lukeutuvat Moore-verkot sekd laajemmin kaikki

hdkit maksimoivat my6s yhtenéisten joukkojen méaran.

Lahestymme kysymysté etsiméalla optimaalisia verkkoja koneellisesti pienilld n ja A
seké vertaamalla niitd tunnettuihin verkkoihin ja verkkoperheisiin. Téman katsauksen
tulokset on esitetty yhteenvetona taulukoissa 7, 8 ja 9 kullakin A € {3,4,5}. Verkot
on jérjestetty yhtendisten joukkojen méérdn |C| mukaan ja kullakin n alin verkko

(korostettu) on paras, jonka olemme onnistuneet 16ytdméén. Verkot on nimetty joko



Taulukko 7: Joitain 3-sdannollisia verkkoja ja niiden ominaisuuksia.

n | Verkko b g 1C|
4| Ky 1 3 16 | hékki, Moore, ng,
6| Kss 2 4 56 | hakki, Moore
8 | GPy1,Qs Kuutio 3 4 168
Ms Wagner 2 4 174
10 | GPs52 Petersen 2 5 569 | hakki, Moore, n3 2
12 | GFsp Diirer 4 3 1 395
GFsa 4 4 1441
Bidiakis-kuutio 3 4 1531
Franklin 3 4 1 667
MAX 3 5 1 765
14 | GHy 2 Heawood 3 6 5 770 | hakki, Moore
16 | GPs3 Mobius-Kantor | 4 6 18 044
18 Pappus 4 6 D7 248
MAX 4 6 57 865
20 | GPye Dodekaedri 5 5 152 799
GPio3 Desargues 5 6 178 963
GPio4 4 5 179 379
Js Flower snark 4 5 179 973
Csx Iy 3 5 184 383 | n33
MAX 4 6 185 363
22 | GPs3 4 6 584 962
MAX 4 6 596 029
24 | GPyas Nauru 4 6 1 880 278
McGee 4 7 1926 728 | hakki
26 F26A 5 6 6 004 624
GPi35 4 7 6 200 458
28 | GPiyq 5 71 19905 783
Coxeter 4 7| 19931475
MAX 5 7] 20018 897
30 | GPi5.4 5 7| 64256 164
Tutte-Coxeter |4 8| 64 904 615 | hdakki, Moore
32 Dyck 5 6] 198 246 018
GPisg 5 71208773 469
MAX 5 71209 348 074
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Taulukko 8: Joitain 4-sddnnollisid verkkoja ja niiden ominaisuuksia.

n | Verkko b g 1C|
5| Ks 1 3 32 | hékki, Moore, 14,
6 | Oktaedri 2 3 61
7| MAX 2 3 115
8| Kqa 2 4 234 | hakki, Moore
91| QCy 2 3 398
MAX 2 3 426
10 | MAX 2 4 839
11 | 4-Andrasfai 2 4 1 564
12 | Chvatal 2 4 2 994
MAX 2 4 2 996
13 | 13-cyclotomic | 2 4 5 735
14 | MAX 2 4 10 955
15 | K3 % Cs 2 3 20 712 | ngo
MAX 3 4 20 946
16 | Qq4, Terrasekti | 4 4 37 294
Hoffman 4 4 37 878
MAX 3 4 40 461
17 | MAX 3 4 76 963
18 | MAX 3 4 148 368
19 | Robertson 3 5 285 205 | hakki
20 | Folkman 4 4 498 270
MAX 3 5 546 279
21 | Brinkmann 3 5| 1046 632
MAX 3 5| 1047189
22 | MAX 3 5| 2009 404
23 | MAX 3 5| 3854180
24 | MAX 4 5| 7404 890
25 | MAX 4 5114216 614
26 | GH; 3 3 6| 27327419 | hakki
27 | Doyle, Holt 3 5152278 101
27 | MAX 4 552499 729
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Taulukko 9: Joitain 5-sdannéllisia verkkoja ja niiden ominaisuuksia.

Verkko Jd g 1C|
Kg 1 3 64 | hékki, Moore, ns ;
MAX 2 3 242

10 | K55 2 4 972 | hakki, Moore

12 | Tkosaedri 3 3 3211
MAX 3 3 3 594

14 | 5-Andrasfai 2 4 13 864
MAX 3 4 13 929

16 | 16-cyclotomic, Clebsch | 2 4 53 082
MAX 3 4 53 386

18 | MAX 3 4 205 466

20 | MAX 3 4 789 785

22 | MAX 3 4 3038 473

24 | K3 x X3 2 3| 11541328 | nso
MAX 3 4| 11708 194

26 | MAX 3 4| 45113938

28 | MAX 3 4| 174049 489

30 | Robertson-Wegner 3 5| 670 459 956 | hakki
Wong 3 5670 631 650 | hakki
Foster 3 5670671 451 | hakki
Meringer 3 5| 670 724 230 | hakki
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systemaattisia nimia tai muita tunnettuja nimia kiyttden. Parhaasta loydetysta
verkosta kiaytamme merkintdd M AX niissé tapauksissa, joissa emme ole l0ytéaneet
verkolle muuta nimeé. Otaksumme, ettd suurin osa parhaista l6ydetyista verkoista on
optimaalisia: todistetusti tdmé pétee kuitenkin vain kaikilla n < 12, kun A € {3,4},
ja kaikilla n < 10, kun A = 5. Taulukoissa esitettyjen nimettyjen verkkojen osalta
viittaamme Wolfram Mathworld -sivustoon [Wol| sekd Exoon ym. |[EJ08] ja Millerin
ym. [MS05] katsauksiin. Verkkojen niin sanottu téhtitulo (engl. star product) G « H

on esitetty jalkimmaéisessa.

Ensimmainen ilmeinen havainto on, ettd parhaat loytamamme verkot siséltavat enim-
méaismadran kaaria. Koska tdmé vaikuttaa intuitiivisesti selvéltéd, olemme yksinker-
taisuuden vuoksi esitténeet taulukoissa ainoastaan saénnolliset verkot. Syvallisempi
havainto on, ettd parhaat verkot vaikuttaisivat olevan jokaisesta solmusta katsoen
kuvan 11 kaltaisia puita, joissa lehtisolmut on yhdistetty toisiinsa. Myos Perrier ym.
[PIMOS]| tekevit saman havainnon vastaavanlaisessa katsauksessa, jossa yhtendisten
joukkojen maarad maksimoidaan koneellisesti. Havainto voidaan ilmaista yhtapi-
tavasti toteamalla, ettd verkon lyhimmaén syklin pituus g on suuri. Koska kaikki
naapurustot ovat puumaista, tdsté seuraa selvasti myos, ettd verkon lapimitta d on
suhteellisen pieni. Lapimitta on korostettu taulukoissa 7, 8 ja 9 niilld verkoilla, joilla
olemme varmistaneet sen minimaaliseksi solmujen méarilla n. Vastaavasti leveys on

korostettu, kun se on varmistetusti suurin mahdollinen.

Naiden havaintojen pohjalta on luonteva ajatus etsid tiukkaa alarajaa verkoista,
joilla on pieni ldpimitta ja suuri leveys. Seké ldpimitan minimoiminen etté leveyden
maksimoiminen ovat kuitenkin ei-triviaaleja ongelmia sdannollisissé verkoissa. Naista
ensimmaéinen on niin sanottu aste-lapimitta -ongelma (engl. degree diameter problem),
joka on ollut tunnettu avoin ongelma verkkoteoriassa noin vuodesta 1960 alkaen
[MS05]. Tavanomaisessa asettelussa kiinnitimme suurimman asteen A ja kysymme
sen puitteissa suurinta mahdollista verkkoa, jolla on enintdin annettu lapimitta J.
Olkoon na s solmujen maéra tallaisessa verkossa. Jalkimmaéisessa ongelmassa taas
etsimme pientd A-sdannollisté verkkoa, jolla on annettu leveys g. Kutsumme pieninté
téllaista verkkoa (A, g)-hdkiksi (engl. cage) ja kdytdmme sen solmujen madrasté

merkintdé pa , [EJO8|. Voidaan ndyttéd, ettéa téllainen verkko on olemassa kaikilla

A ja g |Bol78|.

Luvulle na s saadaan yksinkertainen ylaraja toteamalla, etta ldpimittachdon nojalla
kaikki solmut ovat enintédén etédisyydelld ¢ jostain kiinnitetystd solmusta. Kuten

ndytimme luvussa 4.3, r-sdteisen naapuruston suurin mahdollinen koko saadaan



20

Kuva 22: Petersenin verkon yleinen esitys ja esitys Moore-verkkona.

Kuva 23: Heawoodin verkon yleinen esitys ja esitys Moore-verkkona.

Moore-rajasta ma , ja siten pétee na s < ma s kaikilla A ja 0. Tekemélld vastaava
tarkastelu leveydelle on helppo ndahda, ettd ma s on myos alaraja luvulle p1a 4, kun
g =25+ 1 [Bol78, Bol98|. Parillisille g saadaan samankaltainen konstruktio ja ndméa

yhdistamalld yleinen alaraja pa g > Ma g4, missé

(9-3)/2 )
; A(A —1)=D/2 9
tee A-DY S k it
M ' ; ( ) (A>2) A—2 , Kun g on pariton,
Ag — g/2—1 A ) (A i 1)9/2 _9
i U k i
; ( ) (A>2) A — 2 ’ un g on parillinen

kaikilla A > 2 ja g > 3. Téassd Ma , on Moore-rajan yleistys, joka on parametrisoitu

lapimitan sijaan leveydelld. Parittomilla g = 26 + 1 pétee nyt erityisesti Ma 4 = ma 5.

Hékkejé, joissa solmujen maara saavuttaa alarajan My 4, kutsutaan Moore-verkoiksi
(engl. Moore graph). Esimerkiksi Petersenin verkko (kuva 22) ja Heawoodin verkko
(kuva 23) ovat yksikésitteiset (3,5)- ja (3,6)-hékit ja molemmat Moore-verkkoja.
Edellisen tarkastelun perusteella Moore-verkoilla on suurin mahdollinen leveys ja
parittomilla g my0s pienin mahdollinen ldpimitta. Lisdksi kaikki tarkastelemamme
Moore-verkot vaikuttaisivat olevan optimaalisia yhtenéisten joukkojen suhteen ja

siten lupaava kandidaatti optimaaliseksi perheeksi.
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Kuva 24: Yleistetyt Petersenin verkot GPs 1, GPs 2, GFs2 ja GPs3. Verkkoperheen
jokainen jasen muodostetaan yhdistamalla sykli (valkoiset solmut) tahtimonikulmioon

(mustat solmut).

Moore-verkot ovat kuitenkin osoittautuneet suhteellisen harvinaisiksi. On helppo néah-
da, ettd tapauksessa A = 2 Moore-verkkoja ovat tdsmélleen kaikki syklit, tapauksessa
g = 3 kaikki téydelliset verkot ja tapauksessa g = 4 kaikki taydelliset kaksijakoiset
verkot. Naiden triviaalitapausten lisaksi lisdksi Moore-verkkoja on olemassa vain, kun
g € {5,6,8,12}. Tapauksessa g = 5 ainoat Moore-verkot saadaan, kun A € {2, 3,7},
sekd mahdollisesti, kun A = 57. Muilla ¢ Moore-verkko on olemassa, jos ja vain jos

on olemassa symmetrinen yleistetty n-kulmio, joka siséltda tdsmélleen A — 1 solmua

[EJOS].

Vaikka Moore-verkot ovat harvinaisia, katsauksen perusteella vaikuttaa uskottavalta,
ettd yhtendisten joukkojen méaarda maksimoituu mycs hékeissa yleisesti. Hakit eivit
kuitenkaan ole yksikésitteisid kaikilla A ja g: esimerkiksi (5,5)-hdkki voi viitata
neljaan eri verkkoon, jotka on esitetty taulukon 9 lopussa. Yleisesti otaksumme siten,

ettd ainakin yksi (A, g)-hékeistd on optimaalinen kaikilla A > 2 ja g > 3.

Tapauksessa A = 3 olemme hékkien lisdksi kiinnostuneita erityisesti niin sanotuista
yleistetyista Petersenin verkoista, jotka saadaan yhdistamaélla n-solmuinen sykliverkko
n-solmuiseen tahtimonikulmioon kuvan 24 mukaisella tavalla. Formaalisti kaikilla
k>3jal<m < |k/2| yleistetty Petersenin verkko (engl. generalized Petersen
graph) G Py, siséltad syklin ug ... uy sekd solmut o), ..., u}, kaaren wu; kaikilla
1 <1 <k ja kaaren u;u; kaikilla ¢ =, j [Bol78]. Katsauksen perusteella vaikuttaa
siltd, ettd monilla k£ on ainakin yksi m siten, ettd C(G Py,,,) on hyvin ldhelld optimia.
Erityisesti G P52 eli Petersenin verkko itse on todistetusti optimaalinen ja G'Fs 3 ja
G Py3 5 ovat parhaiden 10ydettyjen joukossa. Otaksumme, ettd nykyista alarajaa voisi

parantaa huomattavasti yleistettyjen Petersenin verkkojen tarkemmalla analyysilla.
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6 Jatkotutkimus

Entropiaan perustuva menetelmé on toistaiseksi ainoa tunnettu tekniikka, joka antaa
yhtendisten joukkojen méaralle ei-triviaalin ylarajan rajoitetun asteen verkoissa.
Ylarajan todistus on luonteeltaan paikallinen tarkastelu, jossa arvioimme, kuinka
monella tavalla yhtendiset joukot voivat leikata kunkin solmun suljetun naapuruston.
Olemme laajentaneet tiatd menetelméd tarkastelemalla suljettujen naapurustojen
sijaan solmujen yleistettyjd naapurustoja, jotka sisaltavat kaikki sdteen r > 1 sisélla
olevat solmut. Kaymélla téllaiset naapurustot lapi koneellisesti tapauksessa r = 2
olemme edelleen osoittaneet, ettd laajennus parantaa aiempaa ylarajaa, kun verkon
suurin aste A € {3,4}, sekd mahdollisesti, kun A = 5. Vastaavat tulokset saadaan
menetelmad soveltamalla myos yhtenéisille dominoiville joukoille. Sen sijaan kokeelli-
sen katsauksen perusteella vaikuttaa selvilté, ettd pahimman tapauksen naapurustot

johtavat vaistdmaéattd huonompaan ylarajaan, kun A > 5 tai r > 2.

Koska seké yleinen ettd tapauksen A € {3,4} yldraja ovat edelleen suhteellisen
kaukana kokeellisesta arviosta, on luontevaa kysyé, misséd maérin entropiaan perus-
tuvaa menetelméa voidaan parantaa edelleen. Ensimmaéinen ilmeinen havainto on,
ettd menetelmé kayttad nykyisellddn pahimman tapauksen naapurustoa ylérajana
kaikille naapurustoille. Koska kaikki naapurustot eivit voi olla pahimman tapauk-
sen kaltaisia, on selvéd, ettd menetelmén antama ylédraja on ainakin jossain méaérin
yliarvioitu. Toisaalta kaikilla A ja r on mahdollista, ettd jokaisen solmun naapu-
rusto on A-sdannéllinen r-séteinen puu. Kuten olemme néyttédneet, menetelmén
antama parannus yldrajaan on téssé tapauksessa enintddn marginaalinen pahimpaan

tapaukseen ndhden ja edelleen kaukana kokeellisesta arviosta.

Toinen havainto on, ettd naapurustojen keskiméaérdinen koko ¢ on menetelméssé
aina tasmélleen Moore-raja ma ,. Vaikka siateen kasvattaminen pienentad leikkausten
suhteellista maaraa, ¢ vaikuttaa kasvavan suhteessa lilan nopeasti, kun r > 2.
Avoimeksi kysymykseksi jdd, miten ylaraja kiyttaytyy, jos joukkojen keskiméariiseksi
kooksi valitaan Moore-rajan sijaan mielivaltainen luku esimerkiksi valilla Jma 1, ma 3|.
Alustavan katsauksen perusteella arvelemme, ettéd yldraja ei télloin parane ainakaan

millddn 0 < ma 2, mutta tdmé on toistaiseksi varmistamatta.

Kolmanneksi toteamme, etta esitetty projektiolause ei yleisessé tapauksessa anna
tiukkaa ylarajaa edes silloin, kun osaamme maéaérittdd mahdollisen leikkausten lu-
kumaéaidran tarkasti. Taten kysymme, voitaisiinko mahdollisten leikkausten méaaraa

vahentad muullakin tavalla kuin naapurustojen sopivalla valinnalla, esimerkiksi sul-
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kemalla yhtenéisten joukkojen perheestéd pois muitakin joukkoja kuin naapurustojen
osajoukot. Mikali tdmaé ei onnistu, tarkempi analyysi saattaa vaatia perustavampia

muutoksia entropiamenetelméén tai kokonaan toisenlaista lahestymistapaa.

Myo0s paras tunnettu alaraja vaikuttaa olevan huomattavan kaukana asymptoottisen
kasvun kokeellisesta arviosta. Siind missa r-sdédnnollisen verkon riippumattomille
ja dominoiville joukoille saadaan tiukka alaraja verkkojen K, ; ja K,, erillisilld
yvhdisteilld, yhtenéisille joukoille emme tunne vastaavaa yksinkertaista konstruktiota.
Tunnetut alarajat seuraavat timanttiketjujen ja tikapuuverkkojen yleistyksisté, kun
taas katsauksemme pieniin verkkoihin antaa uskoa, ettd optimaalisella verkkoperheella
tulisi olla pieni lapimitta ja suuri leveys. Téssa valossa otaksumme, etté tiukka tai
ainakin parempi alaraja voitaisiin saavuttaa téllaisten verkkoperheiden tarkemmalla

analyysilla.
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