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Tiivistelmä

Tämä artikkeli käsittelee loogisten lauseiden toteutuvuutta laskennallisena ongel-
mana. Tavoitteena on esittää tutkimusalueena teorian ja käytännön välimaastoon
sijoittuvan toteutuvuustarkastusmenetelmien kehittämisen ja tehokkuusvertailun
perusideoita. Lisäksi pyritään kartoittamaan toteutuvuustarkastusmenetelmien ny-
kyisiä käyttökohteita sekä tutkimusalueen haasteita.

1 Johdanto
Laskennan vaativuusteoriassa tavoitteena
on selvittää, mitkä ongelmat ovat ratkais-
tavissa algoritmisesti ja kuinka tehokkaas-
ti. Ehkä olennaisin tutkimusalueen kysy-
myksistä on, voidaanko tietyille, ns.NP-
täydellisille, ongelmille [28] löytää teho-
kas elipolynomiaikainenalgoritmi.

Kauppamatkustajan ongelma, jossa
tavoitteena on löytää annettua rajaa ly-
hyempi n:n kaupungin kautta kulkeva
kierros, lienee yleisesti tunnetuinNP-
täydellinen ongelma. Tietojenkäsittelytie-
teen näkökulmastalauselogiikan toteutu-
vuusongelma(propositional satisfiability
problem, SAT) [28, sivu 77] on kuiten-
kin olennaisempi monista syistä. Yksin-
kertaisesta esitysmuodosta johtuen lause-
logiikan toteutuvuusongelma on tärkeässä
asemassa usein haluttaessa todistaa jokin
ongelma laskennan näkökulmasta haas-
tavaksi. Stephen Cookin 1971 SAT:lle
esittämäNP-täydellisyystodistus [12] oli

ensimmäinen laatuaan, luoden toteutu-
vuusongelmasta yhden laskennan vaati-
vuusteorian kulmakivistä. Nyt, yli neljän-

nesvuosisata myöhemmin, “P ?
=NP”, eli

“onko NP-täydellisille ongelmille (kuten
SAT) olemassa yleistä polynomiaikaista
ratkaisualgoritmia”, on yhä yksi tieto-
jenkäsittelytieteen alan tärkeimmistä avoi-
mista ongelmista, lukuisista ratkaisuyri-
tyksistä huolimatta. Ongelman olennai-
suutta on omiaan luonnehtimaan se, et-

tä “P ?
=NP” on Clay Mathematics Insti-

tuten vuonna 2000 nimeämän seitsemän
avoimen klassisen matemaattisen ongel-
man joukossa [2]. Ratkaisun esittäjälle on
luvassa miljoonan dollarin palkinto. Ylei-
sesti uskotaan, että polynomiaikaisen al-
goritmin löytäminenNP-täydellisille on-
gelmille on hyvin epätodennäköistä.

Lauselogiikalla, joka on tietojenkäsit-
telytieteen alan opintojen loogisten perus-
teiden olennainen osa, voidaan ilmaista
yksinkertaisia ehtoja. Tällaisesta esimerk-
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kinä olkoon “täsmälleen toinen, joko Ans-
si tai Bettiina, voi osallistua juhliin”. Ehto
voidaan kirjoittaa toisin “Anssi osallistuu
juhliin TAI Bettiina osallistuu juhliin, JA
Anssi EI osallistu juhliin TAI Bettiina EI
osallistu juhliin”. Ottamalla käyttöön loo-
giset muuttujata = “Anssi osallistuu juh-
liin” ja b = “Bettiina osallistuu juhliin”,
voidaan yllä oleva ehto kirjoittaa muotoon

(a TAI b) JA (( EI a) TAI ( EI b)),

eli lauselogiikan merkintöjä käyttäen

(a∨b)∧ (¬a∨¬b). (1)

Yksi ratkaisu ongelmaan on, että Anssi
osallistuu juhliin ja Bettiina ei. Tätä vas-
taava lauselooginen ratkaisu elilauseen
toteuttava totuusjakeluon antaa arvoto-
si muuttujallea ja arvoepätosimuuttujal-
la b.

Esimerkkiin peilaten lauselogiikan to-
teutuvuusongelman — “Onko annetulle
lauselogiikan lauseelle olemassa sen to-
teuttavaa totuusjakelua?” — NP-täydel-
lisyys yleisessä tapauksessa on hämmäs-
tyttävää. Käytännössä kiinnostavat loogi-
set lauseet ovat kuitenkin usein huomatta-
van monimutkaisia, ja niille on näin ollen
laskennallisesti haastavaa löytää toteutta-
va totuusjakelu tai todeta, että toteuttavaa
jakelua ei ole olemassa.

Ongelman oletettavasta vaikeudes-
ta huolimatta lauselogiikan toteutuvuu-
den tarkastusmenetelmät ja niiden toteu-
tukset, ns. toteutuvuustarkastimet, ovat
kehittyneet huomattavasti erityisesti vii-
meisimpien 10–15 vuoden aikana. Se-
kä täydellisiä systemaattisia että satun-
naistettuja paikalliseen hakuun perustu-
via toteutuvuustarkastimia on käytetty
onnistuneesti monien erilaisten ongel-
mien tehokkaaseen ratkaisemiseen; kat-
so esimerkiksi [17, 39] katsauksina eri-
laisiin toteutuvuustarkastustekniikoihin.

Muun muassa suunnittelu-, testaus- sekä
mallintarkastus- ja muita verifiointiongel-
mia [24, 25, 10, 9] voidaan ratkaista toteu-
tuvuusongelmatapauksina, mistä johtuen
tehokkaille toteutuvuustarkastimille on
syntynyt suuri kysyntä. Esimerkiksi pro-
sessorivalmistaja Intel on panostanut eri-
tyisesti verifiointiyksikköönsä Pentium-
prosessorin laskuyksiköstä vuonna 1994
löytyneen, huomattavan kalliiksi koitu-
neen vian löytämisen jälkeen.

Näin alunperin yksinomaan teoreet-
tisesta näkökulmasta mielenkiintoisesta
ongelmasta on kehittynyt ratkaisumene-
telmien kehittymisen myötä kiinnostava
myös käytännön näkökulmasta. Toteutu-
vuustarkastukseen keskittyväInternatio-
nal Conference on Theory and Applica-
tions of Satisfiability Testingjärjestetään
vuonna 2005 jo kahdeksatta kertaa [1].
Osana konferenssia on vuosittain kilpailu
tehokkaimmasta toteutuvuustarkastimes-
ta. Tyypillistä on, että edeltävän vuoden
voittaja sijoittuu sellaisenaan seuraavan
vuoden kilpailijoihin verrattuna vasta kes-
kikastiin, mikä kuvaa hyvin menetelmien
kiivasta kehitystä.

Teorian ja käytännön välimaastoon
asettuva, toisaalta täsmällisiin matemaat-
tisiin todistuksiin, toisaalta teollisuudesta
kumpuavien ongelmatapausten ratkaisu-
ajan vertailuun perustuva toteutuvuustar-
kastusmenetelmien tehokkuuden arviointi
on saanut yhä enemmän huomiota osak-
seen viime vuosina. Yhtenä syynä tähän
lienee, että teoreettisten tulosten ja käy-
tännön välinen kuilu on melko kapea;
usein teoreettisia tuloksia voidaan sovel-
taa helposti uusia tarkastusmenetelmiä ke-
hitettäessa. Tämä pätee myös yleisem-
min ns.laskennallisen logiikan[32] tutki-
musalueella, jonka yhtä osaa toteutuvuus-
tarkastustutkimus edustaa.1

1Ainoa laskennallisen logiikan tutkimusryhmä Suomessa toimii osana Tietojenkäsittelyteorian labo-
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On hämmästyttävää, että nykyi-
set käytännössä tehokkaimmat täydel-
liset toteutuvuustarkastimet tyypillises-
ti perustuvat jo 1960-luvulla esitel-
tyyn Davis-Putnam-Logemann-Loveland-
menetelmään(DPLL) [16], joka on poh-
jimmiltaan varsin yksinkertainen hakume-
netelmä. Yksi hypoteesi on, että DPLL-
pohjaiset tarkastusmenetelmät alkavat ol-
la varsin huippuunsa viritettyjä. Eräitä tä-
män päivän tutkimussuuntauksia ovatkin

(i) sallivampiin, ongelmaspesifisem-
piin kuvausmuotoihin perustuvien
toteutuvuustarkastusmenetelmien
kehittäminen,

(ii) toteutuvuustarkastusmenetelmien
laajentaminen tehokkaiksi rajoite-
tuiksi lineaarirajoiteratkaisimiksi ja

(iii) tehokkaimpien toteutuvuustar-
kastusmenetelmien valjastaminen
uusien, esimerkiksi bioinformatii-
kan alalta kumpuavien, ongelmien
ratkaisemiseen.

Huomattavaa on, että nämä kolme kehi-
tyssuuntaa ovat läheisessä yhteydessä toi-
siinsa.

Tässä artikkelissa pyritään esittele-
mään lauselogiikan toteutuvuusongelmaa
(kappale 2), sen ratkaisemisessa yleensä
käytettäviä, käytännössä tehokkaita algo-
ritmisia ideoita (kappale 4) ja ratkaisume-
netelmien sovellutuskohteita (kappale 3)
ja arviointimenetelmiä (kappale 5), sekä
kartoittamaan hieman, mitä haasteita to-
teutuvuustarkastus nyt ja tulevaisuudessa
tarjoaa (kappale 6). Erityisesti keskitytään
täydellisiin tarkastusmenetelmiin ja käy-
tännöstä kumpuaviin ongelmatapauksiin.

2 Toteutuvuusongelman
määrittely

Lauselogiikan lauseet koostuvat Boolen
muuttujista (arvoalueena {tosi, epätosi})
ja niitä yhdistävistäkonnektiiveista

• ¬ (looginen ei,negaatio),

• ∨ (looginen tai,disjunktio) ja

• ∧ (looginen ja,konjunktio).

Lisäksi tyypillisesti määritelläänimpli-
kaatio

a→ b≡ ¬a∨b

ja ekvivalenssi

a↔ b≡ (¬a∨b)∧ (a∨¬b).

Esimerkkinä lauselogiikan lauseesta
toimii johdannon ehto toisensa poissulke-
vasta Anssin ja Bettiinan juhliin osallistu-
misesta. Esimerkki voidaan ekvivalenssin
avulla kirjoittaa muodossa¬a↔ b.

Literaali on looginen muuttujax tai
sen negaatio,¬x. Muotoal1∨ ·· ·∨ ln ole-
vaa lausetta sanotaanklausuuliksi, missä
jokainen l i on literaali. Jokainen lauselo-
giikan lause voidaan ilmaista ekvivalent-
tina ns. konjunktiivisessa normaalimuo-
dossa(KNM) olevana lauseena. Lause on
KNM:ssa, jos se on muotoaC1∧ ·· ·∧Cn,
missä jokainenCi on klausuuli. Esimer-
kiksi (1) on KNM:ssa.

Kuten yleisesti on tapana, tässä ar-
tikkelissa käytetään tarvittaessa lyhennys-
merkintöjä

k
_

i=1

Pi = P1∨·· ·∨Pk

ja
k̂

i=1

Pi = P1∧·· ·∧Pk.

ratoriota Teknillisen korkeakoulun tietotekniikan osastolla, katsohttp://www.tcs.hut.fi/Research/
Logic/.
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Lauseen totuusjakelu asettaa kulle-
kin lauseen muuttujalle totuusarvonto-
si tai epätosi. Näin ollen totuusjakelui-
den määrä on 2n, kun n on lauseessa ole-
vien muuttujien määrä. Totuusjakeluto-
teuttaalauseen, jos lausetoteutuutotuus-
jakelun määräämillä muuttujien arvoilla;
esimerkiksi¬x toteutuu, kun muuttujal-
le x asetetaan arvoepätosi, ja mielivaltai-
nen klausuuli toteutuu, jos jokin klausuu-
lin literaali toteutuu. Tällaista totuusjake-
lua sanotaan lauseentoteuttavaksi totuus-
jakeluksitai malliksi. Lause, jolle on ole-
massa malli, ontoteutuva, ja toteutuma-
ton, jos mallia ei ole olemassa. Esimerkik-
si (1) on toteutuva; sen malleja ovat

{a← tosi, b← epätosi}

ja
{a← epätosi, b← tosi}.

Lauselogiikan toteutuvuusongelmassa
(SAT) kysytään, onko annettu lauselo-
giikan lause toteutuva.Toteutuvuuson-
gelmatapaukseksikutsutaan lauselogii-
kan lausetta. Toteutuvuusongelma onNP-
täydellinen, vaikka rajoituttaisiin KNM-
muotoisiin lauseisiin, ja jopa vaikka jokai-
sessa klausuulissa olisi tasan kolme lite-
raalia [28, Prop. 9.2].

3 Ongelmat
toteutuvuusongelmina

Toteutuvuustarkastusmenetelmien kysyn-
nän kasvun syinä voidaan mainita tarkas-
tusmenetelmien huiman kehityksen lisäk-
si menetelmien laajat käyttömahdollisuu-
det. Edellämainitut suunnittelu-, testaus-
ja verifiointiongelmat ovat vain esimerk-
kejä ongelmatyypeistä, joita voidaan rat-
kaista toteutuvuusongelmatapauksina te-
hokkaasti. Menetelmien tehokkuutta ku-
vaa se, että jopa satojatuhansia muuttu-

jia ja klausuuleja sisältäviä mallintarkas-
tusongelmia on kyetty ratkaisemaan taval-
lisilla tietokoneilla.

Yleisesti ideana on kuvata alkuperäi-
nen ongelma lauselogiikan lauseena siten,
että lause toteutuu jos ja vain jos alkupe-
räiselle ongelmalle on olemassa ratkaisu,
ja lisäksi lauseen toteuttavasta totuusjake-
lusta voidaan lukea suoraan ratkaisu al-
kuperäiselle ongelmalle. Kuvaustapa vai-
kuttaa olennaisesti menetelmän tehokkuu-
teen. Tämä pätee myös yleisemmin, ja täs-
tä johtuen kompaktien, käytännössä hy-
vin toimivien kuvausideoiden kehittämi-
nen on vireä tutkimusalue.

Tässä kappaleessa keskitytään hieman
tarkemmin tarkastelemaan, miten suunnit-
teluongelmia voidaan ratkaista ja ns.ra-
joitettua mallintarkastusta(bounded mo-
del checking, BMC) voidaan tehdä käyt-
täen toteutuvuustarkastusmenetelmiä.

3.1 Rajoitettu mallintarkastus

Digitaalijärjestelmiä suunniteltaessa laa-
ditaan järjestelmästäjärjestelmäkuvaus,
joka koostuu järjestelmän toiminnallisuu-
den yksityiskohtaisesta määrittelystä.Ve-
rifioinnin tavoitteena on tarkastaa, to-
teuttaako annettu järjestelmäkuvaus tietyn
ominaisuuden — esimerkiksi “järjestel-
mä ei voi päätyä lukkiumatilaan” eli jär-
jestelmää ei ole mahdollista ajaa millään
syötejonolla tilaan, jossa se ei kykene te-
kemään mitään. Ongelma voidaan peri-
aatteessa ratkaista simuloimalla järjestel-
män kaikkia mahdollisia suorituksia. Ny-
kyisissä järjestelmissä mahdollisten suo-
ritusten määrä on kuitenkin huikea, mis-
tä johtuen ongelmaksi voi muodostuatila-
avaruusräjähdys[37].

Mallintarkastus [11] on kirjoittajas-
ta riippuen synonyymi sanalle verifioin-
ti, tai verifioinnin alalaji, jossa verifioita-
va ominaisuus ilmaistaan loogisella kaa-
valla. Symbolisessa mallintarkastuksessa
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tila-avaruusräjähdys pyritään välttämään
luopumalla järjestelmän tilojen eksplisiit-
tisestä esittämisestä. Perinteiset symbo-
liset menetelmät perustuvat ns.binää-
risiin päätöskaavioihin(binary decision
diagram, BDD) [4]. Noin viiden viime
vuoden aikana on kuitenkin tutkittu toteu-
tuvuustarkastukseen perustuvaa symbolis-
ta mallintarkastusta.

Rajoitettu mallintarkastus [10] on to-
teutuvuustarkastusmenetelmiin pohjautu-
va symbolinen mallintarkastusmenetel-
mä. Rajoitetussa mallintarkastuksessa ta-
voitteena on tarkastaa, toteuttavatko jär-
jestelmän kaikki enintäänk:n mittaiset
suoritukset tietyn ominaisuuden. Rajoi-
tettua mallintarkastusta voidaan suorit-
taa toteutuvuustarkastusmenetelmiin poh-
jautuen. Tällöin ideana on kuvata halu-
tun ominaisuuden negaatio sekä järjes-
telmän k:n askeleen tilasiirtymät lause-
logiikan lauseena ja tarkastaa, onko täl-
le lauseelle mallia toteutuvuustarkastinta
käyttäen. Tavoitteena on löytää iteratiivi-
sestik:n arvoa kasvattaen vastaesimerkki,
joka osoittaa järjestelmän kuvauksen vir-
heellisyyden. Kuvaus muodostetaan niin,
että mahdollinen vastaesimerkki voidaan
lukea suoraan löydetystä mallista. Täs-
tä johtuen menetelmä soveltuu erityisesti
järjestelmienvirheiden etsintään(debug-
ging).

Seuraavassa käydään esimerkin kautta
läpi yksi mahdollinen tapa kuvata rajoitet-
tu mallintarkastusongelma lauselogiikal-
la. Oletetaan, että halutaan tarkastaa, et-
tä järjestelmä ei voi milläänk:n askeleen
suorituksella käydä tilassa, jossa ominai-
suusP pätee. Tätä voidaan tarkastella tut-
kimalla seuraavan lauselogiikan lauseen
toteutuvuutta:

I(v0)∧
k−1̂

i=0

R(vi ,vi+1)∧ (
k

_

i=0

P(vi)),

missä

• vi on järjestelmätilamuuttujien vek-
tori i:n tilasiirtymän jälkeen,

• lauseI(v0) luonnehtii järjestelmän
alkutilat,

• R järjestelmän siirtymärelaation, ja

• P(vi) kuvaa ominaisuudenP voi-
massaolemistavi :n määrittelemässä
tilassa.

Jos tälle lauseelle on olemassa malli, jokin
P(vi) on tosi. Mahdollinen malli toimii
siis suoraan vastaesimerkkinä, joka ker-
too, mikäP(vi) on tosi, eli millä ajanhet-
kellä ominaisuusPon voimassa, sekä ope-
raatiojonon, jolla ko. tilaan päästiin.

3.2 Suunnittelu

Monet tekoälyongelmat, kuten aikatau-
lutus (scheduling), ovat suunnitteluongel-
mia. Seuraavassa esitellään suunnitteluon-
gelma klassisen esimerkin kautta. Kysees-
sä onpalikkamaailma(blocks world) ns.
Sussmanin anomaliantapauksessa. Siinä
tarkastellaan kolmea palikkaaa, b ja c.
Alkutilassa palikata ja b ovat pöydällä, ja
c on a:n päällä. Tavoitteena on siirtää pa-
likat päällekkäin järjestykseen, jossac on
pöydällä,b on c:n päällä jaa b:n päällä.
Alkutila ja tavoitetila on esitetty kuvas-
sa 1.

a

b

c

c

a b

Kuva 1: Sussmanin anomalian alkutila (vasemmalla)
ja tavoitetila (oikealla).

Vain palikkaa, jonka päällä ei ole tois-
ta palikkaa, voidaan siirtää. Palikka voi ol-
la vain pöydällä tai toisen palikan päällä.
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Mallin yksinkertaistamiseksi pöytä ajatel-
laan palikaksid, jota ei voi siirtää, mutta
jonka päälle ja päältä voi siirtää.

Suunnitteluongelmassa tila voidaan
nähdä totuusarvojakeluna joukolle ti-
lamuuttujia. Palikkamaailmaesimerkissä
valitaan tilamuuttujiksi kahdentyyppisiä
ehtoja. Kullekin palikalleP otetaan eh-
to, joka kertoo, onko palikanP päälli-
nen tyhjä. Lisäksi kullekin parille palikoi-
ta P1,P2 otetaan ehto, joka kertoo, onko
palikka P1 palikan P2 päällä. Käytämme
seuraavassa näistä tilamuuttujista merkin-
töjä clear(P) ja on(P1,P2), missäP, P1 ja
P2 ovat joukosta{a,b,c,d}. Siis esimer-
kiksi tilamuuttujaon(a,c) saa arvon tosi
tilassa, jossa palikkaa on palikanc pääl-
lä.

Palikkamaailmassa mahdolliset toi-
minnot ovat muotoaMOVE(P1,P2,P3) (siir-
rä palikkaP1 palikanP2 päältä palikanP3

päälle), missäP1, P2 ja P3 ovat joukosta
{a,b,c,d}.

Toiminnoille on olemassa rajoittavia
ehtoja, jotka kuvataanesiehtojenja jäl-
kiehtojen avulla; nykyinen tila voidaan
muuntaa jälkiehtojen määrittelemäksi ti-
laksi vain jos esiehdot ovat voimassa ny-
kyisessä tilassa. Jos esi- tai jälkiehdot
eivät koske tiettyä tilamuuttujaa, pysyy
tämän totuusarvo ennallaan. Toimintoon
MOVE liittyvät esi- ja jälkiehdot ovat seu-
raavat.

• Esiehdot:
clear(P1), clear(P3), on(P1,P2).

• Jälkiehdot:
clear(P1), clear(P2), on(P1,P3),
¬clear(P3), ¬on(P1,P2).

Suunnitteluongelmassa on siis annet-
tu alkutila, mahdolliset toiminnot ja eh-
dot hyväksyttävälle lopputilalle. Ongel-
man ratkaisu elisuunnitelmaon jono
toimintoja, jotka peräkkäin suoritettuna

muuntavat alkutilan sellaiseksi tilaksi, jos-
sa lopputilaehdot ovat voimassa.

Palikkaesimerkissä (lyhyimmäksi)
suunnitelmaksi saadaan seuraava jono toi-
mintoja:

(MOVE(c,a,d),MOVE(b,d,c),MOVE(a,d,b)).

Toiminnon MOVE(c,a,d) jälkeinen tila
on esitetty kuvassa 2 ja toiminnon
MOVE(b,d,c) jälkeinen tila kuvassa 3.

a b c

Kuva 2: Tila toiminnon MOVE(c,a,d) suorittamisen
jälkeen.

b

a c

Kuva 3: Tila toiminnon MOVE(b,d,c) suorittamisen
jälkeen.

Edellä annettu suunniteluongelman
määrittely lähtee siitä, että ratkaisuna
saatavassa suunnitelmassa kussakin tilas-
sa yksi toiminto aiheuttaa tilan muut-
tumisen toiseksi. Seuraavassa esitettävää
suunnitteluongelman lauselogiikan toteu-
tuvuusongelmakuvausta varten otetaan
käyttöön k + 1 ajanhetkeät = 0,1, . . . ,k
siten, että ajanhetki 0 tarkoittaa järjes-
telmän alkutilaa ja yleisesti ajanhetkellä
t tarkoitetaan järjestelmän tilaat:n toi-
minnon jälkeen. Kuvauksessa vaaditaan
siis, että jokaisena ajanhetkenät suori-
tetaan täsmälleen yksi toiminto. Jokais-
ta tilamuuttujaa kohden otetaan muuttu-
ja jokaisellet ∈ {0, . . . ,k} ja jokaista toi-
mintoa kohden muuttuja jokaisellet ∈
{0, . . . ,k− 1}; palikkamaailmatapaukses-
sa siison(P1,P2, t) ja clear(P, t), missä
t = 0, . . . ,k, ja MOVE(P1,P2,P3, t), missä
t = 0, . . . ,k−1.

Palikkamaailmatapauksessa yksi
mahdollinen lauselooginen kuvaus on
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muotoa

A∧
k−1̂

t=0

(Yt ∧Vt ∧Kt)∧L,

missä

• A kuvaa alkutilan,

• L tavoitetilan,

• Yt vaatimuksen, että ajanhetkellät
suoritetaan täsmälleen yksi toimin-
to,

• Vt ajanhetkellät suoritettavan toi-
minnon esi- ja jälkiehdot, ja lisäk-
si

• Kt ns. kehysaksioomat, jotka huo-
lehtivat siitä, että tila säilyy ajanhet-
kestät ajanhetkeent + 1 ennallaan
niiden tilamuuttujien osalta, joihin
ei kohdistu toimintoa hetkellät.

Seuraavassa pyritään antamaan idea siitä,
miten yllämainitut kuvauksen osat muo-
dostetaan.

Alkutilan (t = 0) kuvausA on muotoa

on(c,a,0)∧on(a,d,0)∧on(b,d,0)
∧ clear(c,0)∧clear(b,0).

Tavoitetilan (t = k) kuvausL on muotoa

on(a,b,k)∧on(b,c,k)∧on(c,d,k).

Vaatimuksen “jokaisena ajanhetkenä suo-
ritetaan täsmälleen yksi toiminto” kuvaus
Yt on muotoaY1

t ∧Y2
t , missäY1

t sallii, et-
tä enintään yksi toiminto suoritetaan jaY2

t
että vähintään yksi toiminto suoritetaan
ajanhetkellät. EsimerkiksiY1

t :n osana on
palikan a siirtämisen ajanhetkellät pali-
kanbpäältäsekäpalikancpäälleettäpöy-
dälle (d) kieltävä lause

¬MOVE(a,b,c, t)∨¬MOVE(a,b,d, t).

Jatkoa varten tarvitaan läpikäytävien
muuttujien x, y ja z arvoyhdistelmiä ra-
joittava kaava:

x,y,z∈ {a,b,c,d} ∧

x 6= y ∧ x 6= z ∧ y 6= z ∧ x 6= d (2)

LauseY2
t on muotoa

_

(2)
MOVE(x,y,z, t).

Lisäksi pitää kuvata toiminnonMOVE
vaikutukset tilaan jokaisella ajanhetkellä
t, eli esi- ja jälkiehdot kyseiselle toimin-
nolle:

Vt =
^

(2)
(MOVE(x,y,z, t) →

(clear(x, t)∧on(x,y, t)∧clear(z, t) ∧

on(x,z, t +1)∧clear(y, t +1) ∧

clear(x, t +1)∧ ¬clear(z, t +1)∧

¬on(x,y, t +1))).

Ylläolevalla lauseella vaaditaan, että jo-
ko toimintoaMOVE(x,y,z, t) ei suoriteta tai
esi- ja jälkiehtojen on oltava voimassa.

Lisäksi jokaista toiminto/tilamuuttuja-
paria kohden on lisättävä jokaiselle ajan-
hetkelle edellämainittu kehysaksiooma.
Määritellään esityksen avuksi rajoitus

x′,y′,z′ ∈ {a,b,c,d} ∧

(x′ 6= x ∨ (y′ 6= y ∧ y′ 6= z)). (3)

Nyt esimerkiksi toiminnolleMOVE ja on-
tyyppiselle tilamuuttujalle kirjoitetaan ke-
hysaksioomaKMOVE,on

t , joka on muotoa
^

(2)
(MOVE(x,y,z, t)→

^

(3)
(on(x′,y′, t)↔ on(x′,y′, t +1))).

Merkittäessa kaikkien ajanhetkeät koske-
vien kehysaksioomien voimassaoloa vaa-
tivaa lausettaKt :llä — tässä tapauksessa
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siis

KMOVE,on
t ∧KMOVE,clear

t

— on kaikki kuvauksen osat saatu määri-
teltyä.

4 Toteutuvuustarkastus-
menetelmistä

Toteutuvuusongelman NP-täydellisyy-
destä huolimatta suuri joukko erityyp-
pisiä lauselogiikan toteutuvuustarkas-
tukseen tarkoitettuja menetelmiä on
esitetty erityisesti 1980-luvulta tähän
päivään (katso [17]). Lähestymistapo-
ja perustuen esimerkiksineuroverkkoi-
hin tai (globaaliin/lokaaliin, lineaari-
seen/epälineaariseen)optimointiinon esi-
tetty. Erityisesti viimeksi kuluneiden noin
10–15 vuoden aikana toteutuvuustarkas-
tusmenetelmien kehitys on ollut huomat-
tavaa.

Menetelmät voidaan luokitella niiden
systemaattisuudenmukaan. Systemaatti-
nen menetelmä on tyypillisesti täydelli-
nen; jos lause on toteutuva, menetelmä
löytää sille mallin, ja erityisesti jos lause
on toteutumaton, menetelmä pystyy to-
teamaan tämän. Ei-systemaattiset mene-
telmät sisältävätsatunnaisen komponen-
tin ja perustuvat tyypillisestipaikalliseen
hakuun(katso esimerkiksi [34, 35, 20]).
Ei-systemaattisia menetelmiä on käytetty
erityisestisatunnaistentoteutuvuusongel-
matapausten ratkaisemiseen. Tässä artik-
kelissa keskitymme systemaattisiin mene-
telmiin.

On hämmästyttävää, että nykyiset
käytännössä tehokkaimmat systemaat-
tiset toteutuvuustarkastimet tyypillises-
ti perustuvat jo 1960-luvulla esitel-
tyyn Davis-Putnam-Logemann-Loveland-
menetelmään(DPLL) [16], joka on poh-
jimmiltaan varsin yksinkertainen syvyys-

suuntainen hakumenetelmä. Seuraavassa
käsitellään DPLL-menetelmän perusideaa
ja sen tehokkuutta huomattavasti paranta-
vaa, nykyisissä tarkastimissa käytettävää
oppimista.

4.1 DPLL

DPLL-menetelmä olettaa syötteenä annet-
tavan toteutuvuustarkastustapauksen ole-
van KNM:ssa. Menetelmän esittäminen
selkeytyy, kun KNM:ssa oleva lause näh-
dään joukkona klausuuleja ja klausuulit
edelleen joukkoina literaaleja. Näin esi-
merkiksi lause(a∨b)∧(¬a∨¬b) voidaan
nähdä joukkona{{a,b},{¬a,¬b}}.

Algoritmi A kuvaa DPLL-menetel-
män perusperiaatteen. Algoritmi valitsee
klausuulijoukon muuttujista yhden (x), ns.
haarautumismuuttujan, käytetyn heuris-
tiikan mukaan (HeuristiikkaA), ja edel-
leen tälle muuttujalle arvonv (tosi tai epä-
tosi) toisen heuristiikan (HeuristiikkaB)
mukaan. MerkintäC [x ← v] tarkoittaa
klausuulijoukkoa, joka on saatu klausuu-
lijoukostaC muuttamalla sitä seuraavilla
kahdella tavalla.

(i) On poistettu jokainen sellainen
klausuuli, jossa on muuttujanx il-
mentymä (literaali), joka toteutuu
totuusarvojakelulla{x← v}.

(ii) On poistettu jokainen muuttujan
x ilmentymä, joka ei toteudu to-
tuusarvojakelulla{x← v}.

JosA(C [x← v]) palauttaa arvon “toteu-
tumaton”, haarasta, jossax saa arvonv,
ei löydetty mallia. Tällöin kokeillaan si-
joittaa muuttujaanx arvon v vasta-arvo
¬v. Jos kummastakaan haarasta ei löydetä
mallia, on klausuulijoukonC oltava toteu-
tumaton.
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Algoritmi A

Syöte:KlausuulijoukkoC

Palauttaa:“toteutuva” tai “toteutumaton”

1. C ← Yksinkertaista(C )

2. If C = /0 return toteutuva

3. If /0 ∈ C return toteutumaton

4. muuttujax← HeuristiikkaA(C )

5. arvov← HeuristiikkaB(C ,x)

6. If A(C [x← v]) = toteutuva
return toteutuva

7. If A(C [x←¬v]) = toteutuva
return toteutuva

8. return toteutumaton

Jos kaikki klausuulit poistetaan
klausuulijoukosta, kohdan (i) perusteel-
la jokainen klausuuli toteutuu, ja näin
ollen klausuulijoukko on toteutuva (rivi
2). Toisaalta, jos jonkin klausuulijoukon
klausuulin kaikki literaalit on poistettu
haun aikana, kohdan (ii) perusteella ky-
seinen klausuuli ei toteudu tehdyillä to-
tuusarvovalinnoilla (rivi 3).

Lausejoukkoa voidaanyksinkertaistaa
aina ennen uuden haarautumismuuttujan
valintaa. Esimerkkinä käytettävistä yk-
sinkertaistamissäännöistä voidaan mainita
ns.monotonisen literaalin sääntö: jos jon-
kin muuttujanx kaikki jäljellä olevat il-
mentymät ovat samaa polariteettia (elix
literaalit ovat kaikki muotoax tai kaikki
muotoa¬x), korvataanC joukolla C [x←
v], missäv on se totuusarvo, jollax:n lite-
raalit toteutuvat.

Olennaisin DPLL-algoritmien yksin-
kertaistamismenetelmä on kuitenkin ns.
yksikkövyörytys(unit propagation). Ole-
tetaan, että klausuulijoukkoC sisältää
klausuulin, jossa on ainoastaan yksi li-
teraali l (ns. yksikköklausuuli). Olkoon

l muuttujanx ilmentymä. Yksikkövyöry-
tyssäännönmukaan lausejoukkoC voi-
daan tällöin korvata joukollaC [x ← v],
missäv on se totuusarvo, jollal toteu-
tuu. Yksikkövyörytyksessä yksikkövyö-
rytyssääntöä sovelletaan, kunnes sen het-
kisessä klausuulijoukossa ei enää ole yk-
sikköklausuuleja.

Yksikkövyörytys ei teoriassa tehosta
DPLL-algoritmia; sama vaikutus saadaan
aikaan pakottamalla heuristiikat valitse-
maan mahdollisten yksikköklausuulien
sanelemia muuttuja/totuusarvo-pareja.
Yksikkövyörytys voidaan kuitenkin käy-
tännössä toteuttaa erittäin tehokkaasti. Li-
säksi monotonisen literaalin sääntöä ei
pystytä suoraan simuloimaan yksikkövyö-
rytyksen tapaan heuristisilla valinnoilla;
vaikkakin monotoninen literaali ja sille
sopiva arvo voidaan tunnistaa sopivilla
heuristiikoilla, ilman monotonisen literaa-
lin säännön käyttöä voidaan joutua tilan-
teeseen, jossa algoritminA rivin 7 rekur-
siivinen kutsu suoritetaan turhaan.

4.2 Heuristiikoista ja
oppimisesta

Haarautumismuuttujien ja niiden arvojen
valintaan vaikuttavilla heuristiikoilla on
käytännössä erittäin suuri vaikutus DPLL-
menetelmään pohjautuvan toteutuvuustar-
kastimen tehokkuuteen. Monenlaisia heu-
ristiikkoja on esitetty, katso esimerkik-
si [27, 26, 6, 21, 19].

Intuitiivisesti ajatellen ahne heuristiik-
ka pyrkii tekemään valintoja, jotka johta-
vat nopeasti mallin löytymiseen tai risti-
riitaan. Kuvan 4 hakupuu on syntynyt täl-
laisen valinnan (vasen haara) kautta. Ku-
vassa vasen haara edustaa jäljellejäävää
hakua, kun valittuun muuttujaan sijoite-
taan arvoepätosi, oikea haara taas sijoi-
tusta tosi. Mahdollinen ongelma on sil-
minnähtävä. Vaikka ahne valinta on joh-
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tanut tavoitteena olleeseen pieneen aliha-
kupuuhun (vasen alipuu), ei valinta ole ot-
tanut huomioon jäljellejäävää hakua (oi-
kea alipuu) siinä tapauksessa, että ratkai-
sua ei löydy vasemmasta haarasta. Oikean
alipuun koko saattaa tässä muodostua pul-
lonkaulaksi.

Kuva 4: Epätasapainoinen hakupuu.

Kuvassa 5 esitetty hakupuu on tasa-
painoinen; on päädytty suurinpiirtein sa-
mankokoiseen hakuun kummassakin ali-
puussa. Kumman tahansa totuusarvon si-
joittaminen valitulle muuttujalle johtaa
siis kohtuullisen kokoiseen hakuun. Ver-
rattaessa kuvien 4 ja 5 alihakupuita
huomataan, että kuvan 5 alihakupuiden
yhteispinta-ala on pienempi (eli haku ly-
hyempi) kuin kuvan 4. Tähän vedoten
voidaan argumentoida, että hyvä heuris-
tinen idea olisi pyrkiä valitsemaan sellai-
sia muuttujia, joilla haarauduttaessa haku-
puusta tulee tasapainoinen ja molemmat
alihakupuut ovat kohtuullisen pieniä.

Kuva 5: Tasapainoinen hakupuu.

Tehokas hakuavaruuden karsinta osa-
na syvyyssuuntaista hakua on erittäin

olennaista toteutuvuustarkastuksessa, sil-
lä muutoin haun tehokkuus ei missään ni-
messä riittäisi suurten teollisuusongelma-
tapausten ratkaisemiseen. Nykyiset tehok-
kaimmat DPLL-pohjaiset toteutuvuustar-
kastimet käyttävät hyväksi ns.ristiriitoi-
hin perustuvaa oppimista(conflict dri-
ven learning) [38]. Intuitiivisesti oppimi-
sen integroiminen osaksi toteutuvuustar-
kastinta johtaa hakuavaruuden huomatta-
vaan karsimiseen verrattuna perus-DPLL-
algoritmiin.

Oppimisessa muodostetaan hakua oh-
jaavia ns.konfliktiklausuuleja, joilla eks-
plisiittisesti kielletään totuusarvoyhdistel-
miä, joiden on haun aikana todettu joh-
tavan totuusarvojakeluihin, jotka eivät
toteuta klausuulijoukkoa. Yksinkertainen
esimerkki tästä on, että valintojen joh-
taessa ristiriitaan voidaan käsiteltävään
klausuulijoukkoon lisätä tehtyjen valinto-
jen vastakohtaa esittäviä klausuuleja. Esi-
merkiksi jos valintojenx ← tosi, y ←
epätosi jälkeen voidaan yksinkertaista-
malla johtaa tyhjä klausuuli, pätee yleises-
ti, että klausuulijoukkoa ei toteuta mikään
totuusarvojakelu, jossa muuttujaanx sijoi-
tetaan arvotosi ja muuttujaany arvoepä-
tosi. Tästä voidaanoppiaklausuuli¬x∨y,
joka ilmaisee, että molempia valinnoista
x← tosi, y← epätosiei voida tehdä. Opit-
tu klausuuli voidaan nyt lisätä osaksi alku-
peräistä klausuulijoukkoa.

Oppimisen haasteena on löytäälyhyi-
tä (ja näin ollen hakua tehokkaasti rajaa-
via) konfliktiklausuuleja. Tässä mielessä
yllä kuvattu yksinkertainen oppimisidea ei
ole suoraan käyttökelpoinen. Käytännös-
sä tehokkaissa menetelmissä oppiminen
on yhdistetty ns.epäkronologiseen pe-
ruuttamiseen(nonchronological backtrac-
king), jossa valintoja peruutetaan (backt-
racking) monta kerrallaan. On osoitettu,
että konflikteihin perustuva oppiminen te-
hostaa — sekä käytännössä että teoreetti-
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sesti — toteutuvuustarkastusmenetelmää
huomattavasti.

Useissa tarkastimissa valintaheuris-
tiikka ottaa huomioon opitut klausuu-
lit. Seuraava, käytännössä toimiva, ns.
VSIDS-heuristiikka (variable state inde-
pendent decaying sum) on osana erityises-
ti rakenteisten ongelmien tapauksessa yh-
tä parhaista toteutuvuustarkastimista ni-
meltä zChaff [27]. VSIDS ylläpitää jo-
kaiselle literaalille l pistearvoa s(l) ja
laskuria c(l). Aluksi kaikille literaaleille
l asetetaanc(l) = 0. Ennen haun aloit-
tamistas(l):n arvoksi asetetaan literaalin
esiintymiskertojen määrä syötteenä saata-
vassa lausejoukossa. Opittaessa konflik-
tiklausuuli C korotetaan jokaisenC:n si-
sältämän literaalin arvoac(l) yhdellä. Li-
säksi määräajoin tehdään jokaisen literaa-
lin l osalta päivitys

s(l) := c(l)+
s(l)
2

; c(l) := 0.

Muuttujaa valittaessa VSIDS-heuristiikka
valitsee literaalinl , jolla arvos(l) on suu-
rin, ja asettaa literaalia vastaavalle muut-
tujalle arvon, joka toteuttaa literaalin.

Intuitiivinen oletus VSIDS-heuristii-
kan takana on, ettäuusimmat opitut
klausuulit ovat olennaisimpia. Tämä pyri-
tään ottamaan huomioon sillä, että literaa-
lien pistearvoa jaetaan määräajoin vakiol-
la, ja pistearvo kasvaa ainoastaan opittaes-
sa konfliktiklausuuli, jossa kyseinen lite-
raali on.

5 Tarkastusmenetelmien
arvioinnista

Eri menetelmien tehokkuusvertailu on
olennaista tehokkaita toteutuvuustarkas-
tusmenetelmiä kehitettäessä. Vertailua voi

tehdä jokoempiirisesti tai analyyttises-
ti. Näistä jälkimmäinen, matemaattista
pohjaa hyödyntävä keino voidaan edel-
leen jakaapahimman tapauksen analyy-
siin ja todistuskompleksisuustarkastelui-
hin. Huomattavaa on, että vertailumene-
telmät eivät suinkaan ole toisensa poissul-
kevia, vaan toisiaan tukevia, ja jokaisella
niistä on omat hyvät ja huonot puolensa.

5.1 Empiirinen arviointi

Tarkastusmenetelmien empiirisen arvioin-
nin osalta toteutuvuustarkastusyhteisö on
huomattavan organisoitunut. Tunnetusti
vaikeita, yleisesti käytössä olevia ns.
benchmark-tapauksiaon koottu yhteen2.
Tarve laajalle valikoimalle erityyppisiä
(satunnaisia, teollisuudesta kumpuavia,
jne.) ongelmia on selvä; yleisesti teho-
kas toteutuvuustarkastin on huomattavasti
hankalampi toteuttaa kuin vain tietynlaisia
tapauksia tehokkaasti ratkaiseva tarkastin.

Ongelma empiirisessä arvioinnissa
on benchmark-tapausten kattavuudessa ja
objektiivisuuden säilyttämisessä eri me-
netelmiä vertailtaessa. Empiiriset kokeet
ovat kuitenkin erittäin tärkeä osa käytän-
nön sovellutuksiin tähtäävää toteutuvuus-
tarkastustutkimusta.

5.2 Pahimman tapauksen
analyysi

Mielenkiinto toteutuvuustarkastusmene-
telmien pahimman tapauksen analyysia
kohtaan on kasvanut erityisesti viime vuo-
sien aikana, katso esimerkiksi [15]. Pa-
himman tapauksen analyysi on kuitenkin
useissa tapauksissa varsin haastavaa. Täl-
lä hetkellä parhaimman tunnetun täydel-
lisen menetelmän pahimman tapauksen
laskenta-aika on luokkaaO(1,3n), missän

2Katsohttp://www.satlib.org/.
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on tapauksen muuttujien määrä [15]. Eks-
ponentin kantaa on saatu tasaisesti pienen-
nettyä. Tällä rintamalla tutkimustyö on
aktiivista ja erityisesti teoreettisesta näkö-
kulmasta hyvin mielenkiintoista.

Analyysin luonteenomaisen haasta-
vuuden lisäksi ongelmana on, että tunne-
tusti pahimman tapauksen käyttäytymisel-
tään parhaimmat menetelmät ovat hanka-
lasti toteutettavissa. Usein hyvin optimoi-
tu DPLL-pohjainen menetelmä onkin em-
piirisesti tällaista menetelmää tehokkaam-
pi käytännössä. Pahimman tapauksen käy-
tös onkin usein varsin karkea vertailupa-
rametri käytännössä tehokkaille menetel-
mille.

5.3 Todistuskompleksisuus

Lauselogiikan lauseelle voidaan määrittää
ns. todistuskompleksisuus[8] jonkin tar-
kastusmenetelmän suhteen. Intuitiivisesti
todistuskompleksisuus on mitta pienim-
mälle askelmäärälle, jossa menetelmällä
on mahdollista osoittaa lause toteutuvak-
si tai toteutumattomaksi.

Todistuskompleksisuuskäsite mahdol-
listaa eri tarkastusmenetelmien teoreetti-
sen vertailun. Todistuskompleksisuuteen
pohjautuen voidaan sanoa, että menetelmä
M polynomisesti simuloi[13] menetelmää
M′, jos on olemassa polynomip(n) siten,
että jokaiselle lauseelleC pätee, että jos
C on mahdollista osoittaa toteutuvaksi (to-
teutumattomaksi) menetelmässäM′ askel-
määrällän, niin C on mahdollista osoit-
taa toteutuvaksi (toteutumattomaksi) me-
netelmässäM askelmäärälläp(n).

Erityisesti voidaan eräissä tapauksissa
osoittaa, että jollakin menetelmälläM ei
voida polynomisesti simuloida toista me-
netelmääM′. Tästä seuraa, että on tapauk-
sia, joilla menetelmäM′ on huomattavasti
tehokkaampi kuinM.

Todistuskompleksisuustarkastelu on
arviointimenetelmistä kenties matemaat-

tisin. Esimerkkinä klassisista tuloksista
mainittakoon Hakenin todistus [18], jos-
ta suoraan seuraa, että DPLL-menetelmä
on pohjimmiltaan eksponentiaaliaikai-
nen. On myös osoitettu [7], että DPLL-
menetelmä ilman oppimista ei kykene po-
lynomisesti simuloimaan oppimisella va-
rustettua DPLL-menetelmää.

6 Yleistyksistä

Tässä kappaleessa keskitytään toteutu-
vuustarkastusmenetelmien yleistyksiin,
jotka mahdollisesti lyövät itsensä läpi tu-
levaisuudessa. Eräs tutkimussuunta liit-
tyy toteutuvuusongelman esitysmuotoon;
kömpelön konjunktiivisen normaalimuo-
don käyttämisen sijaan voidaan käyttää
muun muassa ns.Boolen piirejä, jotka esi-
tellään seuraavassa. Toisena suuntauksena
mainitaan0–1-kokonaislukuoptimointi-ja
mallienlaskentaongelmientehokkaat to-
teutuvuustarkastukseen pohjautuvat rat-
kaisumenetelmät.

6.1 Esitysmuodosta

Konjunktiivinen normaalimuoto on var-
sin kömpelö, vaivalloisesti käytettävis-
sä oleva esitysmuoto monissa tapauk-
sissa. Esimerkiksi mallintarkastusongel-
man toteutuvuusongelmakuvaus tehdään
usein välimuotoisen esityksen kautta. Li-
säksi KNM:oon käännettäessä joudutaan
usein lisäämään ylimääräisiä muuttujia
käännöksen koon hallittavuuden takia;
ilman ylimääräisiä muuttujia käännök-
sen koko kasvaa pahimmassa tapauk-
sessa eksponentiaalisesti. Ylimääräisten
muuttujien esittely taas huonontaa DPLL-
pohjaisten toteutuvuustarkastimien pa-
himman tapauksen käyttäytymistä johtuen
käyttäytymisen eksponentiaalisesta riip-
puvuudesta muuttujien määrästä.
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Monissa tapauksissa tiivis, luonnol-
linen ja alkuperäisen ongelman raken-
teen säilyttävä kuvaus saadaan käyttämäl-
lä Boolen piirejä. Boolen piirit ovat suun-
nattuja, asyklisiä verkkoja, joiden solmu-
ja kutsutaanporteiksi. Portit voidaan jakaa
kolmeen joukkoon:tulosportteihin, vä-
liportteihin ja syöteportteihin. Jokaiseen
tulos- ja väliporttiin liittyy Boolen funk-
tio. Esimerkki Boolen piiristä on kuvassa
6. Kuvan piirissäv on tulosportti,c, d, e,
f , g, h väliportteja jaa, b syöteportteja.

or or or

and

or

not not

ba
c d

fe g h

v

Kuva 6: Esimerkki Boolen piiristä.

Piirin kaaret kuvaavat porttien funk-
tionaalista riippuvuutta toisistaan. Esimer-
kiksi kuvan 6 piirissä porttienb, c, f väli-
nen riippuvuus on muotoaf = or(b,c), ja
edelleen porttiena, c välillä on riippuvuus
c= not(a). Boolen piirien semantiikka on
ilmeinen: kiinnitettäessä totuusarvot syö-
teportteihin määrittyvät muiden porttien
totuusarvot yksikäsitteisesti.

Rajoitetussa Boolen piirissäsallitaan
piirin porttien totuusarvojen rajoittami-
nen. Esimerkiksi kuvan 6 piiriin voitaisiin
lisätä rajoite “porttiv on tosi”. Boolen pii-
rien toteutuvuusongelmassakysytään, on-
ko annetun rajoitetun Boolen piirin syöte-
porteille olemassa sellaista totuusarvoja-
kelua, joka toteuttaa piirin rajoitteet. Jos
tällainen totuusjakelu on olemassa, sano-
taan kyseistä piiriätoteutuvaksi, ja muul-
loin toteutumattomaksi.

Kuten lauselogiikan tapauksessa,
myös Boolen piirien toteutuvuusongel-
ma onNP-täydellinen. Esimerkiksi kuvan
6 piirille ei ole sen toteuttavaa totuusjake-

lua rajoitteella “porttiv on tosi”. Toisaalta
rajoitteilla “portti e on epätosi” ja “portti
g on tosi” totuusjakelu

{a← epätosi, b← epätosi}

toteuttaa piirin.
Erityisen mielenkiintoista on, että

DPLL-menetelmälle on määriteltävissä
vastine Boolen piireille, katso esimerkik-
si [22]. Lisäksi useat nykyisten tehok-
kaimpien DPLL-pohjaisten tarkastimien
käyttämät tekniikat ovat hyödynnettävis-
sä myös Boolen piirejä käsittelevässä vas-
tineessa [36]. Boolen piirien etu KNM-
esitykseen nähden on se, että piirien säi-
lyttämää alkuperäistä rakennetta voidaan
käyttää suoraan syötteestä lukien hyö-
dyksi haun aikana. Rakenteen säilyttä-
vien KNM-käännöksien aikaansaaminen
on haastavaa; katso esimerkiksi [30]. Boo-
len piireillä operoiviin DPLL:ään poh-
jautuviin menetelmiin keskittyvä tutki-
mus onkin tällä hetkellä suuren mielen-
kiinnon kohteena. Lisäksi Boolen pii-
rien rakenteellisuus antaa oivallisen poh-
jan muun muassa todistuskompleksisuus-
tarkasteluille [23].

6.2 Lineaarirajoitteista ja
mallienlaskennasta

Lineaariset 0–1-rajoitteetovat muotoa

∑
i

aixi ∼ b,

missä ai , b ovat kokonaislukuja,xi ∈
{0,1} ja “∼” ∈ { “=” , “<” , “≤” , “>” ,
“≥” }. Huomattavaa on, että mielivaltai-
nen klausuuli

x0∨x1∨·· ·∨xi ∨¬xi+1∨·· ·∨¬xn

voidaan esittää lineaarirajoitteena

x0 + . . .+xi +(1−xi+1)+ . . .+(1−xn)
≥ 1.



60 Lauselogiikan toteutuvuustarkastus

Yleisesti lineaariset 0–1-rajoitteet voi-
daan kuvata polynomisen kokoisena (mut-
ta suurena) klausuulijoukkona. Osa rajoit-
teista voidaan tosin usein kuvata tiiviisti ja
luonnollisesti klausuuleina. Tehokkaaksi
todettuja toteutuvuustarkastustekniikoita
onkin pyritty laajentamaan hyväksymään
myös lineaarisia 0–1-rajoitteita loogisten
rajoitteiden lisäksi. Ajatuksena on hyväk-
sikäyttää tehokkaita toteutuvuustarkastus-
menetelmiä klausuulimuotoisiin rajoittei-
siin ja samalla hyväksyä myös tiiviimpien
lineaaristen 0–1-rajoitteiden käyttö osa-
na ongelmakuvausta. On alustavaa näyt-
töä siitä, että tämä lähestymistapa on kil-
pailukykyinen tietyillä sovellutusalueilla
jopa kaupallisten huippuunsaviritettyjen
— ja huippukalliiden — lineaariepäyhtä-
löryhmien ratkaisimien3 kanssa [3]. Tä-
mänkaltaisia menetelmiä olisi mahdol-
lista soveltaa esimerkiksi bioinformatii-
kan alalta kumpuavien ongelmien, ku-
tenNP-täydellisenusean merkkijonon so-
vitusongelman(multiple sequence align-
ment) [31], ratkaisemiseen.

Mallienlaskentaongelmassa kysymys
on annetun toteutuvuusongelmatapauk-
sen mallienlukumääränmäärittämisestä.
Mallienlaskentaongelma on vaativuusteo-
reettisesti toteutuvuusongelmaa vaikeam-
pi, ns. #P-täydellinen [28]. On ilmisel-
vää, että toteutuvuustarkastumenetelmiä
voidaan käyttää suoraan hyväksi mal-
lienlaskentaongelmatapausten ratkaisemi-
sessa hakemalla yksinkertaisesti kaikki
ko. tapauksen mallit. Viimeisimpien pa-
rin vuoden aikana on herännyt kiin-
nostus yhä tehokkaampien mallienlas-
kentaongelmaratkaisimien kehittämiseen
pohjautuen toteutuvuustarkastusmenetel-
miin. Joitakin lupaavia tuloksia on jo esi-
tetty [33, 5]. Kiinnostus mallienlasken-
taongelman ratkaisumenetelmiä kohtaan

johtuu sen läheisestä suhteestaprobabilis-
tiseen päättelyyn[29].

7 Lopuksi

Lauselogiikan toteutuvuusongelma on yk-
si tutkituimmistaNP-täydellisistä ongel-
mista. Tähän teorian ja käytännön väli-
maastoon asettuvaan ongelmaan liittyvä
algoritmitutkimus on edistynyt huimasti
erityisesti viimeksi kuluneiden noin 10–
15 vuoden aikana. Toteutuvuustarkastimia
on viime vuosina käytetty laajalti erilais-
ten käytännön ongelmien ratkaisemisessa.
Tässä artikkelissa pyrittiin tuomaan esil-
le lauselogiikan toteutuvuustarkastuksen
perusperiaatteita sekä tutkimusongelmia,
keskittyen systemaattisiin tarkastusmene-
telmiin ja käytännöstä kumpuavien ongel-
mien ratkaisemiseen.

Toteutuvuustarkastukseen liittyvä tut-
kimusalue on — kenties yllättävänkin
— laaja. Tämä artikkeli käsitteli ai-
noastaan pientä, epätasapainoisesti valit-
tua osaa alueeseen liittyvistä tutkimuson-
gelmista (ja sitäkin hyvin pintapuolises-
ti). Käsittelyn ulkopuolelle jääneistä ai-
heista mainittakoon satunnaisiin toteutu-
vuusongelmatapauksiin liittyväfaasitran-
sitioilmiö [14], jolla on vahva kytken-
tä materiaalifysiikkaan, ja PSPACE-
täydellisen kvantifioidun toteutuvuuson-
gelman (QSAT) [28] ratkaiseminen, se-
kä stokastiset toteutuvuustarkastusmene-
telmät.

Pintapuolisen käsittelyn johdosta lu-
kijaa lämpimästi kehoitetaan tutustumaan
hänessä kiinnostusta herättäneisiin toteu-
tuvuustarkastuksen osa-alueisiin artikke-
lin viitteiden kautta.

3Esimerkiksi ILog CPLEX-ratkaisin.
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