B*-puut

Kerttu Pollari-Malmi

Tama monista on alunperin kirjoitettu syksyn 2005 kurssille osittain Luukkaishiyka-
sen vanhojen luentokalvojen pohjalta. Maaliskuussa 2010 pseudokitpslien muutettu
vastaamaan Cormenin kolmannen painoksen pseudokoodia.

1 Yleistd B-puusta

Bindarihakupuut toimivat hyvin keskusmuistissa Jos hakemisto on levymaidhiseiari-
hakupuu ei kuitenkaan ole hyva ratkaisu. Tama johtuu siitd, etta tiedon lukeleingta
on paljon hitaampaa kuin sen k&sitteleminen keskusmuistissa. Lisaksi salgvglakuun
kuluvasta ajasta kuluu oikean levyn kohdan hakemiseen. Kerralla hatétmragdara vai-
kuttaa hakuaikaan vahan, jos haetaan korkeintaan muutamia kilotavuja.

Sopiva hakupuurakenne levymuistiin BRpuu Siin& pyritaan puun korkeus ja levyhakujen
maara pitamaan pienena silla, etta jokaisella solmulla voi olla paljon (kymmenia tai)satoja
lapsia. Kaytannossa levymuistissa olevan B-puun korkeus on yleenisa. 2 ta

Talla kurssilla kasiteltavat B-puun versiot ovat vahan erilaisia kuin Coimrerassa esite-
tyt, joissa avaimia on tallennettu puun kaikkiin solmuihin. Talla kurssilla kasitellagnur
versioita, joissa kaikki rakenteen avaimet (joukon alkiot) ovat lehtisolmuisan ylem-
misséa solmuissa (sisasolmuissa)wiitta-arvoja. Ne ovat samantyyppisia arvoja kuin itse
avaimet, mutta eivat itse joukon alkioita. Niit& kdytetaan vain ohjaamaan avaimea jaak
muita operaatiota ylempana puussa.

Tallaisia B-puita kutsutaanBuiksi, joissakin lahteissa myos Buiksi. Kurssilla kasitel-
l&&n niitd Cormenin puiden sijasta, koska

e Kaytannossa B-puita kaytetaan paljon useammin kuin “tavallisia” B-puita.

e Operaatiot B -puussa ovat vahan yksinkertaisempia kuin “tavallisessa” B-puussa.

2 BT-puun rakenne

BT -puuT koostuu solmuista. Yksi solmuista on juurisolfuoot.

Jos solmw on sisasolmu, silla on seuraavat kentat:



e x.n solmuun talla hetkella tallennettujen viitta-arvojen lukumaara.

e Solmuun tallennetut viitta-arvot jarjestyksessa
X.router; < x.routerp < ... < X.routefy n

e X.|eaf, jonka arvo orFALSE kertomassa, ettéei ole lehtisolmu

e X.n+ 1 viitettdXx.c1,X.C2, X.C3, ..., X.Cxnr1 SOIMunx lapsisolmuihin.
Jos solmw on lehtisolmu, silla on seuraavat kentat:

e X.X solmuun télla hetkella tallennettujen avainarvojen lukumaara.

e Solmuun tallennetut avainarvot jarjestyksessa
x.key < xkey <...<xkey,

¢ x.leaf, jonka arvo ormrRUE kertomassa, ettéon lehtisolmu

Kun tarkastellaan sisésolmuaniin sen viitteillex.cq, X.Co, X.C3, . . ., X.-Cx ni1

patee seuraava ehto:

ki < x.router; < ko < x.router, < Kz... < ken < X.routeryn < Keni1

missak; on mikéd tahansa viitteexc; padssa olevassa alipuussa oleva avain tai viitta-arvo.
Sisdsolmun kaksi perakkaista viitta-arvoa antavat siis ala- ja ylarajan sillekeksuuria
avaimia niiden valissa olevan viitteen paassa olevassa alipuussa voi olla.

Esimerkki sisdsolmusta, jossa on 5 viitta-arvoa.

leaf n
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Yleensa solmua piirrettdessa kenttiexin ja x.leaf arvoja ei merkita:
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Lehtisolmut siséltavat ja leaf-kenttien lisaksi vain avaimia. (Kaytanndssa avaimen yhtey-
dessa voi olla alkion muiden kenttien arvoja tai viite paikkaan, johon muidettidemrvot
on tallennettu. Niitd ei ole mukana kuvissa yksinkertaisuuden vuoksi.)

leaf n
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Yleensé lehtisolmuakaan piirrettdesséa kenttigaleaf arvoja ei merkita:

19| 2123 24 2y 2944 45

B*-puun solmun koko valitaan yleensa siten, ettéa solmun koko (tavuina) onyayeey-

muistin levylohkon koko tai monikerta. N&in kokonainen solmu voidaan hakgéadeay-

tannossa lahes samassa ajassa kuin yksi binddrihakupuun solmu (jeslksskusmuistin
sijasta levymuistissa).

Tyypillisesti yhdessa solmussa on kymmenia tai satoja viitta-arvoja tai avainllaiséa
solmun kasittelyyn menee enemman aikaa kuin yhden pienen solmun kasittelyyn, mutta
solmun kasittelyaika on kuitenkin vain pieni osa siitd ajasta, joka kuluu solmwantiaken
kovalevylta.

Jos B"-puussa jokaisella solmulla on 100 lasta ja puun korkeus on 2, mahtuu pmikun
joona avainta. Mika tahansa néista avaimista voidaan saavuttaa silla, ettéavikb&diae-
taan yhteensé 3 solmua.

Esimerkki B"-puusta (piirustusteknisista syista solmun koko on paljon pienempi kuin mité
se on kaytannon B-puissa):
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3 BT-puun tasapainoehdot

Jos jokaisella B-puun solmulla on vain vahan lapsial Buusta tulee korkea ja kukin ope-
raatio vaatii paljon levyhakuja. Sama ongelma on silloin, jos joku polkepBun juuresta
lehteen on paljon pitempi kuin polut juuresta muihin lehtiin.

Kaytannossa ei kuitenkaan kannata vaatia sita, ettgpu@in jokainen solmu olisi aivan
tdynna. Tallaisen ehdon yllapitaminen vaatisi niin paljon ylimaaraista tyota, ettaadjms-
den tehokkuus karsisi.

B"-puun tasapainoehdot ovat seuraavat:

e Jokainen polku juuresta lehteen on yhté pitka.

¢ Jokainen solmu juurisolmua lukuunottamatta on vahintaan puolillaan.



Jalkimmainen tasapainoehto voidaan esittdé tarkemmin seuraavasti: Meskitabé sol-
mun X lasten lukumaaréaa, joson sisasolmu, ja solmux avainten lukumaaraa, joson
lehtisolmu. Olkoort > 2 kokonaislukuvakio, joka on maaratty puuta luodessa. Tallgin B
puun jokaiselle solmulle patee

e 1 <g(x) <2t josxon puun ainoa solmu.
e 2<g(X) < 2t, josxon puun juuri ja puussa on muitakin solmuja.

e t < g(x) < 2t, muuten.

Vakiot siis maaraytyy sen mukaan, mika on puun solmun maksimikoko: Solmulla on kor-
keintaan 2lasta tai avainta ja solmun lasten tai avainten minimimaari jos solmu ei ole
juurisolmu.

Kun B"-puu toteuttaa nama tasapainoehdot, voidaan osoittaa, effiuin korkeudelldn
patee
h<log;n

kun puussa om avainta. Tulos saadaan laskemalla solmujen maksimé&ara korkeudella O,
mista saadaan solmujen maksimimaara korkeudella 1 (koska tiedetdan, ettigaalse
mulla taytyy olla vahintaanlasta) ja niin edelleen. Puun korkeuddilpéatee, ettd solmujen
maksimimaara korkeudellaon korkeintaan yksi. Tasté voidaan johtaa ehto puun maksmi-
korkeudelle.

Siis myds B -puu on tasapainoinen. Logaritmin kantalukuna on kuitenkéika 2 kuten
bindarihakupuissa.

B*-puuta ei tasapainoteta kierroilla, vaan muuttamalla solmun lasten tai avainte@@maar
tasapainoehdoissa annetuissa rajoissa. Jos lisdys tai poisto johtaigirtashdon rikkou-
tumiseen jossain solmussa, solmu voidaan halkaista tai yhdistaa sisaruksesgmua ja

sen sisaruksen siséltda voidaan siirtdd naiden kahden solmun valilla niin seftaiteoeh-

dot saadaan voimaan.

4 Haku B'-puussa

Haku aloittaa juurisolmusta ja etenee jokaisessa solmussaraavasti:

e Josxei ole lehtisolmu, etsitdan solmun ensimmainen viitta-arkauter; joka on suu-
rempi tai yhtésuuri kuin haettava avdinTaman jalkeen jatketaan hakua solmusta,
johon viite x.¢; viittaa.

e Jos kaikki solmun viitta-arvot ovat pienempia kuin haettava akajatketaan hakua
solmun viimeisen viitteen paassa olevasta solmusta.

e Josx on lehtisolmu, tutkitaan, onko haettava avain tassa lehdessa.



Esimerkki hakuoperaatiosta (allekkain olevat kuvat kuvaavat tilannatta @ri vaiheissa)
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BTreeSearcHT,k)

1 x=T.root

2 while not x.leaf

3 i=1

4 while i < x.nand k > x.router
5 i=i+l

6 X =X.G

7 DiskRead(x)

8 i=1 /l ollaan lehtisolmussa
9 whilei < x.nandk > x.key

10 i=i+l

11if i < x.nandk = x.key,
12 return (X, i)
13 else return NIL



B*-puualgoritmeissa kannattaa merkita levylohkojen luvut keskusmuistiin ja kirgstuk
levylle, koska ne vievat yleensé paljon enemman aikaa kuin kaikki algoritnskuksenuis-
tissa suoritettavat operaatiot. Ylla esitetyssa hakualgoritmissa on oletettu! gitéB juu-

ri on valmiiksi keskusmuistissa (néin on usein kaytannossa). Jos juurisolole keskus-
muistissa, pitda algoritmin alkuun lisété sen lukeminen levylta.

4.1 Hakuoperaation aikavaatimus

Hakuoperaation aikana luetaan levyltd keskusmuistsolmua, miss& on puun korkeus.
Aikaisemmin todettiin, etté B-puillah = O(log, n), missén on puuhun tallennettujen avai-
mien maara. Jokaisessa solmussa suoritetaan keskusmuistissa periukidtzavaatii
ajanO(t). Talldin hakuoperaation kokonaisaikavaatimusQihlog; n).

Jos solmussa suoritetaan perékkaishaun sijaan bindérihaku, aikavesdmaasn hieman
paremmaksO(log,tlog, n). Kaytannodssa kuitenkin levyhakuihin kuluva aika méaaraé haun
suoritusajan, silla levyhakuun kuluva aika on selvasti suurempi kuinsgédsolmussa kes-
kusmuistissa suoritettavaan perakkaishakuun kuluva aika. UsejpuBoperaatioiden te-
hokkuudesta puhuttaessa lasketaankin vain levyoperaatioiden makagiyteuta varsinai-
sesta aikavaatimuksesta.

5 LisaysB™-puuhun

Avaimen lisdys B -puuhun aloitetaan etsimalla se lehtisolgjohon lisattava avain kuu-
luu. Taméa tehdaan kuten hakuoperaatio. Jos lI8ydetyssa lehtisolynossdaa, avain lisa-
taan solmuun eikd muita toimenpiteita tarvita.

Jos solmussygei ole tilaa lisattavalle avaimelle, se pitda halkaista:

e Varataan tilaa uudelle solmulie
e Solmuny ensimmaiset avainta jatetdan solmuuyn
e Solmuny viimeisett avainta siirretddn uuteen solmuzin

e Lisattava avain lisataan joko solmuyiai z. Solmu maaraytyy sen mukaan, kumpaan
solmuun uusi avain kuuluu suuruusjarjestyksen mukaisesti.

e Jotta my6hemmat operaatiot l6ytaisivat solmasiirretyt avaimet, pitag:n jazn
yhteiseen vanhempaanlisata viite ztaan ja sopiva viitta-arvg:n ja z.n viitteiden
valiin. Viitta-arvoksi sopii suurin solmuy avainarvoista.

¢ Jos solmuurx ei mahdu uutta viitetta ja viitta-arvoa, pitaa sekin halkaista. Pahimmil-
laan halkaisut jatkuvat juurisolmuun saakka.

Esimerkki lehtisolmun halkaisusta:



X X
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Sisadsolmussa on yksi viitta-arvo vahemman kuin viitteita. Sen vuoksi sisasbkthaisus-
sa halkaistavan solmun keskimmaiselle viitta-arvolle ei ole paikkaa kummassakaars-
sa. Se siirtyy halkaistavan sisasolmun vanhempaan erottamaan halkaissenalgynty-
neita kahta solmua.

Alla esimerkki tilanteesta, jossa solmuyhalutaan sijoittaa yksi uusi viite ja viitta-arvo 59.
(Viitta-arvo 59 lisatdan halkaisun tuloksena syntyneistéa solmuista vasenkas#&a, 59 on
suuruusjarjestyksesséa ennen halkaisukohdassa ollutta viitta-arvdastfayteen solmuun
olisi lisatty suurempi viitta-arvo kuin 67, olisi se lisétty oikeanpuoleiseen safmuu
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Jos halkaistavan sisasolmun vanhempi on tdynna, pitaa sekin halkaistdiljetiarsahtuisi
uusi viite ja viitta-arvo. Pahimmillaan halkaisut voi jatkua juureen asti.

Alla esimerkki tilanteesta, jossa arvon 59 lisédminen lehteen saa aikaan kadimams
halkaisun. (Kuvassa on vain osd fuusta. Jokaisen viitteen paassa on joku solmu, jolla voi
olla myds lapsia niin, etta polku juuresta kaikkiirr Buun lehtisolmuihin on yhté pitka.)



Lisaa 59
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Lisaysalgoritmin ajantarve o0(t - log:n), missa kerroir tulee avainten ja viitteiden tutki-
misesta siirtelystéd keskusmuistissa. Kaytanndssa suoritusajan maaraaikuaeykaku-
jen méara, joka o@(logn)

Esitetyssa algoritmissa tehdaan ensin lisays. Sen jalkeen mennéan takajsiinyjé@seh-
daan tarvittavat solmujen halkaisut. Voitaisiin menetella myds painvastoin: jo matkalla ju
resta lehteen halkaistaan varmuuden vuoksi kohdatut taydet solmut. TélEiavain mah-
tuu aina lehteen, eika enda tarvitse palata taaksepain. Nain polku juurdisalnetun pi-
taa kulkea vain yhteen kertaan, mutta toisaalta solmujen halkaisuja voidaantgkedmeian
turhaan.

6 Avaimen poisto

Avaimen poisto aloitetaan hakemalla se lehtisolmu, joka sisaltaa poistettavan avéaiken.
ka sama arvo olisi myds viitta-arvona ylempana puussa, riittda lehdessa alesianen
poisto. Ylemp&na olevaa viitta-arvoa tarvitaan poiston jalkeenkin ohjaamastettavan
avaimen kanssa samassa lehtisolmussa tai alipuussa sijaitseviin avaimiin koadiatuwy
ja ja muita operaatioita.

Koska yksi solmu siséltda useita avaimia, ei itse solmua tarvitse poistaa. Avaipois-
tetaan solmusta. Tarvittaessa solmussa olevia muita avaimia siirretdan solmun sigalla n
ettd ne ovat suuruusjarjestyksen mukaisilla paikoilla poiston jalkeenkin.

Jos lehtisolmuun jaa poiston jalkeen vahintd@wainta, ei muita toimenpiteita tarvita. Jos
avaimien maara solmussa olisi poiston jalkeerl, suoritetaan tasapainotus.

Tasapainotukseen otetaan mukaan liian vajaaksi jadneen sglsisarusz. Solmussg on
siist — 1 avainta. Jos solmusgan korkeintaar + 1 avainta, mahtuvatn ja zn avaimet
yhteen solmuun. Tall6in solmunavaimet siirretdén sen sisaruksgei®amalla poistetaan
solmujen yhteisestd vanhemmasta solmzwuiittaava viite sekd:n jazn viitteiden valissa
oleva viitta-arvo.
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Jos vanhemmallejaa allet lasta solmujely ja zyhdistamisen jalkeen, pitaa tasapainotusta
jatkaa solmust&, joka on siis sisdsolmulos sisasolmu yhdistetaan sisaruksensa kanssa,
niin néita kahta solmua vanhemmassa erottava viitta arvo “putoaa” yhdistnmy)lmuun
lapsi, niin se poistetaan. Seuraavassa esimerkissa lahdetaan suorlttaﬁapannmusta sen
jalkeen, kun kuvassa vasemmalla olevasta lehdesta on poistettu yksi ava@ssid on vain
osa B"-puusta. Jokaisen viitteen paassa on joku solmu, jolla voi olla myds lapsiattéin, e
polku juuresta kaikkiin B-puun lehtisolmuihin on yhta pitka.

506869 7]

Jos poiston jalkeen liian vajaaksi jadneessa lehtisolmyesd — 1 avainta ja sen sisaruk-
sessa vahintaan + 2 avainta, ei solmuja ja y voi yhdistaa, koska niiden avaimet eivat
mahdu samaan solmuun. Talldin solmujen siséltd jaetaan uudelleen naiden kahden
kesken niin, ettd kumpaankin solmuun tulee lahes yhta monta avainta:

Poista 53:
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Koska vanhemman lasten maara ei muuttunut, tasapainotus on valmis eika sité tar&is
jatkaa ylospain. Vanhemmassa pitaa kuitenkin paivittdd solmaijary viitteiden vélissa
olevaa viitta-arvoa.



Myds sisasolmujen sisaltdja voidaan joutua jakamaan solmujen valilla uudelleesgljos
mujen yhdistdminen alempana puussa on saanut aikaan sen, ettd sisdsolindllalasta

ja sen sisaruksella on vahintags 2 lasta. Talldinsolmuja erottava viitta-arvo sisarusten
vanhemmassa putoaa toiseen kasiteltdvista solmuista ja uudessa jaksalbtva viitta-

arvo nousee vanhempadBeuraavassa esimerkissa vasemmanpuolimmaiselle sisédsolmulle

on jaanyt vain yksi lapsi alempana tapahtuneen solmujen yhdistamisen takia:
60
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Poiston aikavaatimus on sama kuin lisdyksell&:

47)|85 — 13||75(| 83

¢ Kokonaisaikavaatimus oD(t - log, n)
e Ajantarpeen kaytanndssa ratkaiseva levyhakujen maaglog, n).
Myds poisto-operaatioiden yhteydessa tasapainotus on mahdollista yHubdtédainee-

seen: matkalla juuresta lehteen kohdatut puolillaan olevat solmut tasapancsetaruk-
sensa kanssa.



