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1 Johdanto

Tässä kirjoitelmassa tarkastellaan kahden satunnaismuuttujan riippumat-
tomuuden arvioimista ja siihen liittyvää otosvaativuutta.

Satunnaismuuttujien riippumattomuuden havaitseminen pienestä otok-
sesta on erittäin tärkeä kysymys data-analyysitehtävissä: Yhteistodennä-
köisyysjakauman arviointiin riittää olennaisesti pienempi otos, jos arvioi-
tava todennäköisyysjakauma on tulojakauma. Riippumattomuustestejä voi-
taneen käyttää myös esimerkiksi salaliittojen ja vihollisten paljastamiseen.

Käytännössä tässä kirjoitelmassa rajoitutaan tarkastelemaan (äärelli-
siä) multinomijakaumia. Merkitään X :llä satunnaismuuttujaa yli joukon
[n], Y :llä satunnaismuuttujaa yli joukon [m], ja kirjaimilla P , Q ja R toden-
näköisyysjakaumia yli joukon [n]× [m].

Luku 2 käsittelee satunnaismuuttujien riippumattomuuden testaami-
sen perusteita. Luvussa 3 käsitellään ominaisuuden testaamista. Luvussa
4 esitetään otostehokas ratkaisu satunnaismuuttujien riippumattomuuden
testaamiseksi tilastollisen etäisyyden mielessä.

2 Satunnaismuuttujien riippumattomuuden

testaaminen

Satunnaismuuttujien riippumattomuuden testaaminen on osa tilastotie-
teen yhtä keskeisimmistä osa-alueista: tilastollisia testejä. Tilastollisia tes-
tejä on lukematon määrä, mutta satunnaismuuttujien riippumattomuu-
den tapauksessa monet pelkistyvät empiirisen jakauman etäisyyden ar-
viointiin siitä saatavasta tulojakaumasta [7, 8, 9, 10].

Satunnaismuuttujien X ja Y riippumattomuuden testaamisessa pyri-
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tään selvittämään onko P (X = i, Y = j) (lähes) sama kuin

P (X = i)P (Y = j) =

∑
j∈[m]

P (X = i, Y = j)

∑
i∈[n]

P (X = i, Y = j)

 .

Ensimmäinen ja vielä nykyisinkin suosituin tapa riippumattomuuden
testaamiseksi on χ2-jakaumaan perustuva χ2-testi, jonka keksimistä aiem-
min tilastollinen testaus oli kokeiden perusteella piirrettyihin kuviin poh-
jautuvaa arvailua [7].

Satunnaismuuttujien X ja Y riippumattomuutta voidaan arvioida χ2-
testin avulla seuraavasti [7, 10]:

1. Poimitaan riippumattomasti riittävän suuri otos (tuntemattoman) ja-
kauman P mukaisesti jakautuneita pareja x1, . . . xk ∈ [n]× [m].

2. Lasketaan otoksen frekvensseistä #(i, j) todennäköisyysjakauman P
empiirinen arvio

P̂ (X = i, Y = j) =
#(i, j)

k
=

#(i, j)∑
(i,j)∈[n]×[m] #(i, j)

.

3. Lasketaan testisuureen V arvo

V =
∑

(i,j)∈[n]×[m]

(
P̂ (X = i, Y = j)− P̂ (X = i)P̂ (Y = j)

)2

P̂ (X = i)P̂ (Y = j)
,

joka on jakautunut likimäärin kuten χ2-jakauma (n − 1)(m − 1):llä
vapausasteella, jos satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia.

4. Satunnaismuuttujat ovat riippumattomia, jos χ2-jakauman määrää-
mä merkitsevyystaso (n−1)(m−1):llä vapausasteella pisteessä V on
liian pieni.

χ2-testin suurin heikkous satunnaismuuttujien riippumattomuuden tes-
taamisessa on siinä, että otoksen tulee olla kokoa Ω(nm) [7].
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Jakaumien etäisyysmittoja voidaan motivoida myös informaatioteoreet-
tisesti [4]. Informaatioteorian keskeinen käsite on entropia (entropy)

H(X) = −
∑
i∈[n]

P (X = i) logP (X = i),

joka intuitiivisesti kuvaa satunnaismuuttujan X informaatiosisältöä. (Ent-
ropia on pienimmillään, kun satunnaismuuttuja on tasaisesti jakautunut.)
Ehdollinen entropia

H(X|Y ) = −
∑

(i,j)∈[n]×[m]

P (X = i, Y = j) logP (X = i|Y = j)

kuvaa satunnaismuuttujan X sisältämää informaatiota, kun Y tunnetaan.
Todennäköisyysjakaumien välistä etäisyyttä mitataan usein suhteellisen

entropian (relative entropy)

D(R||Q) =
∑

(i,j)∈[n]×[m]

R(X = i, Y = j) log
R(X = i, Y = j)

Q(X = i, Y = j)

avulla. (On syytä huomata, että suhteellinen entropia ei ole symmetrinen.)
Kahden satunnaismuuttujan riippumattomuutta kuvaa suhteellisen ent-
ropian erikoistapaus: yhteinen informaatio (mutual information)

I(X;Y ) =
∑

(i,j)∈[n]×[m]

P (X = i, Y = j) log
P (X = i, Y = j)

P (X = i)P (Y = j)

=
∑

(i,j)∈[n]×[m]

P (X = i, Y = j) log
P (X = i|Y = j)

P (X = i)

= −
∑

(i,j)∈[n]×[m]

P (X = i, Y = j) logP (X = i) +

∑
(i,j)∈[n]×[m]

P (X = i, Y = j) logP (X = i|Y = j)

= −
∑
i∈[n]

P (X = i) logP (X = i) +

∑
(i,j)∈[n]×[m]

P (X = i, Y = j) logP (X = i|Y = j)

= H(X)−H(X|Y ) = H(Y )−H(Y |X).
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Yhteinen informaatio saadaan suhteellisesta entropiasta valitsemalla ja-
kaumaksi R yhteistodennäköisyysjakauma ja jakaumaksi Q tulojakauma.

Kolmannen, algoritmisen lähestymistavan jakaumien samankaltaisuu-
den tarkastelemiseksi tarjoaa Kolmogorov-kompleksisuus (Kolmogorov complexi-
ty) [8]. Jakauman P Kolmogorov-kompleksisuus K(P ) on pienimmän sen
tuottavan ohjelman pituus (jossain kiinnitetyssä koodauksessa). Ehdolli-
nen Kolmogorov-kompleksisuus K(R|Q) on pienimmän ohjelman pituus,
joka tuottaa jakaumanR annettuna jakaumaQ. Yhteistä informaatiota vas-
taava Kolmogorov-kompleksisuudesta nouseva etäisyysmitta olisi siis yh-
teistodennäköisyysjakauman ehdollinen Kolmogorov-kompleksisuus eh-
dolla tulojakauma. Kolmogorov-kompleksisuuden eräs suurimmista heik-
kouksista on se, ettei se ole yleisessä tapauksessa laskettava.

Tilastollisesti ja informaatioteoreettisesti motivoitujen etäisyysmittojen
lisäksi luonnollisen ryhmän muodostavat Lp-etäisyydet

Lp(x, y) =

∑
i∈[n]

|x− y|p
1/p

,

missä x ja y ovat avaruuden Rn pisteitä. Multinomijakaumathan voidaan
ajatella L1-etäisyyden mielessä origosta yhden päässä oleviksi pisteiksi.
Todennäköisyysjakaumien kannalta tärkeää L1-etäisyyttä kutsutaan myös
tilastolliseksi etäisyydeksi (statistical difference) [9]. Jakaumien samankaltai-
suutta voidaan arvioida siis monin tavoin. Jatkossa rajoitumme tarkastel-
maan vain tilastollista etäisyyttä.

3 Ominaisuuden testaaminen

Ominaisuuden testaamisessa (property testing) pyritään selvittämään (suurel-
la todennäköisyydellä), onko tarkasteltava olio kaukana (jonkin etäisyys-
mitan mielessä) kaikista niistä olioista, joilla on testattava ominaisuus [5].
Hieman tarkemmin ominaisuuden testaus on esitetty määritelmässä 1.
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Määritelmä 1 ([5]) OlkoonA algoritmi, joka saa syötteenään kokoparametrin n,
virheparametrin 0 < ε < 1, luotettavuusparametrin 0 < δ < 1/2, sekä mahdolli-
suuden poimia näytteitä jonkin tuntemattoman jakauman mukaisesti. Algoritmi
saa jonon (x1, f(x1)), (x2, f(x2)), . . . esimerkkejä, missä alkiot xi ∈ {0, 1}n on
valittu (tuntemattoman) jakauman P mukaisesti.

Funktio f on ε-lähellä funktioluokkaa Fn, jos on olemassa g ∈ Fn niin, että

P (x)[f(x) 6= g(x)] ≤ ε,

missä [·] on indikaattorifunktio. Muuten funktion f sanotaan olevan ε-kaukana
funktioluokasta Fn.

Algoritmi A on ominaisuuden testaava algoritmi funktioluokalle Fn, jos seu-
raavat ehdot pätevät:

• Jos f ∈ Fn, niinA hyväksyy funktion f vähintään todennäköisyydellä 1−δ.

• Jos f on ε-kaukana funktioluokasta Fn, niin A hylkää funktion f vähintään
todennäköisyydellä 1− δ.

AlgoritminA otosvaativuus on algoritmin tarkastelemien esimerkkien lukumäärä
syötteellä (n, ε, δ).

Tyypillinen muunnelma edellisestä on tilanne, jossa testausalgoritmi
saa kysyä mielivaltaisen alkion x arvoa f(x) sen sijaan, että saisi kysyes-
sään vain satunnaisen alkion x ja sen arvon f(x).

Ominaisuuden testaamisella on läheinen yhteys myös älykkäiden jär-
jestelmien teorialle tärkeään PAC-oppimisen malliin [1, 5]. PAC-oppimisal-
goritmi on seuraavia poikkeuksia lukuunottamatta samanlainen kuin tes-
tausalgoritmi:

• PAC-oppijalle luvataan, että tuntematon funktio f kuuluu luokkaan
Fn, ja

• PAC-oppijan pitää löytää funktio h, joka on ε-lähellä funktiota f .
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PAC-oppiminen on oikeaa (proper), jos h ∈ Fn. Ominaisuuden testaamisen
suhde PAC-oppimiseen on seuraavanlainen:

• ei ole vaikeampaa kuin oikea PAC-oppiminen,

• voi olla helpompaa kuin PAC-oppiminen ja

• voi olla vaikeampaa kuin PAC-oppiminen.

Ominaisuuden testaamista on sovellettu laajasti erilaisten kombinato-
risten olioiden, esimerkiksi k-väritettävien verkkojen, tunnistamiseen ja
ominaisuuden testaamisella onkin ollut keskeinen rooli esimerkiksi ap-
proksimointialgoritmien kehityksessä: Approksimoimattomuuden tarkas-
telussa keskeisen probabilistisesti tarkistettavien todistusten voidaan näh-
dä nousevan ominaisuuden testaamisesta [5, 11]. Myös approksimointite-
hokkaat satunnaisalgoritmit ovat saaneet vaikutteita ominaisuuden tes-
taamisesta. Onpa ominaisuuden testaamisen piirissä syntynyt uusi ap-
proksimointialgoritmien ryhmäkin: vakioaikaiset approksimointiskeemat
[5].

4 Riippumattomuuden testaaminen tehokkaasti

Artikkelissa [2] esitetään menetelmä kahden satunnaismuuttujan riippu-
mattomuuden testaamiseksi Õ

(
n2/3m1/3poly(ε−1)

)
1 kokoisen otoksen pe-

rusteella. Menetelmä hyväksyy riippumattoman jakauman suurella toden-
näköisyydellä ja hylkää riipumattomasta jakaumasta 7ε:in päässä olevan
jakauman suurella todennäköisyydellä. Koska menetelmä on varsin tek-
ninen, sen seikkaperäinen käsittely tässä kirjoitelmassa ei ole suotavaa.

1f = Õ(g), jos f = O(gpoly(log g)).
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Lyhyesti menetelmä toimii seuraavasti: Menetelmä arvioi jakaumia

P (X = i), i ∈ [n] ja

P (Y = j), j ∈ [m]

pienten otosten perusteella. Arvioiden avulla menetelmä osittaa joukot
[n] ja [m] polylogaritmiseen määrään joukkoja, joiden avulla riippumat-
tomuus testataan jakaumien

P (X = i), i ∈ [n] ja

P (Y = j), j ∈ [m]

arvioiden suosittamin menetelmin.
Artikkelissa [2] edellä kuvantun menetelmän osoitetaan olevan asymp-

toottisesti (logaritmisia tekijöitä lukuunottamatta) optimaalinen.
Yritetään katsoa menetelmää vielä hieman toisesta suunnasta. Olkoon

α =
(

2 + logm
logn

)
/3. Määritellään joukon [n] todennäköisten alkioiden jou-

kot

S ′ =
{
i ∈ [n] : P (X = i) ≥ n−α

}
ja

S ′′ =

{
i ∈ [n] : P (X = i) ≥ 1

2
n−α

}
.

Menetelmä on pääpiirteittäin seuraavanlainen:

1. Estimoidaan jakaumaa P (X = i), i ∈ S ′′ O(nαε−2 log n) kokoisen
otoksen perusteella virheellä ε/75 otoksesta estimoidulla empiirisel-
lä jakaumalla, jota merkitään P̃ :llä. Olkoon

S̃ =

{
i ∈ [n] : P̃ (X = i) ≥ 2

3
n−α

}
.

Tällöin S̃ ⊃ S ′ ja S̃ ∩ {i ∈ [n] : P (X = i) ≤ 1
2
n−α} = ∅.
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2. Estimoidaan onko P (X ∈ S̃) > ε/2 Õ(ε−1) kokoisen otoksen avulla.
Jos P (∈ S̃) > ε/2, niin estimoidaan jakaumaa

P (X = i, Y = i), S̃ × [m]

Õ(n2/3m1/3poly(ε−1)) kertaa O(ε−1 log(nm)) kokoisen otoksen avulla,
suoritetaan raskaiden alkioiden riippumattomuustesti ja hylätään ja-
kauma, jos raskaiden alkioiden testi hylkää sen.

3. Estimoidaan onko P (X ∈ [n] \ S̃) > ε/2 Õ(ε−1) kokoisen otoksen
avulla. Jos P (X ∈ [n] \ S̃) > ε/2, niin estimoidaan jakaumaa

P (X = i, Y = i), S̃ × [m]

Õ(n2/3m1/3poly(ε−1)) kertaa O(ε−1 log(nm)) kokoisen otoksen avulla,
suoritetaan keveiden alkioiden riippumattomuustesti ja hylätään ja-
kauma, jos keveiden alkioiden testi hylkää sen.

4. Jos joko P (X ∈ S̃) > ε/2 tai P (X ∈ [n] \ S̃) > ε/2, niin testataan
päteekö ∑

j∈[m]

∣∣∣PS̃(Y = j)− P[n]\S̃(Y = j)
∣∣∣ ≤ ε,

missä
PS(Y = j) =

∑
i∈S P (X = i, Y = j)∑

i∈S,j∈[m] P (X = i, Y = j)
.

Jakauma hylätään P , jos ja etäisyys on edellistä suurempi.

5. Hyväksytään jakauma, jos sitä ei ole vielä hylätty.

Edellä luonnosteltu testi nojautuu aiemmin julkaistuihin jakaumien sa-
mankaltaisuustesteihin [3, 6]. Niitä ei kuitenkaan esitellä tässä kirjoitel-
massa, sillä jo riippumattomuustestin korkean tason kuvaus ilman perus-
teluja osoittautui varsin tekniseksi.
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5 Loppusanat

Satunnaismuuttujien riippumattomuutta ja jakaumien samankaltaisuutta
voidaan arvioida monin tavoin.

Artikkelissa [2] kuvattu riippumattomuustesti on paras tunnettu ta-
pa riippumattomuuden arvioimiseen otosvaativuuden mielessä, mikä on
hieman yllättävää, sillä ominaisuuden testaamiseen läheisesti liittyvää PAC-
oppimisen mallia pidetty käytännössä käyttökelvottomana. Miksei hel-
pommista näkökulmista ole saavutettu pienempiä otosvaativuuksia? Tä-
mä ei voi johtua kysymyksen vähäpätöisyydestä. Näiden kysymysten poh-
timinen edellyttänee vähintään pääosin artikkelien luonnosteleman riip-
pumattomuustestin toiminnan ymmärtämistä [2, 3, 5, 6]. Valitettavasti tä-
mä kirjoitelma ei pysty tarjoamaan tätä ymmärrystä ainakaan riittävissä
määrin.

Yhteenvetona voidaan todeta, että ominaisuuden testaaminen näyttää
tarjoavan käyttökelpoinen näkökulman myös tilastolliseen testaamiseen.
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