e Muunna S sellaiseen muotoon S’ joka tarkoittaa muuten

samaa mutta jossa xzn on turha.
Ideasta algorltmlkS| e Eli sellaiseen muotoon ettd
(tai ainakin sinne pain)

o — aQ, 1 — a1, L2 = A2;...;TLp—-1 — Ap—1

on muunnetun epdyhtdloryhman S’ ratkaisu tidsmalleen silloin

Matti Nykanen . .
kun on olemassa sellainen an, € R ettad

4-. |Okakuuta 2002 xo = ao’$1 = al’qu = a2’ P ’mn_l — an_l’mn = an

on alkuperdisen epayhtadléryhman S ratkaisu.

e (Paljon yleisempi) ongelma ratkaistu (matemaattisessa
logiikassa) jo 1929. ..

|Symboliikkaa

e Muuttujat zq,z1,xo,. ..
e Tehtava ei ratkea pelkalla numeronmurskauksella:

e ... tulkitaan (tuntemattomiksi) reaaliluvuiksi R. Emme voi kdydd ldpi kaikkia mahdollisia ratkaisuvaihtoehtoja
ap;a1,a2,...,0p_1 € R
e Sydtteend annetaan ddrellinen epdyhtdloryhma ja etsid vastaavaa a, € R — vaihtoehtoja on Harettémisti, siis
) ) ) ) . |
S:xg Ro1 1 Ja g Rop zp Ja 1 Ripozp Ja ... jJa zp_1q R(p_1)n Tn lilkaa!

missé jokainen relaatio R;j on <, < (eli <), >, 2, =tai s
(eli #). e Mutta muuttujasymboleita z; ja niiden valisid

. e < . . relaatiosymboleita R;; onkin vain adrellinen maaral
Sovitaan vield: < on aina totta, L ei koskaan. 4 Rij
Lasketaan siis niilla.
e Olkoon z, (vaikkapa) viimeinen muuttuja joka mainitaan Variables won't: constants aren't. Anon.

epdyhtdléryhmadssa S.



Paattelya

e "Looginen"” pddattely on kouluesimerkki symboleilla

laskennasta.

Esimerkiksi transitiivinen paattely
jos z; é Tj ja Tj é T niin z; é T
voidaan lukea laskentasadantona:

"Jos muuttujien z; ja z; valissa on < ja muuttujien zj ja zy
vélissd myds <, niin voit laittaa muuttujien z; ja z valiin <.

Konjunktion ja sievennys jos z; < z; ja z; S z; niin z; < ;
on "sdilyta vdlissa vain yhteiset merkit” — leikkaus jos
yhdistelmdamerkit ovat alkeismerkkien joukkoja.

Suunnan vaihto jos z; 2 z; niin z; < z; on "kaddnnd nuolet”.
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Paattelyn oikeutuksesta

Miten symboleilla laskennan sadann6t oikeutetaan?

Ajatellaan symbolista dataa formaalina kielena jolla on
muoto-oppi (syntaksi) eli ulkoasu

merkitysoppi (semantiikka) eli mita muoto-opin mukaiset
véitelauseet tarkoittavat.

Merkitysoppi annetaan " algoritmisena” kaantajana
formaalin (ns. objekti- eli kohde)kielen véitelauseilta
sellaiseen (ns. meta)kieleen, jonka totuus "tunnetaan”.

P3sttelysddntd eli kuvaus S +— S’ on oikeutettu jos se ei
hukkaa totuutta: jos syotteen S merkitys on totta, niin myos
tuloksen S’ merkitys on totta.

'Logiikasta

Logic, n., The art of thinking and reasoning in strict accordance with the limitations
and incapacities of the human misunderstanding. Ambrose Bierce

Logiikka eli (i) oppi oikeasta p&éttelysta.

Koostuu
malliteoriasta eli merkitysopin teoriasta
todistusteoriasta eli pdadttelysadantdjen kdytdn teoriasta

laskettavuusteoriasta eli todistamisen mekanisoitavuuden
teoriasta.

Logiikoista

Teoreettinen tietojenkdsittelytiede syntyi 1930-luvun
jalkipuoliskolla laskettavuusteoriana.

Koneet tulivat noin 10v. myohemmin (osin samoilta
tekijoilta). ..

Ns. (ii) 1.kertaluvun predikaattilogiikka alkoi lukumaardasanojen
"kaikilla", "viidella",. . . logiikkana matematiikan tarpeisiin.

Uusia (iii) logiikkoja voi rakentaa mallintamaan muita
kiinnostavia vditteiden aiheita: aikaa, uskomuksia,. . .

Eri logiikat ovat tietojenkdsittelyssa(kin) tarkeitd: tekodly —
tietamyksen esittaminen; jarjestelmien ja ohjelmien verifiointi
— kdyttdytymisen esittaminen; . ..



Tihean reunapisteettoman jarjestyksen teoria Rajoitteiden levityssaannot|

Rajoitteiden levityksessa kdytetdan kaikkia sellaisia

e Alias Dense Linear Order (DLO). jos i Ra; ja «; S oy niin @ (R® S) oy

e 1. kertaluvun logiikan lausejoukko: e jotka ovat oikeutettuja pdattelysdaantoina
aitous Ve.—z < x
totaalisuus Ve,ye <yVe=yVy<zc
transitiivisuus Vr,y, 2.2 <yAy<z—z <z e joiden johtopddtos R® S on tiukin mahdollinen.
tiheys Ve,yrx <y —Jzzx<zAz<y
vasen ja oikea reunapisteettomyys Vz.dz.z < z ja Vz.dz.x < 2 ® H 1 ‘ < | _ ’ S ‘ < | > ’ < ‘ <
LI L]L]L[L]L]L
e Kielen3 puhuu (vain) jarjestyksests tiheissi joukoissa R, Q,. ... <L <[<|S|<|S|S]|S
=|Ll|<|[=|>|2|2|s]|Z
SIL{S|>|>|=|>|=|=
e Sallii kvanttorien poiston: jokaisella DLO-kaavalla ¢ on Slii<|s|=1s|2|=2 2
yhtapitava kvanttoriton vastine . z|L|=|2]|>|2|2|=|=
. , . . . . s|t|s|s|s|sS[s|3]|S
Ongelmamme onkin 3-kvanttorin poisto konjunktion edests. < =2 EE 2
> > > > |I>1>1>1>
9 11
Levita ja havita —|dea\ \Rajoitteiden Ievitysalgoritmi\

evitd ensin piilevit jirjestysrajoitteet (constraint) nikyviin: algoritmi kolmioi(z;, z;)

< . < levis t < . < - < for all muu muuttuja zp kuin z; tai z; do
ro > xp Ja xo = x1 leviaa muotoon zg > xp Ja rp = 331 laske uusi rajoite R;k _ Rik A (RU 2 Rjk);

1. Pajttele nykyisistd epdyhtilists jokin [seuraus). If uusi rajoite R, on aidosti tiukempi kuin vanha Ry, then
korvaa vanha rajoite R;; uudella R},;

2. Liitd ja sievenni nykyisiin epdyht&lsihin. kolmioi(z;, zy) rekursiivisesti
end if
3. Toista kunnes kaikki rajoitteet ndkyvissa. laske uusi rajoite R;cj = Ry; N (Rii ® Ryj);

if uusi rajoite R;cj on aidosti tiukempi kuin vanha Ry; then
korvaa vanha rajoite Ry; uudella Rfcj;
kolmioi(zy,z;) rekursiivisesti

Tama rajoitteenlevitysidea on yleinen tekoalyssa.

Avita sitten kaikki poistettavan muuttujan rajoitteet: end if
end for

xQ é To ja xzo é r1 ja g é x1 hdvidd muotoon zqg é xr].

Kaikki rajoitteet nakvissd, joten merkitys sdilyy. (Kukin Rpq vaihtaa suuntaa jos p > q.)
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|Algoritmin taydellisyys

|Algoritmin aikatarpeesta

Haluaisimme osoittaa:

e Pysdhtyy:
Rekursiokutsu kolmioi(z;, z;) tehddadn vain jos rajoite Ry Jos sijoitus
tiukentui aidosti. Lo =ap,;T1 =QA1,T2 = 02,...,Tp—1 = Ap_1
Rajoite R;; voi tiukentua vain 4 kertaa. ratkaisee tuloksena saadun epdyhtdloryhman S’ ne rajoitteet,
. . . joissa ei mainita muuttujaa z,, niin on olemassa sellainen a, € R
Yhdessd rekursiokutsussa tehddaan vain 2(n — 2) otts
silmukka-askelta.
g = ap,T1 — a1,T2 — A2;...,Tp—-1 — On—-1,Tn — On
e O(n3) silmukka-askeleessa: ratkaisee nekin rajoitteet, joissa mainitaan zy.

. . ) . n(n+1) e
Muuttujapareja z;, ¢y vain =5 erilaista. Silloin zn, ja sen rajoitteet ovat turhat.

Siis korkeintaan 4(n — 2)n(n 4+ 1) silmukka-askelta.
(Toinen suunta on triviaali.)
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'Yhtasuuruus
\Algorltmln oikeellisuus e Olkoot b1 < by < b3z <...<bpm € R ne lukuarvot, jotka
osaratkaisu antaa muuttujille zg,z1,z2,...,Zn_1:

opputuloksena saatu epayhtildoryhma S’ on yhtdpitdva sydtteens \ \ \ \
1netun S kanssa: by by b3z -

e Joka vaiheessa liitetadn oikeellisen pddttelysaannon .
johtopdé&tds oletuksinaan nykyinen (valivaiheen) g 1 T2 Tp-1 Tn
epayhtdlorynmia S”.

e Jos jokin lisdrajoite on z; = xn, niin on pakko valita

muuttujan z; lukuarvo b,.
e Siis liitettdvd on aina totta epdyhtdl6ryhmasss S”. ’ ‘
Tamada myos kay, silla ®-taulukon mukaan kaikilla muilla

muuttujilla on lisérajoite z; R zn, tasmalleen kun on
li epayhtdloryhmilld S ja S’ on samat ratkaisut. lisdrajoite z; R ;.

Siis muuttuja z; on alias muuttujalle zy.
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Aaripaat

e Sanotaan: rajoite z; R zn, on OK silloin kun joukkoina R C R;,.

e Jos lisdrajoite z; < zn, on OK

. . <
—eli Ry, on <, z; < oy, S tai Ti S Tn —

jokaiselle muulle muuttujalle z;, niin voidaan valita aidosti
pienempi lukuarvo kuin bq.

(Vasen reunapisteettomyys.)

e Samoin jos lisdrajoite x; > xn on OK, niin voidaan valita
aidosti suurempi lukuarvo kuin by,.

(Oikea reunapisteettomyys.)
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s lukuarvoilla by < by mutta z; > xn ei ole OK, niin z; < zn On
K.

Ikoon b; suurin tdllainen by:
jokin z; > xzn ei OK

Kukin o; < zn OK Kukin z; > zn, OK
¥
—— L —
by by bz -+ b1 by byyqp-- bm
ire

~.

o 1 T2 't Tp-1 In
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Apuviitteen todistus|

e Oletusta vastaavassa atomikaavassa on nuolenkadrki toisin

pdin, eli se on joko z; < zn tai sitten z; < z, — karjeton
x; = xpn Kasiteltiin edelld.

Samoin johtopadtoksen vastaoletus: atomikaava on z; > zp tai

T > zn.

e Polkukonsistenssi sisdltaad jarjestyksen transitiivisuuden, joten
mahdollisuus z; < z; poistuu.

e Mutta silloin by < by olisi mahdotonta.
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'Symmetrinen apuvaite
jokin z; < zn, ei OK
jokin z; >z, ei OK |
kukin z; < zn OK kukin z; > z, OK
\ 3 Lo \
Kukin z; <zn OK | Kukin z; > zn, OK
v \
| | | | | | } | | } | | | |
by b2 b3 -+ b1 by bgacc beo1 br bpgrer bm

:1;0 :1;1 :1;2 PPN

Valitaan valin ¥V = [b;, by] \ {bj41,...,br—1} # 0 sisdpiste (tiheys).

20



iljelld on endd sisdpisteetdn yksi6 V eli by = by.

akkovalinta b, kay jos ja vain jos z; = zn on OK Kkaikilla
uuttujilla z; joiden lukuarvo on b;.

e Ndiden joukossa on siis sekd sellaisia xz; joilla x; > xn ei ole OK
ettd sellaisia z; joilla z; < =z ei ole OK.

Toisaalta z; =z on OK joten epdyhtdloryhmadssd
on z; £ zp ja zn < Ty,
Q)

e Onko joukossa muita z; joilla z; < z; ja z; < xy on OK
®

mutta ;= Tn ei?
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'Huonot uutiset |

e Kylld on: patologisena esimerkkind olkoon (1) ja z; < zn!

e Vditdmme tdman olevan sama kuin z; < zy ilman
muuttujaa zn.

e Mutta todellisuudessa se onkin
— z; < xy Kun V on aito tai

— Ty =Ty ja Tj § z; kun ¥V on yksio.

e N&itd haaroja ei edes voi yhdistdd: R,; olisi vdlttdmattd <,
mutta mika olisi silloin R;;?

e Eli tamd ongelma ei voi ratketa pelkdlld rajoitteenlevityksella!
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Hyvat uutiset |

Umpikujan yksi erikoistapaus (1) poistuu uudella
rajoitteenlevityssaannolld:

jos (patologinen esimerkki) ja (f) niin z; < z;.
Tadssd sdadannodssd on 4 muuttujaa (eikd 3 kuten ®-sdanndissad).

Niista yksi on kuitenkin aina z,, joten sdadntd voidaan silti
lisata suoraan rajoitteenlevitysalgoritmiimme.

. . < - ..
Muut erikoistapaukset z; S zj Ja z; < zy sekd
< - < . G
T, S xjJa xSy johtavat samaan umpikujaan.

Siis paranneltu algoritmimme paddsi niin pitkélle kuin rajoitteita
levittdmalla voi.
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'Heuristiikka |

Jatketaan umpikujasta haarautumalla:
ngxjja on (:I:,L::I:Jja )tai (:L‘i<a,‘jja... )
Jatketaan rekursiivisesti kummassakin puoliskossa.

Hajoita ja hallitse!
Kaikki haarautuminen kelpaa, mutta mika olisi paras?
Vaikea sanoa: annetaan saannosto, joka pyrkii valitsemaan

edes hyvan.

Annetaan heuristiikka.
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. . < - .
e Jos on erikoistapaus z; < z; Ja z; < zy, niin
haaratumiskohdaksi R;;:

— Puoliskossa < soveltuu lisatty sdanto.
— Puoliskossa > on z; vdlin V (vasemmalla) ulkopuolella.

Silloin rekursio nayttda purevan tehokkaasti.
e Puruteho kasvaa jos valitaan vield kapea V ja suuri zj.

e Symmetrisesti toisessakin
erikoistapauksessa z; < z; ja x;

A

= Z;r-

e Vasta patologisessa erikoistapauksessa luovutetaan, ja jaetaan
kapea V.
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'Yhteenveto|

e Ndimme laskentaongelman

e joka ndytti numeeriselta

e mutta olikin symbolinen

e jopa looginen.

e Teimme sille algoritmin

e joka teki kaiken sen mihin pystyi.

e Siitd eteenpdin on kokeiltava jotakin aivan toista
|ahestymistapaa.
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