AARELLISTEN AUTOMAATTIEN MINIMOINTI

MIKKO KANGASMAKI

1. AARELLISET AUTOMAATIT

Adrellinen automaatti (DFA = deterministic finite automaton) on
viisikko (@, X, s, 6, F'), missa
(@ on aarellinen joukko tiloja
>’ on aarellinen kokoelma merkkeja, aakkosto
s € @ on aloitustila
0: X x Q — Q on surtymdafunktio, ja
F C @ on hyvaksyvien tilojen joukko.

1 0,1
start H 0,1
0

Esimerkki 1.1. 1
Kuvan aarellisen automaatin tilojen joukko on

{q07 q1, 42, Q3}

aakkosto {0, 1}, aloitustila go ja hyviksyvien tilojen joukko F' = {q1, ¢2}.

Siirtymafunktio on ikava kuvata sanallisesti, se on parhaiten ilmoitettu
kuviolla: Tilasta gy menee 1:11a otsikoitu nuoli ¢;:een ja 0:lla otsikoitu
nuoli ¢y:een, joten

0(1,q0) = q1 ja 6(0,9) = qo.

Koska kuva tdsmentaéd funktion o yksikasitteisesti, sen ilmoittaminen
missaan muussa muodossa on turhaa vaivannakoa.

Merkitaan aakkostosta ¥ muodostettuja darellisen mittaisia sanoja
>*. Tassa joukossa on mukana myos tyhja sana . Esimerkiksi aakkos-
tolla {0, 1} on

Y. =1{e,0,1,00,01, 10, 11,000,001, 010,011, 100, ...}

Automaatti kasittelee sanan w = wiwsy ... wp € X* siirtymalla ensin

aloitustilasta tilaan 6(wy, s), siitd tilaan §(ws, (w1, s)) ja siitd edelleen
1
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tilaan 0(ws, d(wsq, d(w1, s))) ja niin edelleen. Kun sydte loppuu, au-
tomaatti hyvaksyy sanan, jos se on hyvaksyvassa tilassa, ja hylkaa
muuten.’

Tama on jalleen selkeampi esimerkin kautta ajateltuna: Yllaolevalle
automaatille syote 01001 kulkee reittia

do — q2 — 42 — 43 — q3 — q3.

Automaatti hylkad sanan, koska se paatyy tilaan gs, joka ei ole hyvéiksyva.
Sanalle 0111 automaatti kulkee reittia

o —>q1 —q1—q1 —q1

ja hyvaksyy sen, koska ¢; on hyvaksyva tila.
Ajatellaan tastedes funktiota ¢ rekursiivisest laajennettuna joukkoon
>* siten, etta

S(wiws ... wy, q) := d(waws . .. wy, §(w1, q)).
Esimerkin automaatista huomaa pian, etta se hyvaksyy sanat
L :={1,01,001,0001, 00001, ...}.

Sanotaan, etta L on automaatin hyvaksyma kieli. Sita voidaan merkitéa
sddnnollisend lausekkeena 1 U (0%1).

Yleisemmin, jokaista aarellista automaattia vastaa saannollinen lauseke
ja jokaista saannollista lauseketta aarellinen automaatti. Tama voidaan
todistaa maarittelemalla ensin epadeterministinen aarellinen automaatti
(NDFA), jonka siirtyméfunktio ei madrda seuraavaa tilaa, vaan tilo-
jen joukon, josta automaatti voi valita. Saannolliselle lausekkeelle
voidaan rakentaa NDFA rekursiivisesti (ks. Sipser tai Hopcroft), mutta
tyypillisesti tallaiset NDFAt ovat tarpeettoman isoja. Téassa esimerkki
Hopcroftin NDFA:sta, joka tunnistaa saman kielen kuin esimerkkiau-
tomaattimme:

start

Jokaisesta NDFA:sta puolestaan voidaan tehdd DFA. Tyypillisesti
DFAn tilat ovat talloin NDFAn kaikkien tilojen osajoukkoja, joten ni-
iden maara kasvaa n:sta 2":aan.

Jos siis laittaisimme tietokoneen muuntamaan saannollisia lausekkeita
aarellisiksi automaateiksi Sipserin metodilla, saisimme esimerkin neli-
tilaisen automaatin sijasta 1024-tilaisen. Tama on jo sindnsa hyva
syy miettia, miten automaatteja voitaisiin minimoida, mutta toki se
on yleisemminkin tutkimisen arvoinen asia. Lisaksi kayttamamme

ITHssé w;:t ovat vksittaisia aakkosia. Jatdn tekstissd tallaiset asiat mainitse-
matta, jos lukijan voi olettaa tajuavan haetun merkityksen
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metodi on hyodyllinen muutenkin, esimerkiksi kahden automaatin os-
oittamisessa ekvivalenteiksi keskenaan.

Minimoinnissa on ajatuksena samaistaa tiloja, joista paadytaan samaan
lopputulokseen, riippumatta mika kasiteltdvan sanan loppuosa on. Kat-
sotaan ensin, mita samanlaisuus tassa tarkoittaa, sen jalkeen, millaisin
keinoin tilojen samankaltaisuus pystytdan loytamaan, ja lopuksi viela
algoritmin oikeellisuutta ja aikavaatimuksia.

2. TILOJEN EKVIVALENSSI
Méiritelmi 2.1. Adrellisen automaatin (Q, Y, s, 0, F) tilat ¢ ja p ovat
ekvivalentit keskenaan, jos

Vw € ¥ : 0(q,w) € F < d(p,w) € F.

Tilat siis ovat ekvivalentit, jos niista paadytaan jokaisella sanalla
molemmista joko hyviksyvaan tai hylkaavaan tilaan.

Jos tilat p ja q eivat ole ekvivalentit, on olemassa sana w € X*, joka
erottaa ne, eli tasan toinen tiloista §(w, p) ja d(w, q) on hyvaksyva.

Esimerkki 2.2. Jo kayttamassamme esimerkissamme mitkaan kaksi
tilaa eivat ole ekvivalentit keskenaan:

0,1

1
start H 0,1
0

1
Tassa on taulukko sanoista, jotka erottavat eri tilat toisistaan:
‘ o 91 42 43
Qo e € 0
¢ 1 ¢
a2 €

Taulukko on taytetty vain tarpeellisilta osiltaan, eivatka kaikki ko-
hdat ole yksikasitteisia. Esimerkiksi tilat ¢y ja g3 erottaa toisistaan
myo6s sana 1 tai 0000000001. Toisaalta tiloja ¢; ja g3 ei erota toisis-
taan mikaan muu sana kuin e, joka erottaa toisistaan hylkaavat ja
hyvaksyvat tilat.

Esimerkki 2.3. Tassa automaatissa tilat ¢ ja e ovat ekvivalentit:
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Miten tama nahdaan? Kaydéaan lapi kaikki mahdolliset sanat pituutensa
mukaan: Sana ¢ hyvaksytaan molemmista tiloista. Sanalla 0 paadytaan
molemmista sanoista tilaan ¢, joka hyvaksyy. Sanalla 1 paadytaan
molemmista sanoista tilaan f, joka hylkaa. Pidemmilla sanoilla mennaan
molemmista tiloista samoihin paikkoihin: 1:1l4 c:hen ja O:lla f:aan,
joten reitit ovat loppusanalle samat.

Myos b ja ¢, seka a ja d voidaan samantapaisella jarkeilylla osoit-
taa ekvivalenteiksi keskenaan. Koska ekvivalenssimme todella on ekvi-
valenssirelaatio (helppo harjoitustehtavi), b, ¢ ja e muodostavat yhden
ekvivalenssiluokan, ja a ja d toisen. Tila f ei ole ekvivalentti mink&an
muun tilan kanssa, b:sta, c:sta ja e:sta sen erottaa € ja a:sta ja d:sta 1.

Esimerkki 2.4. Huomaa, etta ekvivalenssi ei edellyta, etta molem-
mista tiloista paadytaan kaikilla sanoilla samaan tilaan. Tassa au-
tomaatissa tilat b ja d ovat ekvivalentit, mutta niista ei voida koskaan
paatya samaan tilaan:

G\ |

0,1

3. ALGORITMI EKVIVALENSSIEN LOYTAMISEKSI

On helppoa huomata, ettd kaksi tilaa eroavat toisistaan (eivat ole
ekvivalentit), mutta ekvivalenssin néyttdminen on hankalampaa. Seu-
raavassa algoritmissa on ajatuksena etsia toisistaan eroavia tiloja kunnes
se ei enda onnistu, ja taman jalkeen loput tilat ovat ekvivalentit keskenaan.

Esimerkki 3.1. Etsitaan tasta automattista keskenadan ekvivalentit
tilat:
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Aluksi piirretdan taulukko, jossa on kaikki tilaparit:

b X X X X
c X X X
d X X
e X
/

‘ a b ¢ d e

Taulukosta on rastittu yli toista kertaa esiintyvat tilaparit.
Sana ¢ erottaa hyvaksyvat tilat muista, joten merkitdan se taulukkoon
tilapareihin, joista tasan yksi hyvaksyy:

ble X X X X

c e X X X
d e ¢ X X
e|e e X
f e € €

‘ a b ¢ d e

Nyt aletaan kayda tyhjia ruutuja lapi yksi kerrallaan ja katsotaan,
paastaanko niista yhdella aakkosella jo eroavaksi merkittyyn tilapariin.
Jos paastaan, merkitaan ruutuun se aakkonen, jolla paastaan.

Tilaparista (a,d) paastdén 0:lla (d.a):han, jota ei ole vield merkitty.
1:114 padstddn pariin (b, e), jota sitdkddn ei ole merkitty, joten tdhén
ruutuun ei merkita ainakaan viela mitaan.

Seuraavasta tyhjista ruudusta (a.f) padstaan 0:lla (d, f):44n, jota ei
ole vield merkitty eroavaksi. Aakkosella 1 padstdan (b, f):44n, joka on
merkitty eroavaksi. Merkitadn se nain:

ble X X X X
cle X X X
d e ¢ X X
e|e e X
fll e ¢ €

‘ a b ¢ d e

Jatketaan tilaparien lapikayntia: (b, c):std, (b,e):std ja (e.c):std ei
padstd milldén aakkosella eroavaksi merkittyyn ruutuun. Parista (f,d)
sen sijaan paastaan 1:114 (f,e):hen, joka on merkitty eroavaksi, joten
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merkitdan ruudukkoon:

ble X X X X
cle X X X
d e ¢ X X
ele e X
fll e ¢ €

‘ a b ¢ d e

Nyt kaikki tilaparit on kayty kerran lapi, ja olemme ilmeisestikin
loytaneet kaikki sellaiset tilaparit, jotka enintaan yhden aakkosen mit-
tainen sana erottaa toisitaan.

Seuraavaksi kaydaan taulukko uudelleen lapi, niin kauan, kunnes
lapikaynnilld ei endd merkitd yhtaan tilaparia eroavaksi. Sen jalkeen
kaikki merkitsemattomat tilaparit ovat ekvivalentteja keskenaan.

Tassa esimerkkitapauksessa toinen lapikéaynti ei tee muutosta taulukkoon,
joten tilojen joukko @ jakautuu ekvivalenssiluokkiin {a, d}, {b, ¢, e}ja{f}.

Jokaisesta ekvivalenssiluokasta tulee uuden automaatin solmu. Aloi-
tustila on se, joka sisaltaa alkuperaisen aloitustilan. Hyvaksyvia ovat
ne, joiden sisaltaméat solmut ovat hyvaksyvia. Siirtymésdannoissa val-
itaan jokin ekvivalnssiluokan solmu, katsotaan, mihin siita siirryttiin
alkuperaisessa automaatissa, ja merkitaan uuteen siirtyma sen sisaltavaan

ekvivalenssiluokkaan:
0

start —( ad @ ! @:)071

Algoritmi pahkinankuoressa

-

e Tee taulukko, jossa on kaikki automaatin tilaparit.

e Merkitse e:1la tilaparit, joissa tasan yksi tila on hyvaksyva.

e Kéy taulukko lépi ja jokaisen merkitsemattéman tilaparin (p, q)
kohdalla:

— Jos tilaparista paastaan jollain aakkosella a € Y jo merkit-
tyyn tilapariin (§(a, p), d(a, ¢)), niin merkitse ruutuun (p, q)
merkki a.

e ..ja lopeta, kun taulukko on kayty lapi ensimmaisen kerran
ilman, etta yhtaan uutta tilaparia on merkitty,

4. ALGORITMIN AIKAVAATIVUUS JA OIKEELLISUUS

Solmupareja? on n(n—1)/2 = n? kappaletta, ja jokaisella kierroksella
vahintddn yksi merkitddn eroavaksi (tai muuten algoritmi pysahtyy),

250lmu = tila



AARELLISTEN AUTOMAATTIEN MINIMOINTI 7

joten parit kiydidn lipi enintdin n? kertaa. Aikavaativuudella on siis
ylaraja [X|n?.

Nettid selaillessani néin viitettivin aikavaatimukseksi O(n?), mutta
en missaan perusteita talle. Tama pitaisi kylla paikkansa, jos ei jokaista
tilaparia varten tarvitse tarkistaa ensin, onko se merkattu, eli jos vaikkapa
pidettaisiin ylla listaa merkitsemattomistéa pareista.

Algoritmi voidaan tehostaa O(n?)-aikaiseksi solmuparikohtaisilla lis-
toilla, joihin merkataan, mika solmu riippuu tésté parista. (Ks. Hopcroft
s. 70-1).

Liséksi on nopeampikin O(n log n)-aikainen algoritmi, josta enemméan
myohemmin.

Algoritmi toimii oikein:

(1) Jos kaksi solmua ovat ekvivalentit, niitd ei merkitd eroaviksi.
Tama on tdysin selvdd, silla kun solmupari (p,q) on merkitty
eroavaksi merkilld a, voidaan katsoa, mika merkki erottaa solmu-
parin (§(a,p),d(a,q)) ja niin edelleen, kunnes lopulta saadaan
sana, joka erottaa solmut p ja ¢ toisistaan.

(2) Jos kaksi solmua eroavat toisistaan, ne merkitiin eroaviksi.
Tama on selviaa samalla tavalla kuin edellinen. Oletetaan, etté
sana wiws . . . wy erottaa solmut p ja q. Merkitaan:

pi = 0(wiws ... w;, p)

ja q; vastaavasti. Tasan toinen tiloista py ja g hyvaksyy, joten
pariin (py, qx) on ruudukossa merkitty e.

Merkilld wy, padstadan tilaparista (pg_1,qr—1) tiloihin (pg, qx),
joten se on merkitty vastaavaan paikkaan taulukosta. Nain
jatketaan tilapareille (pg_2,qr—2), (Pk—3,qk—3) - .., kunnes lop-
ulta ruutuun (p, ¢) merkitdan wy.

(3) Uusi automaatti hyviksyy saman kielen kuin alkuperdinen eikd
uusien surtymasdaantojen tekeminen atheuta ristiriitoja.
Taménkin nikee helposti induktiivisesti: Aloitetaan tilasta ¢
sanalla w = wyws ... w. Tasta paadytaan hyvaksyvaan tilaan
jos ja vain jos tilasta ¢ := d(wy, qp) paddytéddn hyviksyvéiin
tilaan sanalla wows . .. wy. Se taas patee jos ja vain jos tilan ¢
kanssa ekvivalenteista tiloista p paastaan hyvakysvaan tilaan
sanalla wows . . . wy.

Vuorottelemalla talla tavalla ekvivalenssirelaatiota ja automaatissa
eteenpéin kulkemista huomataan, etta sanan hyvéaksymisen kannalta
uudet siirtyméasaannot eivat aiheuta ristiriitaa.

Saatu automaatti on myos pienin, joka tunnistaa saman kielen kuin
alkuperainen.

TobisTtus. Oletetaan, ettd algoritmi tuottaa automaatin M, jossa
on m tilaa. Olkoon N pienempi automaatti n:lla tilallaan, n < m.

Valitaan nyt jokaiselle M:n tilalle p sana w,, € ¥* siten, etta dps(w,, spr) =
p, eli sana jolla paastaan aloitustilasta tilaan p. Naita sanoja on m
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kappaletta, joten N paatyy ainakin kahdella naista sanoista samaan
tilaan:

In(wp, sN) = On(wy, sn) joillakin p, g € Q.

Nyt, koska tilat p ja q eivat ole ekvivalentit, on oltava jokin sana
v € X*, joka erottaa ne. Toisin sanoen, on oltava sana v € X* siten,
etta automaatti M hyvaksyy tasan toisen sanoista w,v ja w,v.

Automaatilla N puolestaan tamé ei ole mahdollista, silla jo sanojen
alkuosissa ollaan paadytty samaan tilaan. Automaatti N siis hyvaksyy
tai hylkad yhtéaikaa molemmat sanat w,v ja w,v, joten se tunnistaa
eri kielen kuin M.[J

5. HOPCROFTIN ALGORITMI

Hopcroftin artikkelissaan 1971 esittdma algoritmi toimii nopeammin
nlogn-ajassa. En puutu tassa sen oikeellisuuteen tai aikavaativuuteen,
mutta kerron lyhyesti, kuinka se toimii:

e Tee joukko S, johon laitetaan solmujoukkoja. Laita sinne joukot
FijaQ\F.
e Tee jono J, johon laitetaan solmujoukkoja. Laita sinne toinen
joukoista F' tai Q \ F.
e Niin kauan kuin jono J ei ole tyhja, tee:
— Ota jonosta J joukko A.
— Jokaiselle aakkoselle a € X, tee:
x Maarittele joukko B, niiden solmujen joukoksi, joista
siirrytdan aakkosella a joukkoon A:

B,:={q€Q:0(a,q) € A}.

x Jokaiselle X € S, jolle XN B, #0 ja X\ B, # 0
- poista X Joukosta S ja laita tilalle joukot X UB,
ja X\ B,.
- Jos X € J, korvaa se joukoilla X U B, ja X \ B,.
Muussa tapauksessa laita toinen naista joukoista
jonoon.

Algoritmi ei ole oikeasti niin hankala kuin milta se nayttaa. Suurin
vaikeus on viitsid lukea niin monta sisdkkéistd luuppia. Osa algor-
timista on lisaksi aika teknista tavaraa.

Ajatus lyhyesti on jakaa ensin kaikkien solmujen joukko () hyvéksyviin,
F, ja ei hyviksyviin, @ \ F. Sitten jakoa hienonnetaan etsiméalla
joukot, josta paastaan yhdella merkilla hyvéksyviin tiloihin. Sitten
jakoa hienonnetaan etsimalla joukot, joista paastdan yhdella merkilla
naihin tiloihin jne.

Pohjimmiltaan kyse on samasta ideasta kuin aiemmassa algoritmissa,
mutta vain toisella tavalla toteutettuna.
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