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Tiivistelma

Tyosséd kaydéaan lapi itsereplikoituvien ohjelmien toimintaa seké es-
itetédn ja todistetaan rekursiolause, jonka avulla miké tahansa Turingin
kone voi saada kéayttoonsd oman kuvauksensa. Liséksi tyossé todiste-
taan rekursiolauseen avulla muutamia ratkeamattomuustuloksia.

Johdanto

Rekursiolause on tirked matemaattinen tulos tietojenkésittelytieteessé, ja se
liittyy vahvasti mm. itsereplikoitumiseen. Voisi hyvin kuvitella, ettd kone jo-
ka luo toisia koneita on itse monimutkaisempi kuin koneet jotka se luo, kos-
ka senhén taytyy sisédltdd kuvaukset luomistaan koneista. Rekursiolauseen
avulla voidaan kuitenkin osoittaa, ettd miké tahansa kone pystyy myos rep-
likoimaan itsedén, eli se ei valttdmatta ole sen monimutkaisempi kuin sen lu-
omat koneet. Yksi konkreettinen rekursiolauseen sovellus on tietokonevirus,
ohjelma joka levittdd itseddn koneesta toiseen ja mahdollisesti tekee tuhoa.

Tyo6 seuraa suurilta osin Sipserin kirjan Introduction to the Theory of
Computation ([1]) lukua 6.1 (s. 221-228). Itsereplikoituvista ohjelmista, joi-
ta englanniksi kutsutaan nimelld quine, 10ytyy runsaasti esimerkkeja Inter-
netistéd ([2], [3]).



Itsereplikoituvan ohjelman olemassaolo

Itsereplikoituvalla ohjelmalla tarkoitetaan ohjelmaa, joka kdynnistyessaén tu-
lostaa oman kuvauksensa (eli ldhdekoodinsa) ja pyséhtyy. Esitdmme miten
itsereplikoituva ohjelma voidaan luoda Turingin koneen avulla; konstruktiota
soveltamalla voimme luoda itsereplikoituvan ohjelman milld tahansa Turing-
taydelliselld ohjelmointikielell.

Tavoitteenamme on siis luoda Turingin kone joka tulostaa oman kuvauk-
sensa kun se ajetaan. Kutsutaan tédtd konetta nimella SELF. Ideana on
luoda kone SELF kahdesta osasta A ja B, jotka ovat itsekin Turingin konei-
ta. Koneen A tehtédviné on tulostaa koneen B kuvaus ja toisinpéin. Tamén
toteuttamiseksi tarvitaan seuraavaa méaritelméa ja apulausetta:

Maaritelma 1. Olkoon w merkkijono. Turingin kone P, on kone, joka
palauttaa jonon w kaikilla syotteilla. Téssé jonon w palauttamisella tarkoite-
taan sitd, ettd koneen pysihtyesséd sen nauhalla on jono w.

Turingin koneesta P, 16ytyy siis sisddnohjelmoituna jono w. Seuraava
apulause sanoo, ettd pystymme aina luomaan koneen P,:

Apulause 2. Olkoon w mikd tahansa merkkijono. On olemassa Turingin
kone Q, joka sydtteelld w palauttaa kuvauksen koneesta P,,.
Todistus. [1, Lemma 6.1] Mééritelladan Turingin kone @) seuraavasti:

) = "Syotteelld w:

1. Luo seuraavanlainen Turingin kone P,:

P, = "Kaikilla syotteilla:

1. Poista syéte.
2. Tulosta jono w nauhalle ja pysdhdy.”

2. Palauta jono (P,).”
0

Saamme nyt helposti rakennettua koneen SELF ensimméisen osan:
médrittelemme A = Py, eli A on kone, joka kéynnistyessiin tulostaa ku-
vauksen koneesta B. Koska (B) on merkkijono, pystymme luomaan koneen
Ppy edeltdvin apulauseen avulla. Huomaamme, ettd koneen A mééritelmé
riippuu koneesta B, eli koneen A méaritelma ei ole valmis ennen kuin olemme
mééritelleet koneen B. Téten emme mydskiddn voi vain mééritelld B = Py,
silla tasté seuraisi kehdpédatelma.



Kone B méaritellaankin hieman eri tavalla: B laskee koneen A kuvauksen
saamastaan syotteestd. Formaalisti kone B mééaritelladn seuraavasti:

B = "Syo6tteelld (M), missé M on jokin Turingin kone:

1. Simuloi apulauseen 2 konetta @ syotteelld (M). Palautuu kuvaus (Py).
2. Yhdistd kuvaukset (Py) ja (M) yhdeksi Turingin koneeksi 7'.

3. Tulosta kuvaus koneesta 7" nauhalle.”

Katsotaan mitd tapahtuu, jos koneelle B annetaan syotteeksi sen oma
kuvaus (B):

1. B simuloi konetta @ syotteelld (B). Palautuu kuvaus (Pg)) = (A)!
2. B yhdistdé kuvaukset (A) ja (B) yhdeksi koneeksi AB.
3. B tulostaa kuvauksen (AB).

Téten, jos ajamme ensiksi koneen A, tulostaa se jonon (B) nauhalle. Kun
ajamme koneen B, katsoo se nauhaa ja saa sieltd syotteen (B), jolloin B
tulostaa kuvauksen (AB) nauhalle kuten ylla néhtiin. Koska muodostamme
koneen SELF koneista A = Py ja B, joista A ajetaan ensin, tulee SELF
tulostamaan oman kuvauksensa (SELF) = (AB).

Esimerkkeja itsereplikoituvista ohjelmista

Edellisen kappaleen koneen SFELF' rakennetta matkimalla voimme luoda it-
sereplikoituvan ohjelman milld tahansa Turing-tdydelliselld ohjelmointikielel-
la. Voimme myo6s antaa esimerkkeji itsereplikoituvista ohjelmista suomen
kielella. Talloin itsereplikoituvalla ohjelmalla tarkoitetaan suomen kielen
lausetta, joka ohjeistaa lukijaa kirjoittamaan lukemansa lauseen. Erés
esimerkki on seuraava:

Kirjoita tdmé lause.

Téllaista suoraa itseviittausta ei yleenséd ole mahdollista toteuttaa suoraan
ohjelmointikielissd. On toki mahdollista tehd& ohjelma joka lukee tiedostosta
oman ldhdekoodinsa, mutta pystymme myo6s luomaan itsereplikoituvan ohjel-
man joka ei tarvitse mitddn sydtettd. Suomen kielelld kone SELF' voidaan
toteuttaa seuraavasti:



0O Uik WN =

Kirjoita seuraava lause kahdesti, toisen kerran lainausmerkeissa:
"Kirjoita seuraava lause kahdesti, toisen kerran lainausmerkeissé:”

Téssé siis konetta B vastaa lause
Kirjoita seuraava lause kahdesti, toisen kerran lainausmerkeissas:

Kun koneelle B annetaan sen oma kuvaus ajamalla kone A, saadaan aikaiseksi
itsereplikoituva kone.
Alla on ldhdekoodi itsereplikoituvasta Java-ohjelmasta [2]:

public class Self {
public static void main(String [] args) {
char 1 = 34; // Lainausmerkki
String [] k = { // Kooditaulukko
"public class Self {7,
public static void main(String[] args) {”,

7 char 1 = 34; // Lainausmerkki”,
” String [] k = { // Kooditaulukko”,

7 37
” for (int i = 0; i < 4; i++) {7,
System.out.println (k[i]);”

)

” }”7

” for (int i = 0; i < k.length; i++) {”,

” System.out.println (k[4] + 1 + k[i] + 1 + 7 ,7);",
” }777

for (int 1 = 5; i < k.length; i++) {7,
System.out.println(k[i]);”,
” }777

for (int i = 0; 1 < 4; i++) {
System.out.println (k[i]);

for (int i = 0; i < k.length; i++) {
System.out.println (k[4] + 1 + k[i] + 1 + 7,7);

for (int i = 5; i < k.length; i++) {
System.out. println (k[i]);

}

Koko ohjelman ldhdekoodi sisdltyy rivilla 4 méériteltdvadn taulukkoon.
Taulukon sisélla ei toki neljinnen rivin jilkeen siséllytetd taulukkoa uud-
estaan, silld koko ohjelman koodihan on jo saatavilla. Riveilla 23-25 tuloste-
taan ohjelman neljé ensimmaéista rivid. Tamén jélkeen riveilla 26-28 tuloste-
taan koko ldhdekooditaulukko lainausmerkkien siséllda. Lopuksi riveilla 29-31
tulostetaan loput lahdekoodista, eli rivit mitka siséltavét for-loopit seké lop-
un kaarisulut.

Sivulta [3] 16ytyy runsaasti esimerkkejé itsereplikoituvista ohjelmista eri
ohjelmointikielilla.



Rekursiolause

Turingin kone voi rekursiolauseen avulla tehdéd omalla kuvauksellaan muu-
takin kuin tulostaa sen, esimerkiksi kiayttdd omaa kuvaustaan laskennassa.
Formaalisti rekursiolause on seuraava:

Lause 3. Olkoon T Turingin kone, joka saa syotteend kaksi aakkoston >*
merkkijonoa. Tdlloin on olemassa Turingin kone R, joka sydtteelli w € ¥,
missd w voi olla mikd tahansa aakkoston merkkijono, tekee samaa kuin kone
T sydtteelli (R, w).

Jos siis haluamme luoda koneen joka kiyttdd omaa kuvaustaan ajon aikana,
meidan pitdd ainoastaan luoda kone T, joka saa ylimééridisend syotteené
koneen kuvauksen. Rekursiolause antaa meille télléin koneen R, johon on
sisddnrakennettuna sen oma kuvaus (R) ja joka toimii kuten 7.

Todistus. [1, Thm 6.3] Rekursiolauseen todistus muistuttaa hyvin paljon
koneen SELF' rakennetta. Rakennamme Turingin koneen R kolmessa os-
assa A, B ja T, ja médrittelemme ensiksi A = P pr). Tt tarkoitusta varten
muutamme apulauseen 2 koneen () méiritelméd siten, ettd kone Py kir-
joittaa jonon (BT') saamansa syotteen perddn. Kun A on ajettu, nauhalla on
siis jono w(BT), missd w on koneen R saama sydte.

Kone B méaéritelldén jalleen koneeksi, joka simuloi konetta () saamallaan
syotteella. Kone @) palauttaa télléin jonon (Ppry) = (A). Téamén jélkeen
B yhdistda koneet A, B ja T yhdeksi koneeksi ABT = R, ja lopuksi B
yhdistééd koneen R ja jonon w jonoksi (R, w) ja pyséhtyy. Téten kun kone T
kdynnistyy, saa se syotteen (R, w). O

Voimme nyt luoda koneen S ELF' rekursiolauseen avulla méaérittelemalld
seuraavanlainen kone 7"

T = "Syétteelld (M, w):
1. Tulosta kuvaus (M) ja pysdhdy.”

Talloin rekursiolauseen nojalla 16ytyy kone R, joka toimii syotteelld w kuten
T toimii syotteelld (R, w), eli saamme seuraavanlaisen koneen:

R = "Syétteelld w:
1. Tulosta kuvaus (R) ja pysdhdy.”

Kone R siis tulostaa oman kuvauksensa.



Rekursiolauseen sovelluksia

Rekursiolausetta kdyttamélla voimme missé tahansa kohtaa Turingin koneen
kuvauksessa hankkia koneen oman kuvauksen ja laskea sillé, koska pystymme
aina muodostamaan rekursiolauseen vaatiman koneen 7' joka saa kuvauksen
syotteend. Téalla tavalla voimme todistaa tiettyja ratkeamattomuustuloksia
hyvin helposti.

Palautetaan mieleen ettd hyviksymisongelmassa kysytaian, onko olemas-
sa Turingin konetta H, joka pystyy syotteelld (M, w) sanomaan hyviksyyko
vai hylkéddko Turingin kone M sydtteen w. Hyviksymisongelman ratkeamat-
tomuus todistetaan yleenséd diagonaalimetodilla, mutta esitdmme nyt toisen-
laisen todistuksen rekursiolausetta kayttamaélla.

Lause 4. Hyvdksymisongelma on ratkeamaton.
Todistus. [1, Thm 6.5] Tehdéén vastaoletus, eli oletetaan, ettd Turingin kone
H ratkaisee hyviksymisongelman. Muodostetaan seuraavanlainen kone B:
B = "Syotteella w:
1. Hanki rekursiolauseen avulla oma kuvaus (B).
2. Simuloi konetta H syotteelld (B, w).
3. Jos H hyviksyy, hylkaa. Jos H hylkéa, hyvéksy.

Nyt kone B tekee milld tahansa syotteelld w péainvastaista kuin mitd H vait-
taa sen tekevén, eli H ei ratkaise hyviksymisongelmaa. O

Voimme siis ikddnkuin huijata konetta H vastaamaan vadrin, silla pddsemme
késiksi koneen B kuvaukseen sen ajon aikana. Esitetdédn selvennykseksi vield
rekursiolauseen vaatima kone 7', johon lauseen 4 todistus pohjautuu:

T = "Syétteelld (M, w):
1. Simuloi konetta H syotteella (M, w).
2. Jos H hyvéksyy, hylkda. Jos H hylkad, hyvéksy.”

Kasittelin kurssin toisessa tyossédni Kolmogorov-kompleksiteettia. Jonon
n Kolmogorov-kompleksiteetti méériteltiin jonon lyhimmén kuvauksen pitu-
udeksi, missé jonon n lyhin kuvaus on lyhin merkkijono (M, w) jolle pétee,
ettd Turingin kone M palauttaa jonon n syotteelld w. Tyossé esitin erdén
todistuksen sille, ettd Kolmogorov-kompleksiteettia ei voida yleisesti laskea.
Rekursiolauseen avulla saamme télle lyhyemmén todistuksen:



Lause 5. Mikddn algoritmi er pysty laskemaan Kolmogorov-kompleksiteettia
karkille merkkijonoille.

Todistus. Tehd&dan vastaoletus, eli oletetaan ettd kone K osaa laskea kaikkien
jonojen Kolmogorov-kompleksiteetin. Muodostetaan seuraavanlainen Turingin
kone N:

N = "Kaikilla syotteilla:

1. Hanki rekursiolauseen avulla oma kuvaus (V).

2. Kay lapi jonoja lyhimméstd alkaen kunnes 16ytyy jono w jolle pétee
ettd K(w) > |[(N)].

3. Palauta jono w.”

Kaikenpituisia tiivistyméttomié jonoja on olemassa [1, Thm 6.29], joten
kone N 16ytdd varmasti jonon w, jolle pitee K(w) > [(N)|. Jos annamme
koneelle N tyhjén syotteen, palauttaa se jonkin jonon w, eli jono (N) on
erds jonon w kuvaus. Tamé on ristiriita, silld jonon w lyhimmén kuvauksen
pituudelle K (w) pétee K(w) > |(N)]. O
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