Chomskyn hierarkia ja yhteysherkat kieliopit

Laskennan teorian opintopiiri

Tuomas Hakoniemi

21. helmikuuta 2014

Kasittelen tassa laskennan teorian opintopiirin harjoitustyossani muodol-
listen kielioppien Chomskyn hierarkiaa, sekd hieman tarkemmin eréstéd hie-
rarkian tasoa, yhteysherkkida kielioppeja. Hierarkia on nelitasoinen. Esittelen
tyossa hierarkian tasot sekd niitd vastaavat automaatit. Tarkoituksena on
antaa lyhyt yleiskatsaus, joten monet todistuksista sivuutetaan, silla etenkin
todistukset kielioppien ja automaattien ekvivalensseista ovat hyvin pitkia.
Kaikki todistukset ovat samankaltaisia. Ensindkin kutakin kielioppia koh-
den konstruoidaan automaatti, joka simuloi kieliopin lauseenmuodostusta.
Toisaalta kutakin automaattia kohden konstruoidaan kielioppi, joka simuloi
automaatin toimintaa. Todistukset on loydettévissd Hopcroftin ja Ullmanin
kirjasta [1].

1 Muodollinen kielioppi

Madritelldén ensin, mita tarkoitetaan muodollisella kieliopilla.
Maaritelma 1. Muodollinen kielioppi G on nelikko
G = (V.%,P.5),
missa
1. V on &érellinen epatyhja joukko vdlikkeitd;
2. Y on aarellinen epétyhja joukko pddtemerkkejd;,

3. P C (VUuX)yV(VuUX)* x (VU>X)* on &irellinen epatyhja joukko
produktiosddntoja tai produktiotas;

4. S €V on aloitusmerkksi.



5.VNE =0

Produktiolle («, 8) € P kiytetdaan merkintdd o — f.

Kukin muodollinen kielioppi méérittelee (tai tuottaa) muodollisen kielen.
Muodollisen kieliopin méarittdmén kielen merkkijonoja ovat ne pelkistéa paa-
temerkeistd koostuvat merkkijonot, jotka on muodostettavissa soveltamalla
aarellisen monta kertaa produktiosdantoja lahtien aloitusmerkistda. Produk-
tiota voidaan soveltaa merkkijonoon, jos produktion etujasen on merkkijonon
osajono. Téalloin soveltamisella tarkoitetaan kyseisen osajonon korvaamista
produktion takajisenelld. Seuraavat kaksi méaaritelméaé formalisoivat tdmaén.

Maaritelma 2. Olkoon «, 3,7v,6,w € (VUX)*, A €V ja fAy — w pro-
duktio. Sanotaan, ettd aSAvd tuottaa suoraan merkkijonon awd, merkitaén
afAyd = awd. Sanotaan, ettd merkkijono « tuottaa merkkijonon S, merki-
tiafin o = f3, jos on olemassa #drellinen jono merkkijonoja (8;)i<p s.e.

Oé:>50,(50:>517---75n71:>6

Maéritelma 3. Muodollisen kieliopin G tuottama kieli L(G) mééaritelldén
seuraavasti:

LG)={wex: S =uw}

2 Saannolliset kieliopit

Pienin Chomskyn hierarkian luokista on sddnndllisten kielioppien luokka.
Saannollisia kielioppeja on kahta muotoa, oikealle ja vasemalle lineaariset
kieliopit.

Maaritelma 4. Muodollinen kielioppi G on otkealle lineaarinen, jos sen
kaikki produktiot ovat muotoa

A— wBtal A — w,
missd A, B €V jaw € X*.

Vastaavasti G on vasemmalle lineaarinen, jos sen kaikki produktiot ovat muo-
toa

A — Bw tai A = w.

Muodollinen kielioppi G on sdadnndllinen, jos se on oikealle tai vasemmalle
lineaarinen. Saannollisen kieliopin tuottamaa kielté kutsutaan sdanndlliseks:

kieleksi.



Laskennan mallien kurssilla sdannolliseksi kieleksi kutsuttiin kieltd, jonka
jokin aarellinen automaatti tunnistaa. Kyseinen maéritelma ja juuri annettu
maéaaritelmé ovat yhtéapitavat.

Lause 5. Olkoon G sddnndéllinen kielioppi. Tdlloin on olemassa ddrellinen
automaatti, joka tunnistaa kielen L(G)

Lause 6. Olkoon L jonkin ddrellisen automaatin tunnistama kieli. Tdlloin
on olemassa sekd oikealle lineaarinen kielioppi G ettd vasemmalle lineaarinen

kielioppi G’ s.e. L(G) = L = L(G").

3 Yhteydettomat kieliopit

Chomskyn hierarkian seuraava taso on yhteydettomien kielioppien luokka.

Maaritelma 7. Muodollinen kielioppi G on yhteydetin jos sen kaikki pro-
duktiot ovat muotoa

A= w,

missi A e Vijawe (VUX)"
Yhteydettomén kieliopin tuottamaa kielta kutsutaan yhteydettomdks: kie-
leksi.

Selvasti jokainen sdannollinen kielioppi on my6s yhteydeton. Kéaénteinen
ei kuitenkaan pédde. Esimerkiksi kielelle L = {a™0™: n € N} on olemassa
yhteydeton kielioppi, mutta ei sdénnollisté kielioppia.

Yhteydettomille kieliopeille on olemassa seuraava normaalimuoto.

Lause 8. Olkoon L yhteydetin kieli, joka ei sisdlld tyhjad merkkijonoa. Til-
loin on olemassa yhteydeton kielioppi G, jonka kaikki produktiot ovat muotoa

A— BC tai A — a,

missd A,B,C €V jaa € X, s.e. L=L(G).

Sanotaan, ettd kielioppi G on Chomskyn normaalimuodossa. Jokainen
yhteydeton kielioppi on siis ekvivalentti Chomskyn normaalimuodossa olevan
kieliopin kanssa.

Seuraava lause on todistettu Laskennan mallien kurssilla.

Lause 9. Kieli L on yhteydeton jos ja vain jos jokin epddeterministinen
pinoautomaattt tunnistaa kielen.



4 Yhteysherkat kieliopit

Chomskyn hierarkian toiseksi laajin luokka on yhteysherkkien kielioppien
luokka.

Maaritelma 10. Muodollinen kielioppi on yhteysherkka, jos sen kaikilla
produktioilla

a— [

pétee |a| < |B|, missé |«| tarkoittaa merkkijonon « pituutta. Yhteysher-
kén kieliopin tuottamaa kieltd kutsutaan yhteyherkdiksi kieleksa.

Chomskyn normaalimuodon olemassaolosta ndhdéaén suoraan, ettd jokai-
nen yhteydeton kieli, joka ei sisélla tyhjad merkkijonoa, on my6s yhteysherk-
ki. Yllaolevalla méaritelmélla yhteysherkka kieli ei kuitenkaan voi sisaltaé
tyhjaa merkkijonoa. Talloin yhteydettomat kielet eivit olisi yhteysherkkien
kielien osajoukko. Témé puute voidaan korjata sallimalla tyhjéan merkkijonon
e lisdidminen yhteysherkkadn kieleen. Yhteysherkkda kielioppia muutetaan
talloin lisddmalla uusi alkumerkki Sy ja sille produktiot Sy — €|.S, missd S
on alkuperdinen alkumerkki (samanlainen muutos voidaan tehdd Chomskyn
normaalimuodon esitykseen). Nyt yhteydettomét kielet ovat yhteysherkkien
kielien osajoukko. Seuraava esimerkki osoittaa, ettd sisiltyvyys on aito.

Esimerkki 11. Kieli L = {a"b"c": n > 1} on yhteysherkkd, mutta tun-
netusti L ei ole yhteydeton. Seuraava yhteysherkka kielioppi tuottaa kielen
L.

1. S —aSBC
2. 8§ —=aBC
3. CB— BC
4. aB — ab

5. bB — bb

6. bC' — be

7. ¢cC = cc

Nimitysta yhteysherkka kielioppi selittdé seuraava normaalimuoto yhteys-
herkille kieliopeille. Normaalimuodossa « ja § muodostavat yhteyden tai kon-
tekstin, jossa produktiota voi soveltaa.



Lause 12. Olkoon L yhteysherkkd kieli, joka ei sisdlld tyhjda merkkijonoa.
Talldin on olemassa muodollinen kielioppt G, jonka kaikki produktiot ovat
muotoa

aAB — ayp,
missd o, B,y € (VUX)", v#eja AcV, s.e. L= L(G).

4.1 Lineaarisesti rajoitettu automaatti

Y14 on esitetty sadnnollisille ja yhteydettomille kielille tutut niita vastaavat
automaatit. Seuraavaksi esitellddn yhteydettomien kielien karakterisaatio au-
tomaattien avulla.

Maaritelma 13. Lineaarisesti rajoitettu automaatti on epadeterministinen
Turingin kone, joka tayttda seuraavat kaksi ehtoa.

1. Syoteaakkosto sisdltda kaksi erikoissymbolia, vasemman reunamerkin
X, sekd oikean reunamerkin Xg, X # Xg.

2. Lukupéa ei voi liikkkua X :n vasemmalle puolen tai X z:n oikealle puolen
eikéd kone voi kirjoittaa mitdan kyseisten merkkien paikalle.

Laskennan alussa nauhan sisdalto on X wXpg, missd w on syote.

Lineaarisesti rajoitettu automaatti on siis Turingin kone, jonka kaytetta-
vissé oleva nauha on rajoitettu nauhan osalle, joka laskennan alussa sisaltaé
syotteen sekd reunamerkit. Muuttamalla méadritelméa siten, ettd kaytetta-
visséa olevan nauhan osan pituus olisi sy6tteen pituuden suhteen lineaarinen,
saisimme mallin jonka laskennallinen kyky on yhtéldinen ylla annetun maé-
ritelmén kanssa. Tama selittdd nimen lineaarisesti rajoitettu automaatti.

Yhteysherkkia ovat tdsmaélleen ne kielet, jotka voidaan tunnistaa line-
aarisesti rajoitetulla automaatilla. Intuitiivisesti lineaarisesti rajoitettu au-
tomaatti tunnistaa yhteysherkén kielen, silla tarkistaakseen kuuluuko jokin
merkkijono kieleen simuloimalla kielen kielioppia, automaatti ei tarvitse nau-
haa enempéaé kuin merkkijonon pituuden verran. Téma johtuu yhteysherkéin
kielen kieliopin produktioiden muodosta - ei ole tilannetta, jossa kieleen kuu-
luva merkkijono voitaisiin johtaa vain sitd pidemmén merkkijono avulla.

Lause 14. Kieli L, joka ei sisdlld tyhjid merkkijonoa, on yhteysherkkd jos
ja vain jos jokin lineaarisesti rajoitettu automaatti tunnistaa kielen.



Yhteysherkkien kielien joukko on jo hyvin iso. Y14 on annettu yksinker-
taiset esimerkit kielisté, jotka eivét ole sdanndllisia tai yhteydettomia. Tél-
laisia simppeleitéd esimerkkejé ei-yhteysherkista kielista ei ole. Kaikki esimer-
kit ei-yhteysherkista kielistd perustuvat jonkunlaiselle diagonaaliargumentil-
le. Seuraavaksi osoitamme, ettd jokainen yhteysherkka kieli on rekursiivinen,
ja ettd on olemassa myos rekursiivinen kieli joka ei ole yhteysherkka.

Lause 15. Jokainen yhteysherkkd kieli on rekursitvinen.

Todistus. Olkoon L yhteysherkka kieli ja LB A lineaarisesti rajoitettu auto-
maatti, joka tunnistaa kielen L. Kaytdmme hyvéksi tietoa, ettéd lineaarisesti
rajoitetulla automaatilla voi kaytettavissa olevan nauhan aarellisen pituu-
den takia olla vain &darellisen monta eri konfiguraatiota. Olkoon k£ erilais-
ten konfiguraatioden lukumééra. Nyt voidaan muodostaa kaikilla syotteillé
pyséhtyva Turingin kone M, joka tunnistaa kielen L, siten ettd M simuloi
LBA:n laskentaa maksimissaan k + 1:n askeleen verran. M pyséahtyy ja hy-
vaksyy/hylkad, jos LB A pysahtyy ja hyviksyy/hylkdd, mutta jos laskenta on
jatkunut £+ 1 askeleen verran M pysahtyy ja hylkaa. Talloin tiedetdan, etta
jokin konfiguraatio on toistunut ja LBA on loopissa.

O

Sen todistamiseksi, ettd yhteysherkit kielet ovat rekursiivisten kielten
aito osajoukko, tarvitaan seuraava aputulos.

Lemma 16. Olkoon (M;);en numeroituva perhe kaikilla sydtteilld pysdahtyvid
Turingin koneita. Tdlloin on olemassa rekursiivinen kieli L, s.e L # L(M;)
katkilla © € N.

Todistus. Maédéritellddn kieli L C (0U 1)*, e ¢ L seuraavasti. Kaikilla w €
(0U1)*, w € L jos ja vain jos M; ei hyviksy syotettd w, missd w on i:n bindé-
riesitys. L on rekursiivinen, silli, annettuna epétyhja merkkijono w € (0U1)*,
voimme muodostaa koneen M;, ja tarkistaa hyviksyyko se merkkijonon. Nyt

kaikilla M;,i € N, L # L(M;). O
Korollaari 17. On olemassa rekursiivinen kieli, joka ei ole yhteysherkkd.

Todistus. Tama seuraa nyt siitd, ettd voimme numeroida yhteysherkét kie-
liopit, joiden padtemerkkien joukko on {0, 1}. ]

5 Rajoittamattomat kieliopit

Chomskyn hierarkian laajin luokka on rajoittamattomien kielioppien luokka.



Maaritelma 18. Rajoittamaton kielioppi on muodollinen kielioppi, jonka
produktiot voivat olla mitd muotoa tahansa.

Seuraavat kaksi lausetta osoittavat, etti rajoittamattomat kieliopit mé&a-
ravat tdsmalleen rekursiivisesti numeroituvien kielien joukon.

Lause 19. Olkoon G rajoittamaton kielioppi. Tdlldin on olemassa Turingin
kone M s.e. L(G) = L(M).

Lause 20. Olkoon M Turingin kone. Tdlloin on olemassa rajoittamaton

kielioppi G s.e. L(M) = L(G).
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