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3. Operaatiojono

TTPPPTLTMPP
indust-ry--
in---terest

4. Operaatioiden luettelo

industry d — € intery €—e
inustry u — € interey y — s
instry 5§ — € interes € —t
intry €E—e interest

2.2 Editointietaisyyden laskeminen

Madritellddn arvot d;;, 0 < i < m, 0 < j < n, seuraavalla palautuskaa-
valla:

dOO - Oa
do = i 1<i<m,
doj = Jj,1<j<mn, ja

dz’j = min{di_w_l + (if a; = bj then 0 else 1), di—l,j + ]_, di,j—l + ]_},
1<i<m,1 <7< n.

Lause 2.2.1 d;; = D(ay---a;,by---b;), kaikilla 0 < i < m, 0 < j < n.
Erityisesti d,,, = D(A, B).

Todistus. Induktio.
1. Alustus on oikein:

doo = D(E, E) = O,

div = D(ajaz---a;,€) =|(a1 — €)(ag — €)---(a; — €)| =1,
do; = D(E,blbz"'bj):‘(€—>b1)(5—>b2)"'(€_’bj)| =J.
2. Induktioaskel:

e Oletetaan, ettd dyj on oikein, kun i’ + j* < ¢ + j. Tarkastellaan
ajasg - -a;:n ja biby---bj:n viimeisten merkkien mahdollisia editointe-
ja. Tapauksia on kolme:
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(i) a; — b; (muutos tai tdsméys): Lyhimmén téllaisen editointijonon
pituus on d;_1 j_1 + (if a; = b; then 0 else 1).

(ii) a; — € ja b;j:hin kohdistuu muutos tai tdsméys: Lyhimmén téllai-
sen editointijonon pituus on d;_; ; + 1.

(iii) € — b; ja a;:hin kohdistuu muutos tai tdsméys: Lyhimmaén téllai-
sen editointijonon pituus on d; ;1 + 1.

e Tapausta, jossa samanaikaisesti a; — € ja € — 0b; ei tarvitse ottaa
huomioon, koska sen pituus on d;_1 ;1 +2 > d;_1 ;-1 + 1.

e Lyhin editointijono ajas - - - @; — byby - - - b; on pituudeltaan kohtien (i),
(ii) ja (iii) minimi, joten kaava pétee. O

Esimerkki 2.2.2 A = ballad, B = handball

d
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D(A, B) - dmn - d6,8 = 0.

Arvojen (d;;), 0 <7 <m, 0 < j < n, laskenta voidaan toteuttaa taulu-
kointina eli kdyttamalla ns. dynaamista ohjelmointia:

Algoritmi 2.2.3 D(A, B):n laskenta dynaamisella ohjelmoinnilla, perus-
Versio.

Syote: A =ajas---am, B=>biby---by,
Tuloste: Matriisi (d;;), 0 <i<m, 0<j<n,dy,, =D(A,B)

(1) fori:=0tomdodyp:=1i (*alustukset *)

(2) for j:=1tondody:=j

(3) for j:=1tondo

(4) for i :=1 to m do

(5) dij = min{di_u_l + (lf a; = bj then O else 1), di—l,j + 1, di,j—l + 1}

e Aijkavaatimus on ©(mn).
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e Suoraviivaisen ratkaisun tilavaatimus on ©(mn) (eli matriisin (d;;) vaa-
tima tila).

Tilavaatimus tarkemmin:

e d;;:t riippuvat toisistaan seuraavasti:

d

i-1,-1,
",

"
™

4

di,j—l » di,j

d

1-1

e Sarakkeen j arvojen d;;, 1 <17 < m, laskemiseksi riittdd tuntea edellisen
sarakkeen j — 1 arvot d; ;_1, 1 <14 < m. Alustuksen perusteella tiede-
taan dy; = 7, josta alaspain laskenta sujuu edellisen sarakkeen arvojen
avulla.

e Tarvitaan tyotilaksi taulu C[0...m] ja yksi apumuuttuja C, jotka esit-
tavit vuorossa olevan sarakkeen jo laskettua osaa ja edellisen sarakkeen
vield tarvittavaa osaa:

Cl]
d.
dO,j-l dO,j 04
c=d .. .|ld ..
di-l,j-l\ |d1-1,_] 1—1,]—1 1—],_]
d . ‘*d- ] — 1
10-17T7* M1 dl’-"
dirjg iy 1+1-
d .
dm,j—l | m,-1

e (C[0...7i— 1] on sarakkeen j jo laskettu osuus.

e Cja Cli...m] muodostavat sarakkeen j — 1 vield tarvittavan osuuden.
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Algoritmi 2.2.4 D(A, B):n laskenta tilassa ©(m).

Syote: A =ajas - am, B=">biby---by,
Tuloste: d,,, = D(A, B)
Huom. Kaikki matriisin (d;;) alkiot lasketaan, mutta niité ei talleteta.
(1) fori:=0tomdo C[i] =1 (* alustus j = 0%)
(2) for j:=1tondo
(3) C:=C[0];C[0] ;=7 (* alustus (i = 0) *)
(4) for i :=1 to m do
(* invariantti: C' = di—l,j—l; C[Z — 1] = di—l,j; C[Z] = d@j_l *)

(5) tmp := min(C + (if a; = b; then 0 else 1), C[i — 1] + 1, C[i] + 1)
(6) C = CJi (* d; j—1 talteen *)

(7) Cli] :=tmp

(8) write C[m]

o Aikavaatimus on ©(mn), koska C[0...m] tdytetddn n kertaa. Tilavaa-
timus on O(m).

e Huomaa, ettid koska D(A, B) = D(B, A), voidaan Alg. 2.2.4:ssa aina
valita jonoksi A lyhyempi verrattavista jonoista, joten m < n pitee
aina.

Editointietidisyyttd vastaavan operaatiojonon jaljittami-
nen

e Kuten yleensikin dynaamisessa ohjelmoinnissa, voidaan haetun opti-

miratkaisun (téssd: d,,,) antavat alkeisaskeleet (téssd: editointioperaa-

tiot) selvittda jélkikdteen, kun tulos on laskettu. Tuloksesta d,,, peruu-

tetaan kohti alkupistetta dyg ja tutkitaan mita reittia pitkin minimointi
eteni (d;;):ss4.

e Téamén helpottamiseksi voidaan d;;:hin liittaa tieto siita, mista alkiosta
(di—l,j—la di—l,j tai dz‘,j—l) sithen paastun minimoinnissa. Alkion dij arvo
on yksi tai useampi seuraavista:

(1) di—1,j—1 + (if a; = b; then 0 else 1)
3) dij1+1

e Vastaavat operaatiot ovat
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(1) muutos tai tdsméys: a; — b;,

(2) poisto: a; — € ja

(3) lisdys: € — b;.

e Ratkaisun jiljittdminen:

33

1. Kun d;; on laskettu (Algoritmissa 2.2.3), talleta kaikilla ¢, j joukkoon

predij

— alkio (1 — 1,7 — 1), jos (1) pétee,

— alkio (¢ — 1, ), jos (2) pétee, ja

— alkio (2,7 — 1), jos (3) pétee.

2. Kun d,,, on laskettu, seuraa pred-linkkeja dgy:aan.

Esimerkki 2.2.5

d h

a n d b a | 1

S S S S S

o~
Oy LA Lo A
— Qﬁ;:’k*’ Lo—

<=1<=2<3<4—5—06—T—8

Léydetaan 7 ratkaisua (polkua dy,,:sti dyp:aan), esim.:

LLLLTTTTPP
----ballad
handball--

MTLMMTLM MTMMLTML
ba-1la-d ball-ad-
handball handball

e Ratkaisuja voi olla siis useita. Sovelluksesta riipuen niilld saattaa viela

olla jokin arvojérjestys.

o Koska Alg. 2.2.4 ei talleta matriisia (d;;), sitd kiytettdessd ratkaisua ei

voida jéljittaa. Usein kuitenkin pelkkd d,,,-arvo riittéa.
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2.3 Hahmon likimaariisten esiintymien etsimi-
nen

G. Navarro. A guided tour to approximate string
matching. ACM Computing Surveys 33(1):31 88,
2001.

e Olkoon S = 51898, € X* teksti ja P = pipa- - pm € X* hahmo.

e Olkoon £ jokin kokonaisluku, 0 < k& < m.

Maééritelma 2.3.1 Hahmon P likimddriinen esiintymé k virheelld (k diffe-
rences) on tekstin S osajono X, jolla D(P, X) < k.

e Kiytdnndssd usein halutaan vain kaikki esiintymien loppukohdat. Ku-
hunkin loppukohtaan voi padttyd useita esiintymia.

2.3.1 Dynaaminen ohjelmointi

Maaritelldan arvot g;;, 0 <7 <m,0 < j < n, seuraavasti:

9o; = Oa 0 S ] S n,
gio = i7 1 S l S m, ja
gij = min{g;_1j-1+ (if p; = s; then O else 1),¢;—1;+ 1, ;-1 + 1},
1<i<m,1<j<n.
Lause 2.3.2 ¢;; = min{D(py---pi,s¢---s;) | 1 <€ < j+ 1}, kaikilla 0 <

1 <m, 0 <35 <n. Erityisesti j on esuintymdn loppukohta, jos ja vain jos
9mj S k.

Todistus. Induktio.
1. Alustus on oikein:

GJoo = D(Ea 6) = Oa
ng = D(E, 8j+1 s Sj) = D(E, E) = 0,

2. Induktioaskel: Kuten lauseessa 2.2.1. O
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9ij r e m a ¢c h i1 n e
0 0 0000 OO0 0O
N
m(| 1l 1 1 0 1 1 1 1 1 1
N
a|2 2 2 1 01 2 2 2 2
\
t |3 3 3 2 1\1 2 3 3 3
c |4 4 4 3 2 1\2 3 4 4
h |5 5 5 4 3 2 1 2 3 4

Algoritmi 2.3.3 Likimddardinen hahmon sovitus, k virhettd

Syote: P, S, k.
Tuloste: P:n likim&aréiset esiintymékohdat k virheelld S:sséd

(1) fori=0tomdo gj:=1

(2) for j=1tondo

(3) goj =0

(4) for i := 1 to m do

(5) gij = min{g;—1 1+ (if p; = s; then O else 1), gi_1; + 1, gij—1 + 1}
(6) if g <k then write(j)

e Algoritmin 2.3.3 aikavaatimus on O(mn) ja tilavaatimus O(mn).

e Tilavaatimus voidaan pienentdd O(m):44n pitamalld vain yksi sarake
muistissa kuten algoritmissa 2.2.4.

Lause 2.3.4 Likimddrdisen hahmonsovitus k wvirheelld -ongelma wvoidaan
ratkaista Algoritmilla 2.5.3 ajassa O(mn) ja tilassa O(m).

Algoritmi voidaan muuttaa tulostamaan kullekin loppukohdalle myds sii-
hen paittyvin esiintymén alkukohta samassa ajassa ja tilassa.

e Jos g;j = d, niin D(py---p;,s¢---s;) = d jollakin ¢ = ¢;;. Talletetaan
ti; yhdessd g;;:n kanssa.

e ¢;; on helppo laskea minimoinnin yhteydessa. Esimerkiksi, jos g;; =
Gij—1 + 1, niin tzy = ti,j—l-

e Kaikkia esiintymié ei kuitenkaan néin loydeta. Ensinnakin, ¢;; ei ole
valttamatta yksikasitteinen. Toiseksi, jos gn; < d < k, algoritmi ei 16y-
da j:hin padttyvii esiintymid, joiden editointietdisyys hahmosta on d.



36 LUKU 2. LIKIMAARAINEN HAHMONSOVITUS

2.3.2 Rajoitettu dynaaminen ohjelmointi

E. Ukkonen: Finding approximate pattern in
strings. J. Algorithms 6:132-137, 1985.

e Matriisin (g;;) rakenteessa on sddnnénmukaisuus, joka johtaa perusal-
goritmeja tehokkaampaan ratkaisuun.

e Matriisin (g;;) ldvistdjddin k, —m < k < n, kuuluvat ne alkiot g;; joilla

j—i=k.

Gij r e m a c h i1 n e

0 0 0 00 0 0 0 0 O

N
m(|1 1 1 0 1 1 1 1 1 1
N

a|2 2 2 1 0 1\2 2 2 2
t |3 3 3 2 1 1 2\3 3 3
c |4 4 4 3 2 1 2 3\4 4
h|(5 5 5 4 3 2 1 2 3 4

e Matriisin (g,;) alkioiden arvot voivat ainoastaan pysyd ennallaan tai
kasvaa, kun edetddn jotakin livistdjaa pitkin. Kun arvo kasvaa, lisiys
on aina yksi.

e Editointietdisyyden laskemisessa kiytettavilla matriisilla (d;;) on sama
ominaisuus.

Lemma 2.3.5 Jokaisella g;;, 1 <1 < m, 1 < j < n:gj = gi—1,-1 tai
Gij = Gi—1,j—1 + 1. (Huomaa, etti g;; ja gi—1 j—1 ovat samalla ldvistdjdlld.)

Todistus. Koska g;; on kokonaisluku, ja koska méaritelmidn mukaan g¢;; <
gi—1,j—1 + 1, riittad osoittaa, etta

Ji-1j-1 < Gij-

Tama todistetaan induktiolla ¢ + j:n suhteen.
Ainakin yksi seuraavista pitee:

(a) gij = gi—1,j—1 + (if p; = s; then 0 else 1). Télléin g;; > gi—1,j-1-

(b) i =1. Tallsin go -1 = 0 < gu;.
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(c) i >1jag;j = ¢gi—1,; + 1. Talloin pitee

9ii=9i-1;t12>2gi2;1+1>gi-1;1

induktio-oletuksen (ensimméinen >) ja mééritelmén (toinen >) nojal-
la. Huomaa, ettd induktio-oletusta voitiin kiyttia, koska ¢ > 1.

(d) g;j = ¢ij—1 + 1. Tadmé voi tapahtua vain, jos j > 1, koska ¢;; <
gi—1,0 +1 < gio + 1. Talloin patee
9ij = G9ij—1+1=>gi1j2+1>gi1;-1.
0

Tamén ominaisuuden avulla (g;;):n laskentaa voidaan rajoittaa k virhettd
-ongelmassa:

e Pidetaén kirjaa siitd, missa kullakin sarakkeella g, ; on viimeinen g;;,
joka on korkeintaan k. Silloin sarakkeella g, ;i voi olla arvoja, jotka
ovat korkeintaan £, vain riveilld 0, . .., 7+41. Niitd pitemmalle ei kannata
laskea.

e Merkataan top[j] = max{i | i < m ja g;; = k}. Talloin top[j + 1] <
toplj] + 1.
Algoritmi 2.3.6 Likimddrdinen hahmon sovitus, rajoitettu versio

Syote: P, S, k.
Tuloste: P:n likim&ariiset esiintymékohdat k virheelld S:ssé.

(1) for i =0 to min(k+ 1,m) do gip :=i

(2) top:=min(k +1,m) (* top[0] = min(k,m) *)

(3) for j=1tondo

(4) =0

(5) for i := 1 to top do

(6) gij = min{g;—1 j_1+ (if p; = s; then O else 1), g;—1; +1, gi j—1 + 1}
(7) while g0 j > k do top :=top—1  (* loydetddn top[j] *)
(8) if top = m then write(j)

9) else

(10) top :=top+1

(11) Gtop,j i= OO (* alustus seuraavaa saraketta varten *)
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9ij r emach imn e

0000 O0O0O0OOTO OO

m|l1 110111111

k=1 al2 2 210122 2 2
t|3 33 2112 33 3

cl4 4 4 3 2 1 2 3 4 4

h|5 55 4 3 21 2 3 4

e Algoritmin 2.3.6 aikavaatimus on verrannollinen lasketun (g;;):n osan
pinta-alaan.

e Jos S ja P ovat satunnaisia, voidaan osoittaa, ettd keskimaédrdinen
aikavaatimus on O(kn).

e Tilavaatimus O(m) saavutetaan pitdmalla vain yksi sarake muistissa.

Lause 2.3.7 Likimddrdinen hahmonsovitus k wvirheelld -ongelma voidaan
ratkaista Algoritmilla 2.3.6 keskimdadrin ajassa O(kn) ja tilassa O(m).

Todistus. Katso
W. Chang & J. Lampe: Theoretical and empi-

rical comparisons of approximate string matching
algorithms. Proc. 3rd Symposium on Combinato-
rial Pattern Matching (CPM), LNCS 644, Springer,
1992, 175-184.

e Algoritmi 2.3.6 toimii hyvin kiytadnnossé, jos k on pieni.

e Chang & Lampe esittiviit toisenlaisen algoritmin, joka toimii keskimaé-
rin ajassa O(kn).

e Livistijalemmaan perustuen on kehitetty useita likimaddrdisen hah-
monsovituksen algoritmeja, joiden aikavaatimus on O(kn) pahimmas-
sakin tapauksessa (eikd vain keskimé&érin), esim.

G. Landau & U. Vishkin: Fast string matching with
k differences. J. Comput. Syst. Sci. 37:63 78, 1988.
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2.4 Myersin bittirinnakkainen algoritmi

G. Myers. A fast bit-vector algorithm for approxima-
te pattern matching based on dynamic programming.
JACM 46(3):395 415, 1999.

e Nopeutetaan matriisin (g;;) laskentaa soveltamalla bittirinnakkaisuut-
ta. Rajoitumme lyhyisiin hahmoihin, joilla matriisin sarake voidaan
kasitella yhdessa sanassa.

e Matriisi (g;;) esitetddn muodossa, jossa talletetaaan solujen arvojen
sijasta kahden vierekkiisen solun erotus.

e Midritellddn vaakaero (horizontal delta) Ah;; = ¢;; — gi j—1 ja pystyero
(vertical delta) Av;; = ¢i5 — gi—1;-

e Koska g, = ja goj = 0, péitee

gij = Al)lj —+ Avgj R A'Uij

e Kaikki arvot Ah;; ja Av;; voidaan esittdd kahdella bitilld, miké seuraa
Lemmasta 2.4.1.

Lemma 2.4.1 Kaikilla i,j on voimassa Ah;;, Av;; € {—1,0,1}.

e Laskenta etenee sarakkeittain

AU*O - Ah*l - AU*l — Ah*z — .

o Liséksi lasketaan viimeisen rivin arvot sc; = gpj, 0 < j < n, kaavoilla
sc) = m ja s¢; = 5Cj_1 + Ahpy,;.
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Esimerkki 2.4.2 Vaaka- ja pystyerot hahmolle match ja tekstille remachine
(—1 ja 1 on korvattu symboleilla — ja +).

| [r Je [m Ja Jec [n [i [n e |
o[l oflo o[0 o0 oo o0 o[ o]0 O 0
mlE| H| ®H O | E ® H O =
1|0 1|0 1|= o|F 1|0 1|0 1|0 1|0 1[0 1
all | E| E| B B WO = =B = =
2|0 2|0 2|= 1|= o|F 1|F 20 2|0 2|0 2
t|E| | F| H| F| 0 o | #| =
30 30 3|= 2|= 1|0 t|F 2|¥ 3|0 3|0 3
c|H| H| E| H| #H| o 0 o *| =
4ll00 4|0 4|= 3|= 2|2 1|F 2|F 3| 4|0 4
h|E| H| ®H| H H ®E| = E = Db
5(0 5|0 5|= 4|= 3|= 2= 1| 2| 3|+ 4

e Dynaamisen ohjelmoinnin matriisin solun g;; laskemiseen tarvitaan
soluja g;—1,¢i—1j-1 ja gij—1. Néihin liittyy kaksi pystyeroa Av™™ =
Av; i1 ja Av°™ = Av;; sekdi kaksi vaakaeroa Ah™ = Ah;;_; ja

Ahout == Ahl’]
e Todistuksessa (mutta ei laskennassa) kiytetaén lisiksi arvoa Ad = 9ij—

gi—1,j-1-

Ahin

gi—1,j5-1 gi—15
Avin Ad A’UOUt
Gij—1 Gij
Ahout

e Lisaksi maaritellaén, ettd Eq = Fq,;; on 1, jos p; = s;, muutoin 0.

e Kuvataan laskenta funktiona, jonka argumentteina ovat Av™ AR ja
Eq seki tuloksina Ad, Av°" ja AhO™,

Lemma 2.4.3 Jos Eq =1 tai Av™ = —1 tai AR = —1 |
niin pitee Ad = 0, Av°" = —AL™ ja AR = — Ay |
Muuten Ad = 1, Av°" =1 — Ah™® ja AR =1 — Av™ .
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Todistus.

e g;;:n palautuskaava voidaan kirjoittaa muotoon:

gi; = min{g;_1 1+ (ifp, =s;thenOelse1),g;;1+1,¢9;-1;+ 1}
= gi—1,-1 +min{l — Eyg, Av™ + 1, AR™ + 1}

o Merkitdadn Ad = Gij — Gi—1,j-1 — min{l — Eq, Av™ + 1, AR™ + 1}. Siis
Ad =0, jos Eq =1 tai Av'® = —1 tai AR™ = —1. Muuten Ad = 1.

e Selvisti Ad = Av™ + AR = AR™ 4+ Av°" misti saadaan
Av°" = Ad — AR™ ja AR = Ad — Av™,

U

Arvot Eg;; ja Ad ovat bittejd mutta Av;; ja Ah,; ovat “trittejd”. Siirrytdén
nyt laskemaan kokonaan biteilld. Samalla siirrytddn aritmeettisista loogisiin
operaatioihin tulkinnalla 0 on epétosi ja 1 on tosi.

e Esitetddn Av;; kahdella bitilld Pv;; ja Muv,;, joista edellinen on 1, jos
Awv;; = 1, ja vastaavasti jilkimméinen on 1, jos Av;; = —1. Esitetddn
Ah;; vastaavasti kahdella bitilla Ph;; ja Mh;;. Talloin

A’Uij = PUZ']‘ — M’Uij
Ahij Ph” — Mh”

Lemma 2.4.4 Pv™ = ME™V ~(XvV Ph")
Muv™ = Ph™A Xv
Pr =M™V —(XhV Po™)
Mh™ = Pv™AXh

missi Xv = EqV Mv™ ja Xh = EqV Mh™.
Todistus. Symmetrian vuoksi riittda osoittaa viite Pu:lle ja Mu:lle.

e Lemman 2.4.3 mukaan

Po® = (~Ad A MA™)V (Ad A ~Ph™)
Mv°™ = (=Ad A Ph™)V (AdAO) = -~Ad A Ph™
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e Koska Ad = —(EqV Mv™V Mh™) = —~(XvV Mh") = =Xv A =Mh~",
patee

P = ((XvV MR™) A MR™)V (=Xv A =M~h™ A =Ph™)
= MRh™V —=(XvV Mh™\V Ph™)
= Mh™V=(XvV Ph™)

My = (XvV Mh™) A Ph™
= Xuv A Ph®

Viimeisessi askeleessa on hyddynnetty tietoa, ettd MA™ ja Ph™ eivit
voi olla 1 samanaikaisesti.

O

Lemman perusteella koko matriisin bittiesitys voidaan laskea seuraavalla
algoritmilla:

for i:=1to m do
P’UZ'O = 1; M?}io =0
for j:=1to n do
Phqy; :==0; Mhg; :==0
for i :=1tom do
Xhij = Eqij V Mhi_l,j
Phij = Mvi,j—l V —\(Xhij V P’UZ'J‘_l)
Mhij = Pvi,j_l VAN Xhij
for ::=1tom do
X’L)ij = Eqij \Y M’L)Z’J_l
Pvij = Mhi—Lj V —\(X’Uij V Phi—l,j)
M’Uij = Phi—l,j VAN X’L)Z’j

Tama algoritmi ei ole vield aiempaa tehokkaampi, mutta sen sisdsilmukat
voidaan bittirinnakkaistaa.

o Talletetaan sarakkeet Puv,;, Muv,;, Phy;, Mh,; ja Eq.; kukin yhteen
bittivektoriin. Oletetaan, ettd m < w ja vektoreissa on bitit positioissa
1,...,m!

e Jilkimmainen sisdsilmukka voidaan nyt suorittaa seuraavasti:

! Algoritmissa viitataan Ph- ja M h-vektoreiden 0-bittiin, mutta niiden arvo on aina 0,
miké tulee siirto-operaatiossa oikein huomioonotetuksi.
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X?}*j = Eq*j V MU*J‘_l
P’U*j = (Mh*J' << 1) V ﬂ(XU*j V (Ph*] << 1))
MU*]‘ = (Ph*j << 1) /\Xv*j

Téssd on kiytetty siirto-operaatiota B << 1, joka siirtda bittivektorissa
B bitin kohdasta i—1 kohtaan i kaikilla1 < ¢ < |B| (ja asettaa B; = 0).

e Ensimmaiisen silmukan bittirinnakkaistus aiheuttaa kuitenkin ongel-
man:

Xhyj = EqjV (Mh, <<1)
Ph*] = M,U*,j—l V _|(Xh*‘7 V P’U*,j—l)
Mhyj i= Pv,j1 A Xhyj

Nyt vektoria Mh,; kiytetddn Xh,;mn laskemiseen ennen kuin se on
laskettu. Laskentajarjestyksen muutos ei auta, koska X h,;:ta kiytetaan
puolestaan Mh,;:n laskemiseen.

o Kehistd pddstaan ulos laskemalla X h,; ilman Mh,;:td tai muita vasta
myOhemmin arvonsa saavia bittivektoreita. Seuraava lemma mééritte-
lee Xh,;m vektoreiden Eq,; ja Pv, ;_; avulla.

Lemma 2.4.5
Xhij =30 € [1,4]: Eqy A (Vo € [(,i — 1] : Pu,j_y).

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla 7:n suhteen.

e Lemman 2.4.4 mukaan

Xhij = EQij\/Mhi—l,j
Mhij = Pvi,j—l/\Xhij

e Alustus ¢ = 1: Oikea puoli kutistuu muotoon Eq;;. Koska Mhy; = 0
kaikilla j, péitee Xhlj = quj V Mhoj = quj .

e Induktioaskel: Oletetaan, ettd X h;_; ; on viitteen mukainen.

Xhij = quj V Mhi—l,j
= E(Jij V (P'Ui—l,j—l A Xhi—l,j)
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Toisaalta

I e [1,’l] : Equ A (VJZ‘ - [g,Z — 1] : va,j—l)
= Eq,’j v 3l e [1,’& — 1] : Eng A (VZL’ € [f,l — 1] . vad‘_l)
= quﬂ V (Pvi—l,j—l ATl e [1,’l — 1] : Equ A (VJZ‘ c [6,7, — 2] : PU;EJ'_l))

Viite seuraa nyt induktio-oletuksesta.

O

Lemman 2.4.5 kaava nayttda mahdottomalta laskea vakioajassa edes yh-
delle bitille, saati sitten bittirinnakkaisesti koko vektorille X'h,;. Se on kui-
tenkin mahdollista, mutta bittioperaatioita tarvitaan lisdé:

e Merkitddn xor-operaatiota symbolilla ¥: 0Y1 =1Y0=1ja0Y0 =
1¥1=0.

e Tulkitaan bittivektorit kokonaislukujen bittiesitykseksi siten, etta vihi-

ten merkitseva bitti on positiossa 1. Bitit listataan eniten merkitsevista
alkaen. Esimerkiksi By ,, = B;nBm-1- - Bi.

o Kiytetddn yhteenlaskua bittioperaationa. Esim. 0001 + 0111 = 1000.

Lemma 2.4.6 Merkitiin X = Xh,;, £ = Eq.;, P = Pv,;j_1 ja olkoon
Y=((EANP)+P)YP)VE. Tdlloin X =Y.

Todistus. Kirjoitetaan X;:n mééritelmé ensin toiseen muotoon:
e X, =1, jos ja vain jos

a) E; =1 tai
b) 3 €L, : Ep;=00---0LAP, ,, =11---1.

e X, =0, jos ja vain jos

Osoitetaan tapauskohtaisesti, ettd Y; = X;:

a) Y:n médritelmén loppu “VE” takaa, ettd Y; = 1.
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b) Olkoon b bitti P; eli P,_; =bl1l...1 ja c bittien 1 ..., ¢ — 1 yhteenlas-
kusta mahdollisesti tuleva muistibitti.

1 14
E, ; = 00...01
P, = bl...11

(EAP),.; = 00...01

((EAP)+P),; = b0...0c
((EANP)+P)YP); = 11...1¢C
Y=((EAP)+P)YP)VE), ; = 11...11

missi b on b:n negaatio.

¢) Koska kaikilla bittivektoreilla B, 0 A B = 0 ja 0 + B = B, saadaan
Y=(O0AP)+P)YP)VO=(PYP)VO=0.

d) Tarkastellaan kohdan b) laskentaa. Sen ideana on, ettd yhteenlaskussa
positiossa ¢ syntyvid muistibitti kantautuu aina positioon ¢ asti ja tuot-
taa sinne bitin b. Erona on nyt, ettii ainakin yksi bitti P, ¢ < k < 1,
on 0. Jos k = ¢, niin Py = (E' A P), = 0 ja muistibittia ei synny (riip-
pumatta bitistd c). Jos taas k > ¢, muistibitti pysdhtyy positioon k.
Kummassakin tapauksessa ((E A P) 4+ P); = b ja siten Y; = 0.

O

e Madritellddin Peqla], a € X, on bittivektori, jossa on 1 positiossa ¢ jos
ja vain jos p; = a. Talléin Eq,; = Peq[s;].

Algoritmi 2.4.7 Myers

Syote: P, S, k, |P| < w, missd w on tietokoneen sanan pituus
Tuloste: P:n likim&ardiset esiintymékohdat k virheelld S:ssé

) Pv:=1"; Mv:=0; Sc:=m

) for j:=1tondo

) Eq= PeqlS)]

) Xh = (((Eq A Pv) 4+ Pv) Y Pv) V Eg;
) Ph:= MvV —(XhV Pv)

) Mh := Pv A\ Xh;

) Xv:=FEqV Mv

) Pv:=(Mh<<1)V~(XvV (Ph<<1))
0) Mv:= (Ph << 1) A Xv

1) Sc:= Sc+ Ph(m) — Mh(m)

2) if Sc <k then write j
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Lause 2.4.8 Olkoon hahmo P = py---p,, ja teksti S = sy---s,. Likimdd-
rdinen hahmonsovitus k virheelld voidaan ratkaista Algoritmilla 2.4.7 ajassa
O([m/wln), missi w on tietokoneen sananpituus bitteind.

Todistus. On selvid, ettd Algoritmi 2.4.7 toimii ajassa O(n) kun m < w.
Algoritmia voidaan helposti simuloida pidemmilld hahmoilla kiiyttden useaa
tietokonesanaa vektorien Pv, Fq, jne., esittimiseen. 0]

Huomautus 2.4.9 Rajoittamalla laskenta kullakin sarakkeella viimeiseen
arvoon k asti (kuten Algoritmissa 2.5.6), voidaan Algoritmia 2.4.7 tehostaa
toimimaan odotusarvoisesti O([k/w]n) ajassa.

Huomautus 2.4.10 Monessa laskennan mallissa oletetaan, ettd w =
Qlogn) (jotta muistiosoite mahtuu vakiomddradn sanoja). Talldin siis Algo-
ritmin 2.4.7 aikavaatimus on oikeastaan O(mn/logn). Muitakin samanlai-
sia algoritmeja on. Masekin ja Patersonin (J. Comput. Syst. Sci. 20:18 31,
1980) “neljin vendldisen” menetelmddn perustuvalla algoritmilla aikavaati-
mus on jopa O(mn/log2n).

e On olemassa my0s muita bittirinnakkaisuuteen perustuvia algoritmeja
likimaaraiseen hahmonsovitukseen.

e Kaksi eri algoritmia perustuu seuraavan epiadeterministisen automaatin

simulointiin:
Q P a t t € ! d © noerrors
SR ERSC I BN ST I B SE I B SE I SN

p a t t e r n 1 error
SR ESE IR NS B NP NS R BEDNE I SIS

P a t t € ! d 2 errors
SO ERSCIE BN NI D SE I B SE I SN
O P a t t € d d O 3errors

e Wun ja Manberin (CACM 35(10):83-91, 1992) algoritmi, joka koodaa
kunkin automaatin rivin erilliselld bittivektorilla, voidaan nahda shift-
or-algoritmin yleistyksené. Sen aikavaatimus on O(k[m/w]|n).

e Baeza-Yatesin ja Navarron (Algorithmica 23(2):127-158, 1999) algo-
ritmi koodaa automaatin lavistajiat bittivektoreilla, jotka voi pakata
vhdeksi pitkéksi vektoriksi. Aikavaatimus on O([km/w]n).



