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e Merkkijonopikajéirjestiminen on siis optimaalinen merkkivertailuihin
perustuva merkkijonojen jirjestimisalgoritmi.

e Se on myos kiytdnnossd nopea.

3.3 Kantalukujarjestiminen

e Kokonaislukuja on mahdollista jarjestdd alarajaa 2(nlogn) nopeam-
min, jopa lineaarisessa ajassa.

e Jos aakkosto koostuu kokonaisluvuista, myos merkkijonoja voi jarjestad
alarajaa Q(DP(R) + nlogn) nopeammin.

e Q(DP(R)) on kuitenkin aina alaraja, kun merkkejd on késiteltavi yk-
sittain.

LaskemisjirjestAiminen

e Laskemisjarjestdminen jarjestdd pienet kokonaisluvut lineaarisessa
ajassa.

Algoritmi 3.3.1 Laskemisjirjestiminen

Sydte: (Moni)joukko R = {ko, k1, ...k,—1} kokonaislukuja vililta [0, 0).
Tuloste: Joukko R nousevassa jarjestyksessé taulukossa J[0...n).

(1) fori:=0too—1do CJi]:=0;

(2) fori:=0ton—1do Clk)] :=Clki] + 1;

(3) sum :=0;

(4) fori:=1too—1do

(5) tmp := Ci]; C[i] := sum; sum := sum + tmp;
(6) fori:=0ton—1do

(7) JICkil] = ki;

8)  Clkil=Clk] + 1,

(9) return J;

e Aika- ja tilavaatimus ovat O(n + o).

e Algoritmi 3.3.1 on wvakaa eli se sdilyttda samanarvoisten alkioiden kes-
kindisen jarjestyksen.
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Lopusta alkuun kantalukujirjestdminen

e Kantalukujirjestdmisessa (radix sort) laskemisjérjestdmista sovelletaan
yhteen positioon kerrallaan.

e Olkoon Laskemisjérjestia(R,¢) kutsu, joka jarjestdd merkkijonojoukon
R position ¢ perusteella kiyttden laskemisjirjestimista.

e Viimeisestd positiosta alkuun piin etenevd jarjestiminen on erittdin
yksinkertainen.

Algoritmi 3.3.2 Lopusta alkuun kantalukujdrjestiminen

Sydte: Joukko R = {Sy, S1,...Sn—1} m:n pituisia merkkijonoja aakkostossa [0, ).
Tuloste: Joukko R aakkosjérjestyksessi

(1) for £:=m —1 to 0 do Laskemisjdrjesti(R,();

(2) return R;

Esimerkki 3.3.3

cat hi |m hla|m b | at
him ha | m clalt c | at
ham ca|t bla|t h | am
bat ba |t h|i|m h | im

e Algoritmissa oletettiin, ettéd kaikki jonot ovat samanpituisia. Se on kui-
tenkin helppo yleistda eripituisille merkkijonoille (HT).

Lause 3.3.4 Olkoon R = {Sy, S1, - . . Sn_1} joukko merkkijonoja aakkostossa
0, 0). Lopusta alkuun kantalukugjirjestiminen jarjestii R:n ajassa O(]|R]||+
mo) ja tilassa O(n + o), missd ||R|| on merkkijonojen kokonaispituus ja m
0N PISIMMan jonon pituus.

e Algoritmin heikkous on, ettd se tutkii merkkijonot kokonaan eli vie
Q(||R]]) ajan silloinkin, kun DP(R) on paljon pienempi kuin ||R||.

e Se soveltuukin ldhinné lyhyille samanmittaisille merkkijonoille.

e Téarked sovellusalue on my6s kokonaislukujen jarjestaminen esittamaélla
ne o-kantajarjestelmén jonoina.



3.3. KANTALUKUJARJESTAMINEN

Alusta loppuun kantalukujirjestiminen

29

o Kantalukujirjestimisen voi myos aloittaa alkupéasti. Talloin tarvitaan

kuitenkin hieman monimutkaisempaa kirjanpitoa.

e Tuloksena oleva algoritmi on itseasiassa paljon merkkijonopikajarjesta-
misen kaltainen. Kolmeenjaon sijasta tehddankin nyt jako o:aan osaan.
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e Oletetaan nyt, ettd Laskemisjirjestd(R,/) palauttaa joukot

Ro,Ri,...,Ry_1, missd R; = {S eER | S[E] = Z}

e Rekursiiviset kutsut johtavat lopulta hyvin pieniin joukkoihin. Laske-
misjdrjestdminen kuluttaa kuitenkin aina ajan Q(c). Algoritmin no-
peuttamiseksi alle o:n kokoisiin joukkoihin kiytetddn merkkijonopika-

jarjestamista.

Algoritmi 3.3.5 Kantalukujirjesti(R,()

Syote: Joukko R merkkijonoja ja niiden yhteisen alkuosan pituus £.

Tuloste: Joukko R aakkosjérjestyksessa.

1) if |R| < o then return Merkkijonopikajarjesta(R,¢);
Ry ={SeR||S]=(}; R:=R\R.
(Ro,R1,...,Ro—1) := Laskemisjirjesti(R,{);

for i := 0 to 0 — 1 do Kantalukujérjesta(R;,¢ + 1);
return R | -Rg-Ri1--Ro_1;

(

(2
(3
(4
(5

— — — ~—

Lause 3.3.6 Olkoon R = {Sy, S, .-

.Sp_1} joukko

merkkijonoja aakkos-

tossa [0,0). Alusta loppuun kantalukujirjestéminen jirjestid R:m ajassa

O(DP(R) +nlogo) ja tilassa O(n + o).

Todistus.

e Tarkastellaan aikavaatimusta, kun algoritmia kutsutaan osajoukolla R/,

IR| = k.
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e Kun k > o, ei-rekursiiviset osat, mukaanlukien laskemisjarjestdminen,
toimivat ajassa O(k). Samalla tutkitaan k& merkkia ja samoja merkkeja
ei tutkita endd uudelleen.

e Yksiloivien alkuosien ulkopuolisia merkkejé ei tutkita. Siis merkkijono-
pikajirjestdminen poisluettuna aikavaatimus on yhteensi O(DP(R)).

e Merkkijonopikajirjestdmista kutsutaan vain o:a pienemmille joukoille
ja kukin jono on mukana enintédén yhdessi kutsussa. Siten merkkijono-
pikajirjestdmisessd kuluva kokonaisaika on O(DP(R) + nlogo).

O

e Jos o on vakio, algoritmi toimii optimaalisessa ajassa O(DP(R)).

e Kiytanndssi, tavuaakkostolla, se on suunnilleen yhtd nopea kuin merk-
kijonopikajirjestiminen.

e Kaksivaiheinen kantalukujirjestdminen (Paige ja Tarjan, SIAM J.
Comput. 16(6):973-989, 1987) pidsee aikavaatimukseen O(DP(R)+0).

3.4 Hakurakenteet

e Siirrytddn nyt jirjestimisesti hakurakenteisiin.

e Yleisesti, hakurakenne on tietorakenne, joka tallentaa joukon R ja mah-
dollistaa seuraavien operaatioiden nopean suorituksen:

— Lisays

Poisto

— Haku: Tutki, sisialtdako R alkion x, ja jos sisiltad, palauta sithen
mahdollisesti liittyvét tiedot.

— Naapurihaku: Jos R ei sisilld alkiota z, palauta sen lihin edeltija

tai seuraaja R:ssa.

e Naapurihaku mahdollistaa esim. osavilihaut: Etsi kaikki R:n alkiot,
jotka ovat vililla [z, y].

e Kaikki hakurakenteet eivit tue naapurihakua, esimerkkini hajautus-
taulu.
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e Yllaoleva koskee dynaamisia hakurakenteita. Staattinen hakurakenne ei

mahdollista lisdysté ja poistoa, ainoastaan hakurakenteen muodostami-
sen annetulle joukolle R. Esimerkiksi jarjestetty taulukko on staattinen
hakurakenne.

Alkuosahaut

Merkkijonojoukolle R voidaan yllamainittujen lisiksi maaritelld hakuo-
peraatiot:

— Alkuosahaku: Tutki, onko S jonkin R:n jonon alkuosa. Jos on,
palauta kaikki sellaiset jonot.
— Pisin yhteinen alkuosa: Jos S ei ole minkdin R:n jonon alkuosa,
mikd on S:n pisin alkuosa, joka on.
Alkuosahaut ovat ldheisessd yhteydessd naapurihakuun.
— Jos R:ssé on jonoja, joiden alkuosa on S, S:n ldhin seuraaja R:ssd
on ensimmaéinen niistd ja loput ovat sen vilittomié seuraajia.

— Jonolla S on pisin yhteinen alkuosa sen edeltijin tai seuraajan
kanssa.

Perushakurakenteet merkkijonoille

Perushakurakenteita, kuten bindéripuita, voidaan kiyttda myos merk-
kijonoille.

Kuten edelld ndhtiin, myos alkuosahaut voidaan toteuttaa naapurihaun
avulla. (Toisaalta esim. hajautustaulu ei tue alkuosahakuja.)

Operaatiot kuitenkin hidastuvat vertailujen hitauden vuoksi.

Jarjestdmisen alarajasta Q(nlognlog,n) seuraa, ettd joko lisdyk-
sen tai naapurihaun keskimaérédisen aikavaatimuksen alaraja on
Q(lognlog, n), koska jarjestaminen voidaan suorittaa lisddmalla alkiot
hakurakenteeseen ja suorittamalla naapurihakuja.

Poisto ei kuitenkaan valttamatta hidastu, koska se ei tarvitse vertailuja.
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3.5 Trie

Renee de la Briandais: File Searching Using Va-
riable Length Keys. Teoksessa Proc. AFIPS Wes-
tern Joint Computer Conference, 15:295-298, 1959.

Edward Fredkin: Trie Memory. Communications of

the ACM, 3(9):490-499, 1960.

e Trie on juurellinen puu, jonka kaaret on nimetty merkeilla.

e Solmu v esittdd merkkijonoa, joka saadaan katenoimalla kaarten nimet
polulla juuresta solmuun v.

e Kustakin solmusta sen lapsiin johtavat kaaret on nimetty eri merkeilla.
Sen ansiosta kaksi solmua esittdé aina eri jonoja.

e Merkkijonojoukon R trie trie(R) on pienin trie, joka esittdd jokaisen
R:n jonoista.

Esimerkki 3.5.1 Joukon R = {pot,potato, pottery, tattoo, tempo} trie.

e Trie néhtiin jo aiemmin Aho-Corasick-automaatin runkona.
e Oletetaan vakioaakkosto.
— Joukon R trien tilavaatimus on O(||R]]), missd ||R|| on R:n jo-

nojen kokonaispituus.

— Merkkijonon S lisiys, poisto, ja perushaku voidaan toteuttaa ajas-

sa O(]S]).

— Alkuosahaku jonolla S vie ajan O(|S| + len), misséd len on vas-
tauksena saatujen merkkijonojen yhteispituus.
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— Jos riittdd tutkia, onko S jonkin R:n alkuosa, se voidaan tehd&
ajassa O(|9]).

e Jos aakkoston koko ei ole vakio, tiytyy madaritelld, miten haarautumi-
nen solmussa toteutetaan.

Tiivistetty trie

D. R. Morrison: PATRICIA  Practical Algorithm
to Retrieve Information Coded in Alphanumeric.
Journal of the ACM, 15(4):514-534, 1968.

e Tiivistetty trie saadaan triestd, korvaamalla jokainen haarautumaton
polku yhdelld kaarella, jonka nimetdin korvattujen kaarien nimien ka-
tenaatiolla.

Esimerkki 3.5.2 Joukon R = {pot,potato,pottery, tattoo, tempo} tii-
vistetty trie.

e Kunkin kaaren nimi voidaan esittda vakiotilassa osoittimilla merkkijo-
noihin. Tall6in tilavaatimus on O(|R]).

e Alkuosahaku jonolla S vie nyt ajan O(|S|+ occ), missd occ on vastauk-
sena saatujen merkkijonojen lukumééra (ei yhteispituus).
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3.6 Terniaripuu

Jon L. Bentley & Robert Sedgewick: Fast Algo-
rithms for Sorting and Searching Strings. Teoksessa
Proc. 8th Annual ACM SIAM Symposium on Disc-
rete Algorithms, sivut 323 350, 1997.

e Solmujen haarautumisen toteuttaminen on trien toteutuksen ongelma-
kohta.

e Sen vuoksi kiytdnndssd yksinkertaisempi hakurakenne merkkijonoille
on ternadaripuu.

e Ternddripuu on kuin bindaripuu, mutta

— Kussakin sisdsolmussa haaraudutaan kahden sijasta kolmeen: pie-
nempéadn, yhti suureen, ja suurempaan.

— Haarautuminen tapahtuu yhden merkkiposition perusteella. Juu-
ressa positio on 0. Syvemmalle mentiessi positio kasvaa aina kes-
kihaaraa kuljettaessa.

e Ternddripuun suhde binddripuuhun on siis sama kuin merkkijonopi-
kajédrjestdmisen suhde tavalliseen pikajirjestdmiseen. (Trietd taas voisi
verrata kantalukujirjestdmiseen.)

Esimerkki 3.6.1 Joukon R = {pot,potato, pottery, tattoo, tempo} ter-
NaAATIPUY

@
6) ‘ \o tempo

Otattoo
@

poto” |

potatoO

opottery

e Ternadripuu voidaan nidhda trien ja binddripuun yhdistelmana.

e Alipuun paino on sen lehtien lukuméara.
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e Ternddripuu on tasapainossa, jos jokaisen vasemman ja oikean alipuun
paino on enintddn puolet sen vanhemman painosta.

e Tasapainotus voidaan tehda kierroilla aivan kuten bindéripuissa.

e Lihelle tasapainoa padstadn myos esim. lisddmalla jonot puuhun sa-
tunnaisessa jarjestyksessa.

e Tarkastellaan merkkijonon S hakua tasapainotetussa joukon R ternié-
ripuussa.

— Jokainen askel puussa alaspéin joko etenee jonossa S (keskihaara)
tai puolittaa jiljelld olevien R:n jonojen miaran.

— Siten hakuaika on O(|S] + log|R]).
e Siis n:n jonon tasapainoisessa ternddripuussa:

— Merkkijonon S lisdys, poisto, ja perushaku voidaan toteuttaa ajas-
sa O(|S| +logn).
— Alkuosahaku jonolla S vie ajan O(|S|+ logn + len), missé len on

vastauksena saatujen merkkijonojen yhteispituus.

— On my6s mahdollista saavuttaa alkuosahaun aikavaatimus O(| S|+
logn + occ), missd occ on vastauksena saatujen merkkijonojen lu-
kuméara. (HT)

— Jos riittdd tutkia, onko S jonkin R:n alkuosa, se voidaan tehd&
ajassa O(|S| + logn).

e Ternddripuun koko on O(DP(R)).

3.7 Merkkijonobinidarihaku

U. Manber & G. Myers: Suffix Arrays: A New Met-
hod for On-line String Searches. SIAM Journal on
Computing 22(5):935 948, 1993.

e Jirjestetty taulukko on yksinkertainen staattinen hakurakenne, jossa
haut voidaan tehdd binddrihakuna kiyttden O(logn) alkioiden vertai-
lua.
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Algoritmi 3.7.1 Binddrihaku

Syote: Jarjestetty joukko R = {ko, k1, ... kn—1}, hakualkio .
Tuloste: 7, jolla k;_1 < x < k; tai
0, jos x < kg; tai n, jos k,—1 < x;
(1) left:=0; right := n; (* invariantti: tulos on vililla [left, right] *)
(* eli kleft—l <z < kright *)
(2) while left < right do
(3) mid := |(left + right)/2];
(4) if x < k,,;q then right := mid,
(5) else left := mid + 1;
(6) return right;

e Kun alkiot ovat merkkijonoja, pahimman tapauksen hakuaika on
O(mlogn), missd m on hakujonon pituus.

e Hakua voidaan kuitenkin nopeuttaa hyodyntiden yhteisten alkuosien
pituuksille patevid sddnnonmukaisuuksia.

e Merkitddn lep(A, B) kahden merkkijonon A ja B pisimmén yhteisen
alkuosan (longest common prefix) pituutta.

Lemma 3.7.2 Olkoon A < B < C merkkijonoja. Talloin lep(A,C) =
min{lep(A, B),lcp(B,C)}.

Todistus.

e Oletetaan, ettd ¢ = lcp(A, B) < lep(B, C). (Péinvastainen tilanne on
symmetrinen. )

e Tilloin A[0...¢)=B[0...£) =C[0...¢). Siten lcp(A,C) > £.

e Toisaalta joko |A| = ¢ tai A[{] < B[{] < C[f]. Kummassakin tapauk-
sessa lep(A, C) < (.

O
Lemma 3.7.3 Olkoon A < B, B’ < C merkkijonoja. Tdlloin lep(B, B') >
lep(A, C).
Todistus.

e Olkoon B,,;, = min(B, B’) ja B = max(B, B’).
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e Lemman 3.7.2 perusteella

lep(A,C) = min(lep(A, Bhaz)s lep(Bmaz, C)) < lep(A, Bhaz)
= mln(lcp(Aa Bmzn)> lcp(Bmina Bma:c)) S lcp(Bmina Bma:c)

O

e Tarkastellaan jotakin hetked haun aikana, kun haetaan jonoa P jarjes-
tetystd merkkijonojoukosta R = {Sp, S1,...Sn_1}

o Talloin Siepr—1 < P < Spign. Toisaalta Siepi—1 < Spmia < Sright, joten
lemman 3.7.3 mukaan

lep(P, Smia) > Lep(Siegt—15 Srignt) = min{lep(P, Siepe—1), lep(P, Spignt) }
missd oletetaan, ettd lep(X,S_1) = lep(X, S,) = 0 kaikilla X.

e Siis verrattaessa jonoja P ja S,,;q voidaan ensimmaéiset
min{lep(P, Siefr—1), lep(P, Srignt) } merkkié ohittaa.

e Saadaan seuraava algoritmi (missd X[i...) tarkoittaa jonon X posi-
tiosta ¢ alkavaa loppuosaa).

Algoritmi 3.7.4 Merkkijonobinddrihaku

Syéte: Jarjestetty merkkijonojoukko R = {Sp, Si,...S,—1}, hakujono P.
Tuloste: 4, jolla S;—1 < P < §; tai
0, jos P < Sp; tai n, jos Sp—1 < P;

(1) left:=0; right :== n;

(2) llep :=0; ricp == 0; (* llep = lep(P, Siefi—1), rlep = lep(P, Sright) *)
(3) while left < right do

(4) mid := |(left + right)/2];

(5) mlcp := min(llep, rlep);

(6) mlcp := mlep + lep(Plmlcp . . .), Smia[mlcp .. .));
(7) if mlep = |P| tai P[mlcp] < Spmialmlcp] then
(8) right := mid; rlcp := mlcp;

(9) else

(10) left :== mid+ 1; llep := mlcp;

(11) return right;

e Hakuaika nopeutuu, mutta pahimmassa tapauksessa se on edelleen
O(mlogn).
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e Edelld kdytettiin hyviksi sitéd, ettd lep(P, Siepi—1) ja lep(P, Srignt) tun-
nettiin.

o Jos my6s lcp(Smid, Steft—1) ja lep(Smid, Srignt) tunnetaan, algoritmia voi-
daan edelleen tehostaa. Ne voidaan laskea etukiteen ja tallettaa tau-
lukkoon.

— Arvo mud médrda yksikésitteisesti vastaavat arvot left ja right.

— Olkoon LLC'P[mid] = lep(Simid, Stefi—1) ja
RLCP[mid] = lep(Smid, Sright)-

Lemma 3.7.5 Olkoon A < B, B' < C merkkijonoja.
a) Jos lep(A, B) > lep(A, B'), niin B < B'.
b) Jos lep(B,C) > lep(B',C), niin B > B'.
Todistus. Todistetaan a)-kohta. Kohdan b) todistus on vastaava.
e Tehdain vastaoletus B > B’. Talloin
lep(A, B) = min(lep(A, B'), lep(B', B)) < lep(A, B)
mik& on ristiriita.

O

e Lemman perusteella jonojen P:n ja S, keskindinen jérjestys pysty-
tddn paattelemadn pelkistdan lep-arvoja vertaamalla, jos
ZCP(P, Sleft—l) # ZCP(Smid, Sleft—l) tai lCP(P, Sm‘ght) # ZCP(Smid, Sright)-

e Muussa tapauksessa lep(P, Siepi—1) = lep(Smids Siefi—1) ja
lep(P, Syight) = lep(Smid, Sright), ja seuraavan lemman perusteella
le(P, szd) Z maX(le(P, Sleft—l)a le(P, Sright))-

Lemma 3.7.6 Olkoon A, B ja C jonoja, joilla lep(A, B) = lep(A, C). Tal-
loin lep(B, C) > lep(A, B) = lep(A, C).

Todistus. Tehdédén vastaoletus lep(B,C) < lep(A, B) = lep(A, C). Tallsin
mikdin A:mn, B:n ja C:n keskindisen jarjestyksen valinta ei toteuta lem-
maa 3.7.2 ja seuraa ristiriita. O]
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Algoritmi 3.7.7 Merkkijonobinddrihaku (tehostettu)

Syote: Jarjestetty merkkijonojoukko R = {Sp, S1,...Sn—1}, hakujono P.
Taulukot LLCP ja RLCP.

Tuloste: 7, jolla S;_1 < P < S; tai
0, jos P < Sp; tai n, jos Sp_1 < P;

(1) left:=0; right :== n;

(2) llep :=0; riep :=0; (* llep = lep(P, Siefe—1), rlep = lep(P, Sright) )
(3) while left < right do

(4) mid := |(left + right)/2];

(5) if llcp < LLOP[mid) then

(6) left :== mid + 1;

(7) else if rlcp < RLCP[mid] then

(8) right := mid,;

9) else if licp > LLC P[mid] then

(10) right := mid; rlcp :== LLC P[mid];

(11) else if rlcp > RLCPmid] then

(12) left :== mid + 1; llcp := RLC P|mid);

(13) else

(14) mlcp := max(llcp, ricp);

(15) mlcp := mlep + lep(Plmlep . ..), Spia[mlep . . .));
(16) if micp = |P| tai P[mlcp] < Spida[mlicp] then
(17) right := mid; rlcp := mlicp;

(18) else

(19) left :== mid+ 1; llep := micp;

(20) return right;

Lause 3.7.8 Jarjestetty merkkijonojoukko R = {So, S1,...,Sn_1} voidaan
esikasitelli ajassa O(DP(R)) ja tilassa O(n) niin, ettd binddrihaku jonolla
P, |P| = m, voidaan toteuttaa ajassa O(m + logn).

Todistus.

e Arvot LLC'P[mid] ja RLC P[mid] voidaan laskea ajassa dpg (Spq)- Ko-
ko taulukot voidaan siis laskea ajassa O(DP(R)) ja tallettaa tilaan
O(n).

e while -silmukka suoritetaan logn kertaa. Rivid 15 lukuunottamatta
kaikki toimii vakioajassa.

e Jos rivilld 15 mlcp kasvaa k:n verran, aikaa kuluu O(k). Sen jilkeen
joko rlcp tai llep kasvaa vihintaédn k:n verran (rivi 17 tai 19).
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o Koska llcp ja rlcp eivit koskaan pienene ja ne kasvavat enintddn arvoon
| P|, rivilld 15 kuluva aika koko algoritmissa on O(|P]).
OJ

3.8 Lcp-vertailut

e Alkioiden vertailuihin perustuvat jérjestdmisalgoritmit ja hakuraken-
teet eivit ole optimaalisia merkkijonoille, koska vertailu voi vieda enem-
man kuin vakioajan, mutta tuloksena on kuitenkin vain bitti tai tritti.

e Bindirihakua lukuunottamatta edelld esitetyt, merkkijonoihin erikois-
tuneet algoritmit ja tietorakenteet ratkaisivat ongelman suorittamalla
kahden merkkijonon vertailu yhden merkkiposition perusteella, siis va-
kioajassa.

e Bindirihaku kiyttaa toisenlaista tekniikkaa, [cp-vertailuja:

— Kahden merkkijonon vertailu suoritetaan aina loppuun asti.

— Vertailua ei kuitenkaan aloiteta aina alusta, vaan tunnettu yhtei-
nen alkuosa ohitetaan.

— Vertailun tuloksena ei ole vain keskindinen jarjestys vaan myos
pisimmaén yhteisen alkuosan pituus, jota voidaan hyddyntaa tule-
vissa vertailuissa.

e Samaa tekniikkaa voidaan hydédyntdd myos muissa algoritmeissa ja tie-

torakenteissa.
Jarjestaminen

e Lomitusjérjestdminen (mergesort) on tunnettu O(nlogn)-ajassa toi-
miva jarjestdmisalgoritmi. Sen etuja ovat mm. vakaus ja soveltuvuus
linkitetyn listan jarjestdmiseen.

e Toistuvana perusoperaationa on kahden jirjestetyn listan lomitus (yh-
distdminen yhdeksi jérjestetyksi listaksi).

e Merkkijonoille soveltuva muunnelma saadaan pitdmaélla kirjaa jarjes-
tettyjen listojen perdkkiisten alkioiden pisimmaén yhteisen alkuosan pi-
tuuksista.
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Lause 3.8.1 Merkkijonojoukon R, |R| = n, lomitusjirjestaminen voidaan
toteuttaa ajassa O(DP(R) + nlogn).

Todistus. Tarkastellaan yhta lomitusaskelta:

Olkoon T viimeisin tuloslistalle lisitty jono ja olkoon S ja S’ syotelis-
tojen kérjessa olevat jonot. Siis T < S, .5’ ja seuraavana tehtavini on
verrata jonoja S ja S’

Voidaan olettaa, etti lep(T, S) ja lep(T, S") tunnetaan. Yksi niistd saa-
daan suoraan toisesta syoOtelistasta ja toinen laskettiin edellisessad ver-
tailussa.

Jos lep(T,S) # lep(T,S'), jarjestys saadaan vakioajassa lemmas-
ta 3.7.5.

Jos lep(T, S) = lep(T, S”) = ¢, ¢ ensimméistd merkkid voidaan ohittaa.

Olkoon £(X) jonon X ja sen ldhimmé&n tunnetun edeltdjén pisimmén
yhteisen alkuosan pituus. Lomituksen aikana ¢(X) ei koskaan laske,
eikd nouse suuremmaksi kuin dpg (X).

Jos Sn ja S"n vertailu vaatii k& merkkivertailua, joko £(S) tai £(S")
kasvaa k — 1:114.

Koska ) ¢z £(S) < DP(R), merkkivertailujen kokonaismééra on
O(DP(R) + nlogn). O

Lomitusjarjestamisen lisdksi lcp-vertailutekniikka soveltuu mm. keko-
ja lisdysjarjestamisen merkkijonoversioille.

Hakurakenteet
R. Grossi & G. F: Italiano: Efficient Techniques for
Maintaining Multidimensional Keys in Linked Data
Structures. Teoksessa Proc. ICALP’99, sivut 372
381, 1999.
e Bindirihaku jirjestetystd taulukosta vastaa hakua taydellisesti tasapai-

notetusta binddripuusta.

Lep-vertailutekniikkaa voidaan soveltaa myo6s yleiseen bindaripuuhun.
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e Oletetaan, ettd puun solmu ¢ tallettaa jonon S;. Sen lisiksi se tallettaa
lep-arvot LLCP[i] = lep(S;, S<) ja RLCP[i| = lep(S;, Ss), missd Sc
ja Ss ovat S;:n ldhin edeltdjé ja seuraaja juuresta solmuun ¢ johtavalla
polulla.

e Haku toimii kuten bindédrihaku, mutta jonojen Spiq, Siefi—1 ja Sright
tilalla on nyt S;, S< ja Ss.

e Myos lisdys- ja poisto-operaatioissa voidaan hyodyntad lep-vertailujen
tekniikkaa.

e Grossi ja [taliano ovat osoittaneet seuraavan tuloksen.

Lause 3.8.2 Merkkijonobinddripuu voidaan toteuttaa niin, ettd jonon P,
|P| = m, lisdys, poisto ja haku n:n jonon binddripuusta voidaan tehdd ajassa
O(m + logn).

e Ternadripuulla on samat operaatioiden aikavaativuudet. Terndaripuun
koko on kuitenkin O(DP(R)), mutta bindaripuun koko on vain O(n).

e Grossi ja [taliano ovat osoittaneet, ettd sama tekniikka soveltuu kaikille
binddripuiden versioille (esim. puna-musta-puu) ja yleistyksille (esim.
B-puu).



Luku 4

Loppuosarakenteet

Olkoon S = S[0...n) merkkijono aakkostossa .

Merkitéén S;:114, 0 < i < n, loppuosaa S[i...n).

Yleistetdén merkintd joukkoihin. Kaikilla C' C [0,n], Sc = {S; | i €
C}.

Jonon S loppuosarakenne on joukon Sin = {So,S1,...,S,} hakura-
kenne.

Loppuosarakenteet poikkevat monessakin mielessd tavanomaisista hakura-
kenteista.

e Loppuosarakenteilla on monia sovelluksia, keskeisimpéna niistd tarkka
hahmonsovitus:

— Hahmolla P on esiintyméa S:ssé alkaen positiosta , jos ja vain jos
P on S;:n alkuosa.

— Hahmonsovitus S:ssd voidaan siis toteuttaa alkuosahakuna S:n
loppuosarakenteessa.

e Loppuosien joukon kokonaispituus |[|Sjyj|| on ©(n?). Myds DP(S, )
voi olla ©(n?) (esim. S = X X).

— Esim. trie ja terndaripuu soveltuvat huonosti loppuosarakenteeksi.
Ne ovat liian isoja.

e Loppuosarakenteilla on omia muodostusalgoritmeja.

— Kaikkien hakurakenteiden muodostusalgoritmit vaativat ajan
Q(DP(R)) yleiselle jonojoukolle R.

73
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— Loppuosarakenteille on monia muodostusalgoritmeja, jotka toimi-
vat ajassa O(n) tai O(nlogn).

4.1 Loppuosapuu

P. Weiner: Linear Pattern Matching Algorithm.
Teoksessa Proc. 14th Symposium on Switching and
Automata Theory, sivut 1-11, 1973.

e Jonon S loppuosapuu (suffix tree) on loppuosajoukon Sy, tiivistetty
trie.

e Oletetaan, etté jonon S ja siis jokaisen loppuosan lopussa on yliméaarii-
nen merkki S[n] = §, missd $ ¢ 3. Tilloin loppuosia esittévit solmut
ovat kaikki lehtia.

Esimerkki 4.1.1 Jonon S = banana$ loppuosapuu.

banana$
[0]

Loppuosapuun koko on O(n).

e Loppumerkin $ ansiosta puussa on tasmaélleen n+1 lehted, yksi kutakin
loppuosaa kohden.

e Jokaisessa puussa on vihemman haarautumissolmuja kuin lehtid. Koska
loppuosapuussa jokainen sisdsolmu on haarautumissolmu, sisdsolmuja
on enintddn n kappaletta.

e Puissa on aina kaaria yksi vihemmén kuin solmuja. Kaaria on siten
enintddn 2n — 2. Kaarten nimet ovat S:n osajaonoja ja ne voidaan
esittdd vakiotilassa osoittamalla alku- ja loppukohta.

Hahmonsovitus eli alkuosahaku hahmolle P voidaan tehd& (vakioaakkostol-
la) ajassa O(|P| + occ), missd occ on tuloksen koko eli hahmon esiintymien
lukumaéra.
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4.2 Loppuosapuun muodostaminen

E. M. McCreight: A Space-Economic Suffix Tree
Construction Algorithm. Journal of the ACM,
23(2):262-272, 1976.

e Ensimmaiinen lineaariaikainen loppuosapuun muodostusalgoritmi oli jo
Weinerin loppuosapuun esitelleessé artikkelissa.

e Esitetddn téssd kuitenkin McCreightin algoritmi, joka on yksinkertai-
sempi ja kiytdnnossd tehokkaampi.

e Perusideana on lisdta loppuosat rakenteeseen yksi kerrallaan jarjestyk-
sessad Sy, S, ...

e Syksyn 2003 muistiinpanoissa on esitetty Ukkosen algoritmi (Algorith-
mica 14(3):249 260, 1995), joka muodostaa loppuosapuun ensin jonolle
S[0...1) sitten jonolle S[0...2), jne..

e Nienndisestd erilaisuudestaan huolimatta, McCreightin ja Ukkosen al-
goritmit ovat ldheistd sukua.

e Kaikki yllimainitut algoritmit toimivat lineaarisessa ajassa vakioaak-
kostolla. Farachin algoritmi (FOCS, 137 143, 1997) toimii lineaarises-
sa ajassa, kun merkit ovat kokonaislukuja lineaariselta osavélilta. Fa-
rachin algoritmi on erittdin monimutkainen, mutta sithen pohjautuva
yksinkertaisempi loppuosataulukon muodostusalgoritmi nidhdidan myo-
hemmin.

Loppuosalinkit

e McCreightin algoritmissa (ja kaikissa edellimainituissa algoritmeissa)
keskeisessa osassa ovat loppuosalinkit.

e Jos solmu u esittdd jonoa S[i...j| ja solmu v jonoa S[i + 1...j], niin
w:sta on loppuosalinkki v:hen, merkitéén slink(u) = v.

e Loppuosalinkki on hyvin maéaritelty kaikille solmuille paitsi juurelle.

Lemma 4.2.1 Jos jonon S loppuosapuussa on solmu u, joka esittdd jonoa
Sli...7], 0 < i < j < n, niin siind on myds solmu v, joka esittii jonoa
Sli+1...7].
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Todistus. Jos u on lehti, viite on selva.

e Jos u ei ole lehti, silla on ainakin kaksi lasta. Olkoon a ja b kaksi lapsiin
johtavien kaarten alkumerkkid. Talloin S[i. .. jla ja S[i... j]b esiintyvét
tekstissa 5.

e Siis my6s S[i + 1...j]a ja S[i+ 1...j]b esiintyvit tekstissd S, joten
loppuosapuussa taytiaé olla haarautumissolmu, joka esittdéd jonoa S[i+
1...4].

O

Esimerkki 4.2.2 Jonon S = banana$ loppuosapuu sisasolmujen loppuosa-
linkeilla.

e Loppuosapuuta voidaan myos kiyttad loppuosien joukon Aho-Corasick-
automaattina. Loppuosalinkit toimivat télloin korjaussiirtyminé. (ks.
Luku 4.3)

Triviaalialgoritmi
Esitetddn loppuosapuu seuraavasti:

e child(u,a) on wm lapsi v, johon u:sta menevéin kaaren nimen ensimmaéi-
nen merkki on a. Jos téllaista lasta ei ole, child(u,a) = L.

e parent(u) on solmun u vanhempi.

e start(u) on solmun wu esittdmén osajonon alkukohta ja depth(u) on
uw:n syvyys eli sen esittiméin jonon pituus. Siis u esittdd jonoa
S(start(u) . ..start(u) + depth(u)).

Triviaalialgoritmi muodostaa loppuosapuun lisiamalld loppuosat yksi kerral-
laan.
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Algoritmi 4.2.3 Triviaali loppuosapuun muodostus

Syote: Merkkijono S = S[0,n], S[n] =$.
Tuloste: S:n loppuosapuu.
(1) luo juurisolmu r; depth(r) := 0
) u:=r (* sijainti puussa on solmussa u tai sithen johtavalla kaarella *)
) d:= (* syvyys *)
) fori:=0tondo (* Lisétéén loppuosa S; *)
(* invariantti: S[i...7+ d) = S[start(u)...start(u) + d) *)
while d = depth(u) and child(u, S[i + d]) # L do
u := child(u, S[i +d]); d:=d+1
while d < depth(u) and Sistart(u) +d] = S[i +d] do d:=d +1
if d < depth(u) then (* pysdys keskelle kaarta *)
luo uusi solmu v
start(v) := i; depth(v) :=d
p := parent(u)
child(v, S[start(u) + d]) := u; parent(u) := v
child(p, S[i + depth(p)]) := v; parent(v) :=p
U=
luo uusi lehti w; (* w edustaa loppuosaa S; *)
start(w) := 4; depth(w) :==n —i+1
child(u, S[i + d]) := w; parent(w) :=u
d:=0u:=r

M~~~ —— — ~—— ~—— ~—

Loppuosalinkkien laskeminen

Triviaalialgoritmi ei laske loppuosalinkkejd, mutta ne voidaan modostaa kut-
sumalla seuraavaa proseduuria jokaiselle solmulle.

Proseduuri Set-slink(u)

(1) v := slink(parent(u))

(2) while depth(v) < depth(u) — 1 do

(3) v := child(v, S[start(u) + 1 + depth(v)])

(4) if depth(v) > depth(u) — 1 then

(5) luo uusi solmu w

(6) start(w) := start(u) + 1; depth(w) := depth(u) — 1
(7) p := parent(v)

(8) child(w, S[start(v) 4+ depth(w)]) := v; parent(v) := w
9) child(p, S[start(w) + depth(p)]) := w; parent(w) :=p
(10) vi=w

(11) slink(u) :=wv
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e Proseduuri etsii oikean kohdan puusta u:n vanhemman loppuosalinkkii
kiyttden ja lisdd siihen tarvittaessa uuden solmun.

_slink(parent(u))

-
-
-
-

parent(u)

_7slink(u)

e Solmun u vanhemman loppuosalinkki taytyy laskea ennen u:n loppuo-
salinkkid. Muuten laskentajirjestys on vapaa.

e Rivin 4 tarkistusta ja rivien 5-10 uuden solmun luontia ei tarvita, jos
proseduuria kutsutaan valmiissa puussa, koska lemman 4.2.1 perusteel-
la linkin kohdesolmu on aina olemassa. Ndmé rivit kuitenkin mahdol-
listavat proseduurin kutsun myés triviaalialgoritmin aikana esimerkiksi
heti u:n luomisen jilkeen.

e Huomaa, ettd algoritmi tutkii vain haaraumakohtien merkit polulla sol-
musta slink(parent(u)) solmuun slink(u).

— T&ma toimii oikein, jos v = slink(u) on olemassa tai ainakin kaari,
johon se luodaan, on olemassa.

— Néin on my0s triviaalialgoritmin suorituksen aikana: Koska u on
haaraumasolmu, sen kautta kulkee polku ainakin kahteen lehteen
Si ja S;. Talloin v:n kautta kulkee polku lehtiin S; 41 ja Sj11, joista
ainakin toinen on jo puussa. (Jos toinen puuttuu, se lisdtadn heti
seuraavaksi.)

McCreightin algoritmi

e Tarkastellaan triviaalialgoritmissa tilannetta, jossa loppuosaa S; edus-
tava lehti w; on juuri lisdtty solmun wu; lapseksi.

e Seuraavaksi pitdd lisdta lehti w;;, solmun w,;,; lapseksi. Triviaalialgo-
ritmi etsii solmun u;; tai sitd vastaavan kohdan juuresta alkaen.

e McCreightin algoritmi oikaisee kiyttien loppuosalinkkié.
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Algoritmi 4.2.4 McCreight

Syote: Merkkijono S = S[0,n], S[n] =$.
Tuloste: S:n loppuosapuu.
(1) luo juurisolmu r; depth(r) := 0; slink(r) :=r
(2) w:=mr; (* sijainti puussa on solmussa u tai sithen johtavalla kaarella *)
(3) d:= (* syvyys ¥)
(4) fori:=0tondo (* Lisdtdén loppuosa S; *)
(* invariantti: S[i...7+ d) = S[start(u)...start(u) + d) *)
while d = depth(u) and child(u, S[i + d]) # L do
u := child(u, S[i +d]); d:=d+1
while d < depth(u) and Sistart(u) +d] = S[i +d] do d:=d+1
if d < depth(u) then (* pysdys keskelle kaarta *)
luo uusi solmu v
start(v) := i; depth(v) := d; slink(v) := L
p := parent(u)
child(v, S[start(u) + d]) := w; parent(u) := v
child(p, S[i + depth(p)]) := v; parent(v) :=p
U=
luo uusi lehti w; (* w edustaa loppuosaa S; *)
start(w) := 4; depth(w) :==n —i+1
child(u, S[i + d]) := w; parent(w) :=u
if slink(u) = L then Set-slink(u)
d:=d—1; u:=slink(u)

—

Lause 4.2.5 Olkoon S, |S| = n, merkkijono vakioaakkostossa. McCreightin
algoritmi muodostaa S:n loppuosapuun ajassa O(n).

Todistus.

e Yhden loppuosa lisdys vie vakioajan lukuunottamatta riveja 5-7, jossa
kuljetaan solmusta slink(u;) solmuun w;;;, ja proseduurin Set-slink(u)
kutsua.
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e Jokainen askel riveilla 5 7 kasvattaa d:td. Ainoa kohta, jossa d pienenee
on rivi 19 ja sielldkin vain yhdelld (toisin kuin triviaalialgoritmissa).
Koska d ei voi kasvaa suuremmaksi kuin n, on riveilla 5-7 kuluva aika
yhteensda O(n).

e Proseduuri Set-slink(u) toimii vakioajassa lukuunottamatta rivien 2 ja 3
silmukkaa. Olkoon d’ kulloisenkin solmun « vanhemman syvyys. d’ voi
pienentya rivilla 19 loppuosalinkkid seurattaessa mutta enintdin yh-
delld. Jos kuitenkin seurattu loppuosalinkki luotiin juuri edellisen rivin
proseduurikutsulla ja kutsun aikana proseduurin silmukka suoritettiin
k > 0 kertaa, d’ ei pienene vaan kasvaa k — 1:ll4. Siten proseduurin
silmukka suoritetaan enintdéin O(n) kertaa.

O

4.3 Loppuosapuun sovelluksia

Esitetddn seuraavaksi joitakin esimerkkeja loppuosapuiden monista sovel-
luksista.

Hahmonsovitus

Aiemmin todettiin jo, ettd loppuosapuu mahdollistaa nopean hahmonsovi-
tuksen.

e Vaikka itse loppuosapuun muodostus laskettaisiin, on tarkka hah-
monsovitus asymptoottisesti yhtd nopeaa kuin Knuth-Morris—Pratt-
algoritmilla yhden hahmon tapauksessa tai Aho Corasick-algoritmilla
monen hahmon tapauksessa.

e Varsinainen hyoty saadaan, jos loppuosapuu voidaan muodostaa etu-
kiteen.

Loppuosapuuta kiytetdin myos likimaariaiseen hahmonsovitukseen.

e Useat pahimmassa tapauksessa O(kn) ajassa toimivat algoritmit pe-
rustuvat loppuosapuuhun.

e Luvussa 2.5 kuvattiin seulontamenetelmi, joka perustuu hahmon ja-
koon k4 1 palaseen ja palasten tarkkaan hahmonsovitukseen. Palasten
esiintymat 16ydetddn nopeasti loppuosapuun avulla.
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e Voidaan myos muodostaa hahmon k-ympéristo eli kaikki jonot, joiden
etdisyys hahmosta on enintdén k, ja etsid ne loppuosapuun avulla.

Merkkijonon sisdinen rakenne

Loppuosapuu paljastaa myos paljon tietoa jonon S sisdisesté rakenteesta.

e Jonon S erilaisten osajonojen lukumddrd on tdsmélleen loppuosatrien
(siis loppuosien joukon tiivistiméttoméan trien) solmujen lukuméara.
Loppuosapuusta tdmé luku saadaan laskemalla yhteen kaarten nimien
pituudet ja lisaamalla yksi (juuri/tyhjd jono). Aikavaatimus on O(n),
vaikka tulos on yleisesti ©(n?).

e Merkkijonon S pisin toistuva osajono on pisin jono, joka esiintyy vi-
hintddn kahdesti S:ssi. Loppuosapuun syvin sisdsolmu esittdd pisinté
toistuvaa osajonoa.

Yleistetty loppuosapuu

Loppuosapuu soveltuu myos kahden tai useamman jonon vertailemiseen.

e Kahden merkkijonon S ja T yleistetty loppuosapuu on jonon S£TS lop-
puosapuu. Huomaa, ettd S:n alueelta alkavien loppuosien yksiloiva al-
kuosa padttyy erotinmerkkiin £. Usemman jonon tapauksessa kaikkien
erotinmerkkien taytyy olla erilaisia. Yksittdisen merkin sijasta erotti-
mina voi olla my6s jonoja, jotka takaavat, ettd loppuosien yksilGivat
alkuosat eivit ulotu erottimien yli.

e Merkitdin jokaiseen lehteen, alkaako vastaava loppuosa S:sté vai T:sté.
Syvyyssuuntaisella lapikdynnilla voidaan jokaiselle sisdsolmulle laskea,
sisaltadko sen alipuu S-lehtia, T-lehtid vai molempia.

e Nyt syvin sisdsolmu, jonka alipuu sisaltda molempia, esittdd S:n ja T:n
pisintd yhteistd osajonoa.

e Siis pisin yhteinen osajono voidaan laskea lineaarisessa ajassa.
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Loppuosapuu Aho-Corasick-automaattina

Jonon S loppuosalinkeilld varustettu loppuosatrie on Aho-Corasick-
automaatti, kun loppuosalinkit toimivat korjaussiirtyminé.

My6s loppuosapuuta voidaan kiyttdd AC-automaattina. Korjaussiir-
tymé keskeltd kaarta tehddén kuten proseduurissa Set-slink() (mutta
luomatta uusia solmuja). Tdmén operaation tasattu aikavaatimus on
O(1) samalla argumentilla kuin loppuosapuun muodostusalgoritmissa.

Muodostetaan jonon S loppuosapuu ja selataan silli jonoa T kuten
AC-automaatilla.

Jos ennen merkin 7'[j] lukemista ollaan syvyydelld d, se tarkoittaa, etté
jollakin 4, S[i...i+d) =T[j —d...j). Jos T[j] aiheuttaa korjaussiir-
tymén, T'[j —d...j) on pisin T:n positiosta j — d alkava osajono, joka
esiintyy S:ssi.

Korjaussiirtymé kasvattaa j — d:td yhdelld ja siirtymé puussa alaspéin
el muuta j—d:ta. Siis selauksen aikana saadaan kaikkien 7":n loppuosien
pisimmaét alkuosat, jotka esiintyvit S:ssd. TAmé& on ns. tdsmdaystilasto.

Tasmaystilastosta saadaan helposti mm. pisin yhteinen osajono. Si-
ta kiytetddn myos esim. erdissi O(kn) ajassa toimivissa likiméaériisen
hahmonsovituksen algoritmeissa.

LCA-esikisittely

Loppuosapuun lisikisittelylld saadaan vield lisdéd sovelluksia.

Kahden solmun w ja v ldhin (alin/syvin) yhteinen esi-isi (LCA, lowest
common ancestor, tai NCA, nearest common ancestor) on syvin sol-
mu, joka on sekd u:n ettd v:n esi-isi. Mikd tahansa puu on mahdollista
esikdsitella siten, ettd kahden solmun ldhin yhteinen esi-isd 1oydetdan
vakioajassa. Ohitetaan tissa yksityiskohdat, mutta mychemmin esite-
tddn vastaava tulos loppuosataulukolle tarkemmin.

Loppuosapuussa kahden lehden ldhin yhteinen esi-isd esittda lehtien
edustamien loppuosien pisintd yhteistd alkuosaa. Se voidaan siis las-
kea vakioajassa mille tahansa loppuosille, kun loppuosapuu on LCA-
esikésitelty.



