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2.5  Seulontamenetelmat

e Edelld on kehitetty algoritmeja, joiden pahimman tapauksen aikavaa-

tivuudet ovat O(mn), O(kn), O(|m/w]n), tms.

e Monissa sovelluksissa ylldolevat aikavaativuudet ovat vield liian suuria;
tarvetta on lineaarisille tai jopa alilineaarisille ratkaisuille.

o Seulontamenetelmilla voidaan saavuttaa nama tavoitteet odotusarvoi-
sessa tapauksessa, kun sallittu virheiden méaérd k on tarpeeksi pieni.

e Seulontamenetelmien yleinen kehikko:

— Vaihe 1: Kaytetddn algoritmia F', jonka aikavaatimus on
O(f(m,n, k) + |Poccl|), seulomaan tekstistd joukko Pocc = {j}
mahdollisia esiintymien loppukohtia.

— Vathe 2: Kéytetddn algoritmia G, jonka aikavaatimus on
O(g(m,n, k,|Poccl|)), tarkistamaan onko kukin j € Pocc todel-
lisen esuintymdan loppukohta.

e Tavoitteena on valita F' ja G siten, ettd kokonaissuoritusaika
O(f(m,n, k) + |Pocc| + g(m,n, k, |Pocc|)) on mahdollisimman pieni.

— Kéyténndssi algoritmi G on esim. dynaaminen ohjelmointi tai
Myersin algoritmi.

— Jéljelle jaa valita algoritmi F' siten, ettd se toimii mahdollisimman
nopeasti, mutta samalla tulostaa mahdollisimman vihan vddarid
esiintymékandidaatteja.

Odotusarvoisesti lineaariaikainen seulontamenetelma

R. Baeza-Yates ja C. Perleberg. Fast and Practical Ap-
proximate String Matching. Information Processing Let-
ters, 59:21-27, 1996.

e Olkoon P hahmo, S teksti, ja k ylaraja virheiden maérélle.

e Etsitddn siis kaikkia S:n positioita j, joihin péaittyy jokin S:n osajono
Sji..j siten, ettd editointietdisyys D(P, Sy ;) < k.

e Johdetaan ongelman ratkaisemiseksi yksinkertainen seulontamenetel-
mé, joka perustuu seuraavaan lemmaan:
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Lemma 2.5.1 Jos hahmo P pilkotaan k+1:een palaseen P = P'P?. .. Pk+1
nin ainakin yksi palasista loytyy muuttumattomana minka tahansa likimdd-
raisen esuntyman sisaltd.

Todistus. Kukin muutos, lisdys tai poisto voi muuttaa enintdén yhta palasista.
Siten k editointioperaatiota voi muuttaa enintdan k:ta palasta. O

o Kiytetddn Lemmaa 2.5.1 seuraavasti:

— Vaihe 1: Etsitddn kaikkien k£ 4 1:n palasen tarkkoja esiintymié
tekstistd Aho-Corasick automaatilla.

— Vaihe 2: Tarkistetaan dynaamisella ohjelmoinnilla vaiheessa 1 16y-
tyneet mahdolliset esiintymékohdat.

e Algoritmin odotusarvoisen kiyttiytymisen analyysi:

— Vaihe 1 toimii aina ajassa O(n + |Pocc|) (vakioaakkostolla), joten
voidaan keskittyd vaiheen 2 analyysiin.

— Merkitédn luvulla E(r, n) r:n pituisen hahmon (palasen) odotusar-
voista esiintymien maaraé tekstissi, jonka pituus on n; oletetaan,
ettd hahmon ja tekstin merkit on riippumattomasti ja tasaisesti
valittu aakkostosta, jonka koko on o.

— Saadaan arvio 41
Brn)=""""""

o — 41’

Q

— Olkoon hahmo P jaettu palasiin P = P'P?... P**! missi kukin
|P?| > r ja r on suurin mahdollinen. Siis r = [m/(k + 1)].

— Kayttadmaélld odotusarvon lineaarisuutta, odotusarvo k + 1:n pa-
lasen yhteenlasketulle esiintymaméérélle, on korkeintaan (k +
1)E(r,n). Tamé on siis odotusarvo luvulle |Pocc|, eli vaiheen 1
antaman mahdollisten esiintymien joukon koolle.

— Jos kiytetddn dynaamista ohjelmointia tarkistusvaiheessa, yhden
esiintymékandidaatin tarkistamisen aikavaatimus on O(m?). Siten

g(m,n, k,|Pocc|) = O(m*(k + 1)E(r,n)) = O(m*—),

missd on kiytetty arviota k < m.

— Tarkistusvaihe toimii odotusarvoisesti lineaarisessa ajassa jos
m?’g—”r < c¢-n, jollain vakiolla ¢ > 0. Ratkaisemalla tdma r:n suhteen
saadaan

r > 3log, m — log, ¢ = Q(log, m)
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— Siis tarkistusvaihe voidaan ratkaista odotusarvoisesti lineaarisessa
ajassa kun

k+1§m/r:(’)( m )

log, m

Lause 2.5.2 Olkoon hahmo P = py---p, ja teksti S = sy---s,. Ylld
kuvattu seulontamenetelmd toimii odotusarvoisesti ajassa O(n), kun k =

O(m/log, m).

e Vaihe 2 voidaan itse asiassa ratkaista odotusarvoisesti ajassa O(n/m),
kun ylld ¢ - n korvataan ¢ - n/m:lla. Ehto k& = O(m/log, m) pysyy
ennallaan.

e Vaihe 1 voidaan myo0s ratkaista odotusarvoisesti ajassa O(nlogT"”ﬂ =
(’)(nklog#m) kdyttden optimaalista monen hahmon etsimiseen tarkoi-
tettua algoritmia (esim. MultiBDM (Crochemore & Rytter: Text Algo-

rithms. Oxford University Press, 1994)).

e Saadaan siis algoritmi, joka on odotusarvoisesti lineaarinen, kun k =
©(m/ log, m), ja alilineaarinen, kun k = o(m/ log, m).

e Ongelmaan on kehitetty useita muitakin odotusarvoisesti lineaari-
sia/alilineaarisia ratkaisuja.

e Chang & Marr (Proc. 5th Symp. on Combinatorial Pattern Matching,
259-273, 1994) todistavat, etta Q(n(kﬂoinf"m)) on alaraja ongelman odo-
tusarvoiselle vaativuudelle. He antavat myos optimaalisen algoritmin

tapaukseen k < 2 — O(%).
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Luku 3

Merkkijonojen jarjestaminen ja
hakurakenteet

e Jirjestdmisalgoritmit ja hakurakenteet, kuten bindaripuut, ovat kaik-
kein perustavinta lajia olevia algoritmeja ja tietorakenteita.

e Niilld on my6s ldheinen yhteys toisiinsa. Jarjestetty taulukko mahdol-
listaa nopean bindadrihaun. Toisaalta jarjestdminen voidaan tehda li-
siaamalld alkiot binddripuuhun ja poimimalla ne sieltd jarjestyksessa.

e Alkioiden vertailuihin perustuvia perusalgoritmeja ja -tietorakenteita
voi kiyttdd myds, kun alkiot ovat merkkijonoja, mutta vertailujen
hitauden vuoksi algoritmit hidastuvat. Téssd luvussa ndhdain, etta
erityisesti merkkijonoille tarkoitetuilla algoritmeilla ja tietorakenteilla
padstadn parempiin tuloksiin.

e Huomaa, ettd ongelmana on nimenomaan vertailut, ei esimerkiksi siir-
tely.

Esimerkki 3.0.3

E—»jérjesté : jarjesta
——ndmi nama

| J—merkkijonot = B merkkijonot

1 —aakkoselliseen A aakkoselliseen

_——>jérjestykseen 7 jarjestykseen

ol
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3.1 Merkkijonovertailuihin perustuva jarjesta-
minen

e Alkioiden vertailuihin perustuvia jérjestdmisalgoritmeja on lukuisia,
esim. lisdys-, lomitus-, keko-, ja pikajarjestiminen.

e Tunnetusti jokainen vertailuihin perustuva algoritmi tarvitsee vihin-
taan Q(nlogn) vertailua n:n alkion jarjestdmiseen (sekd pahimmas-
sa ettd keskimédriisessd tapauksessa). Monille algoritmeille O(nlogn)
vertailua myos riittaa.

e Kun alkiot ovat merkkijonoja, O(nlogn) vertailua ei kuitenkaan tar-
koita aikavaatimusta O(nlogn).

Miairitelmi 3.1.1 Olkoon A = A[0...m) = apa1- Ay ja B =
B[0...n) = boby---b,_1 kaksi merkkijonoa jirjestetyssi aakkostossa 3,
|X| = 0. Jono A on aakkosjérjestyksessé pienempi kuin B, merkitiin A < B,
Jos ja vain jos joko

e m<njaA=DB[0...m) (eli A on B:n aito alkuosa) tai

e on olemassa 0 < i < min{m,n}, jolla A[0...i) = B[0...1) ja a; < b;.

Lause 3.1.2 Olkoon R = {S1,Ss,...,S.} joukko merkkijonoja jarjestetyssai
aakkostossa X, |X| = o. Joukon R jarjestaminen aakkosjirjestykseen ylei-
selld alkioiden vertailuihin perustuvalla algoritmilla vaatii 2(nlognlog, n)
merkkivertailua.

Todistus.

e Olkoon k = |(log,n)/2]. Olkoon R,, a € oF, niiden R:n jonojen
joukko, joiden alkuosa on «. Siis R, = {S € R | a on S:n alkuosa}.
Olkoon n, = |R,| kaikilla a € o*.

e Tarkastellaan joukon R, jonojen keskiniisissd vertailuissa tarvittavien
merkkivertailujen maaraa:

— Jokainen keskindinen vertailu vaatii véhintddn |a| = k merkkiver-
tailua.

— Mikéaén jonovertailu, jonka osapuolista ainakin toinen on R,:n ul-
kopuolelta, ei tuota mitddn informaatiota R,:n sisdisestd jérjes-
tyksesta.
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— Jérjestdmisen yleisen alarajan perusteella tarvitaan (n, logn,)
Rq:n sisiisté jonovertailua ja siis Q(kn, log n,) merkkivertailua.

o Yhteensd merkkivertailuja tarvitaan siis ainakin Q(k > .« nq logng).

e Koska ) . «na > n/2 ja vlogz on konkaavi funktio (derivaatta on
kasvava eli toinen derivaatta on suurempi kuin 0 kaikilla z > 0), pétee

1
Z ng logng > nlog(n/o®) > nlog/n = §nlogn :

acok

g

e Vakioaakkostolla yleinen algoritmi vaatii siis ainakin Q(nlog?n) ajan
n:n merkkijonon jirjestdmiseen.

e Merkkijonojen erikoisluonteen huomioonottavalle algoritmille tdma ala-
raja ei pade. Merkkivertailuihin perustuvalle algoritmille saadaan kui-
tenkin loyhempi alaraja.

Maaritelma 3.1.3 Olkoon S merkkijono ja R = {S1,...,S,} joukko merk-
kijonoja. Jonon S yksiloiva alkuosa joukossa R on lyhin S:n alkuosa, joka
erottaa sen kaikista muista R:n jonoista. Merkitddn S:n yksiléivin alkuosan
pituutta dpgr(S) ja merkitddn R:n jonojen yksiloivien alkuosien pituuksien

summaa DP(R) = >""  dpr(S;).

Esimerkki 3.1.4 Yksiloivdt alkuosat:

a akkoselliseen
jarjesty kseen
jarjesta

m erkkijonot

n ama

Lause 3.1.5 Olkoon R = {S1, S, ..., Su} joukko merkkijonoja jarjestetyssi
aakkostossa ¥, |X| = o. Joukon R jirjestiminen aakkosjirjestykseen merk-
kivertailuihin perustuvalla algoritmilla vaatii Q(DP(R)+nlogn) merkkiver-
tailua.



54LUKU 3. MERKKLIONO.JEN JARJESTAMINEN JA HAKURAKENTEET

Todistus.

e Joukon jarjestiminen vaatii selvisti, ettd kaikki yksiloivien alkuosien
merkit tutkitaan. Téstd saadaan alaraja Q(DP(R)).

e Yleisen jirjestdmisen alarajan perusteella pétee alaraja Q(nlogn).

3.2 Merkkijonopikajarjestaminen

Jon L. Bentley & Robert Sedgewick: Fast Algo-
rithms for Sorting and Searching Strings. Teoksessa
Proc. 8th Annual ACM-SIAM Symposium on Disc-
rete Algorithms, sivut 323-350, 1997.

e Pikajirjestdminen on osoittautunut kiytdnnossd nopeimmaksi yleis-
kiyttoiseksi jarjestdmisalgoritmiksi.

e Tarkastellaan seuraavaksi merkkijonojen jirjestimiseen muokattua va-
riaatiota pikajérjestamisesta.

Terniiripikajirjestdminen

e LEsitetddn ensin peruspikajirjestimisen muunnelma, joka perustuu ja-
koon kolmeen osaan tavallisen kahden sijasta.

Algoritmi 3.2.1 Ternddripikajirjesti(R)

Sy6te: (Moni)joukko R.

Tuloste: Joukon R alkiot nousevassa jarjestyksessé.
1) if |R| <1 then return R;

valitse jakoalkio = € R;
R.:={seR|s<uz}
R_:={seR|s=uz};

={s€eR|s>uz};

R_ := Ternééripikajirjesti(R<);

R~ := Ternééripikajarjesti(Rs );

return R. - R— - R+ ;

(
(2
(3
(4
(5
(6
(7
(8

o =2
\
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e Algoritmi on téssi esitetty abstraktissa muodossa, joka tuo sen raken-
teen selkedsti esiin. Kaytdnnon toteutuksessa joukko R on talletettu
taulukkoon ja sen osajoukot ovat taulukon osavileja.

e Normaali pikajirjestiminen jakaa joukon R kahteen osaan R< ja R,
joista molemmat voivat sisdltda joukon R_ alkioita. Jako kolmeen on
hivenen kahteenjakoa hitaampi kiytdnnossi, mutta vain hivenen.

e Kuten normaalissa pikajirjestamisessi, algoritmin nopeus riippuu ja-
koalkion valinnasta:

— Optimaalinen jakoalkio, R:n mediaani, on mahdollista laskea li-
neaarisessa ajassa, jolloin pahimman tapauksen aikavaatimus on

O(nlogn).

— Jakoalkion valinta satunnaisesti tuottaa odotusarvoiseksi aikavaa-
timukseksi O(nlogn).
— Kéytannossa kannattaa valita muutaman alkion otoksen mediaa-

ni.

Oletetaan jatkossa optimaalinen jakoalkion valinta.

Merkkijonopikajirjestiminen

e Merkkijonopikajarjestdminen on kuin terndéripikajarjestaminen, mut-
ta se tekee jaon vain yhden merkkiposition, ei koko merkkijonon perus-
teella.

Algoritmi 3.2.2 Merkkijonopikajirjesti(R,()

Syote: Joukko R merkkijonoja ja niiden yhteisen alkuosan pituus /.
Tuloste: Joukko R aakkosjérjestyksessa.

(1) if |R| <1 then return R;

(2) wvalitse jakoalkio X € R;

B) R<:={SeR|S[] < X[}

(4) R=:={SeR|S[=X[]}

(5) R>:={SeR|S[] > X[}

(6) R« := Merkkijonopikajirjesti(R <, ¢);

(7) R= := Merkkijonopikajarjesti(R=, ¢ + 1);
(8) Rs := Merkkijonopikajarjesti(R~, );

(9) return R.-R—-Rs;

e Ensimmaisessi kutsussa ¢ = 0.
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Esimerkki 3.2.3 Mahdollinen jako erddlld syotteelld, kun € = 2.
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Lause 3.2.4 Merkkijonopikajdrjestiminen jarjestid merkkijonojoukon R =

{S1,52,...5.}

Todistus.

ajassa O(DP(R) + nlogn).

e Riveilld 3-5 suoritetut vertailut hallitsevat aikavaatimusta.

e Kiytetddn tasoitettua analyysid merkkivertailujen madrian analyysiin.
Vertailun kustannus veloitetaan joko merkkijonolta tai yksittédiselta

merkilta vertailun tuloksen perusteella:

1. 5[] =

X[¢]: Veloitetaan kustannus merkilta S[¢].

— Nyt merkkijono S joutuu joukkoon R_, jonka jarjestivissa
rekursiokutsussa yhteisen alkuosan pituus kasvaa ¢ + 1:een.
Siten merkki S[/] ei osallistu jatkossa vertailuihin ja sille tu-
leva kokonaiskustannus on yksi.

— Algoritmi ei tutki merkkejé, jotka ovat yksildivien alkuosien
ulkopuolella. Siten merkkivertailuja, joiden tulos on yhtasuu-
ruus, on enintddn DP(R).

2. S[f] # X[f]: Veloitetaan kustannus merkkijonolta S.

— Nyt merkkijono S joutuu joukkoon R. tai R~. Olettaen op-
timaalinen jakoalkion valinta, timén joukon koko on enintdén

R|/2.

— Jokainen jonolta S veloitettava vertailu siis puolittaa S:n
sisiltdvin joukon koon. Siten S:lle tuleva kokonaislasku on
enintddn logn.

e Siis yhtdsuuruusvertailuja on enintdéin DP(R) ja erisuuruusvertailuja
enintdan nlogn.

O



