582206 Laskennan mallit

luennot syksylla 2009*, periodit I-II
Juha Karkkainen

e tietojenkasittelytieteen aineopintokurssi, 6 op, paaaineopiskelijoille
pakollinen

e esitietoina Tietorakenteet (ja sen esitiedot, erityisesti Johdatus
diskreettiin matematiikkaan)

e Opittuja asioita sovelletaan ja ymmarrysta syvennetaan mm.
algoritmeihin ja koneoppimiseen liittyvilla kursseilla

*Perustuu Jyrki Kivisen edellisvuosien luentoihin



Annettava opetus, kurssin suorittaminen

e luentoja 2 tuntia viikossa
e harjoituksia 2 tuntia viikossa; tarkemmin seuraavilla kalvoilla
e kaksi kurssikoetta (kummankin periodin tenttiviikolla)

e kurssikirja Sipser: Introduction to the Theory of Computation,
luvut 1—4 (ja pienia osia myohemmista luvuista)

e (ei luentoja eika harjoituksia tenttiviikoilla eika valiviikolla)

e Huom. kurssin arvioitu tyomaara on 160 tuntia (eli syksyn aikana
keskimaarin yli 10 tuntia viikossa)

e maksimipisteet harjoituksista 10 4+ 2 (tarkemmin seuraavilla sivuilla),
tenteista 24 4 24, yhteensa 60; hyvaksymisraja n. 30, arvosanan 5/5
raja n. 50



Laskuharjoitukset

Paritonnumeroisilla harjoituskerroilla (periodin I viikolta 1 alkaen joka
toinen kerta) kasitelladan kotitehtavia:

e laitoksen " perinteinen” harjoitusmuoto: opiskelijat ratkaisevat tehtavat
etukateen, laskaritilaisuudessa ratkaisut Kirjataan kalvolle ja esitetaan

ryhmatyona
e 4 tehtavaa per viikko, yhteensa siis 24 tehtavaa

e kotitehtavien tekeminen on pakollista: ainakin 8 tehtavaa vaaditaan

e tehdyista kotitehtadvista saatavat pisteet (max. 10):

tehtévié‘ alles 8 9 10 11 12 14 15 16 17 18 20
pisteita | hylatty 0 1 2 3 4 5 6 4 8 9 10

Kaytannossa kurssin menestyksekas opiskeleminen edellyttaa huomattavasti
minimin ylittavaa tehtavien ratkaisemista.



Parillisnumeroisilla harjoituskerroilla (periodin I viikolta 2 alkaen joka
toinen kerta) perustehtdvia ja yhteistehtavia:

Perustehtavat ovat suoria sovelluksia luennoilla esitetyille tekniikoille.
Tarkoitus on, etta kukin opiskelija ratkaisee ne etukateen ja ne
kasitelladan laskaritilaisuudessa melko lyhyesti (ellei ilmene
keskustelunaihetta).

Yhteistehtavien tarkoituksena on harjoitella laskarinpitajan avustuksella
ongelmanratkaisua. Tehtaviin on syyta tutustua etukateen ja varmistaa,
etta muistaa asiaan liityvat maaritelmat jne., mutta varsinainen
ratkaisun miettiminen on tarkoitus jattaa laskaritilaisuuteen.

Parillisnumeroisista harjoituskerroista saa pisteita osallistumiskertojen
mukaan: yksi osallistuminen 1 piste, kaksi tai useampia osallistumisia 2
pistetta.



Sisallysluettelo

0. Johdanto: yleiskatsaus, esitietojen kertaus
Saannolliset kielet: aarelliset automaatit, saannolliset lausekkeet

. Yhteydettomat kielet: pinoautomaatit, yhteydettomat kieliopit

w N oF

Ratkeavuus: Turingin koneet, ratkeavat ja ratkeamattomat ongelmat;
laskennan vaativuus (lyhyesti)

e Adrelliset automaatit, pinoautomaatit js Turingin koneet ovat
Mmatemaattisia abstraktioita laskentalaitteille.

e Saannollisyys, yhteydettomyys ja ratkeavuus ovat laskentaongelmien
vaikeusluokituksia.



Kurssin peruskysymys on

Mitka periaatteelliset seikat rajoittavat automaattista laskentaa (ja
siis erityisesti nykyisia tietokoneita)?

Kurssilla opitaan, miten tallaiset asiat voidaan esittaa tasmallisesti.

e Automaatteja tarkastelemalla opimme, miten laskentaan liittyvia
iImidita mallinnetaan ja analysoidaan.

e Vaikeusluokitusten avulla voimme tasmalleen rajata, millaisia asioita
esim. aarellinen automaatti osaa laskea.

e Erityisesti ratkeamattomat ongelmat ovat sellaisia, ettei niita voi
ratkaista millaan nykytietamyksen mukaisella laskentalaitteella.



Kurssin asioilla on myos kaytannon sovelluksia:

e Aidrelliset automaatit ja sddnndlliset kielet ovat tirkeita
merkkijonoalgoritmeissa

e erilaisia automaatteja kaytetaan hajautettujen jarjestelmien
mallintamisessa

e yhteydettomat kielet ovat tarkeita luonnollisen kielen ja
ohjelmointikielten kasittelyssa

e ratkeamattomiin ongelmiin voi tormata ainakin tekoalyssa ja formaalissa
verifioinnissa (jos ei osaa varoa).

Talla kurssilla sovelluksiin ei ehdita kuin hyvin pintapuolisesti.



Tavoitteet: kurssin jalkeen opiskelija

* tuntee automaattien ja kielioppien tarkeimmat luokat ja niiden yhteydet

+ o0saa muodostaa automaatteja ja Kielioppeja annetuille yksinkertaisille
Kielille

-+ o0saa soveltaa kurssilla esitettyja muunnoksia automaatti- ja
kielioppiformalismien valilla

x ymmartaa Churchin-Turingin teesin ja sen seuraukset
* tuntee keskeisimmat ratkeamattomuustulokset ja niiden seuraukset
-+ o0saa laatia yksinkertaisia ratkeamattomuustodistuksia

X 0Ssaa formalisoida laskentaan liittyvia ongelmia ja esittaa formalismeihin
perustuvia tasmallisia argumentteja.

Kurssilla on teknisia (+), kasitteellisia () ja metodisia (x) tavoitteita.
Listaan kannattanee palata kurssin aikana.



0. Johdanto

Erasta suosittua maaritelmaa mukaillen tietojenkasittelytiede tutkii,
1. millaiset tietojenkasittelytehtavat on mahdollista automatisoida ja

2. miten tama automatisointi tulisi suorittaa.

Tietojenkasittelytieteen peruskursseilla keskitytaan yleensa konstruktiiviseen
puoleen eli kysymykseen 2. Talla kurssilla tarkastellaan kysymysta 1.

Osoittautuu (yllattaen? odotetusti?), etta tosiaan on olemassa tehtavia,
joita ei periaatteessakaan voi automatisoida. Tama tarkoittaa paljon
enemman kuin pelkastaan, etta automatisointia ei (viela?) osata tehda.
Tallaisten vaittamien perusteleminen edellyttaa tietysti, etta kasitteet
maaritellaan huolellisesti.



Laskettavuuden teoria

Edellisella sivulla mainittu automatisointi tarkoittaa taman kurssin kannalta
algoritmin esittamista. Intuitiivisesti algoritmi kuvaa
tietojenkasittelyprosessin niin tasmallisesti, etta se voidaan taman kuvauksen
perusteella suorittaa mekaanisesti (ilman "luovaa ajattelua”).

Mekaanisen laskennan tarkemmaksi maarittelemiseksi, eli algoritmikasitteen
matemaattiseksi formalisoimiseksi, on kaksi |lahestymistapaa:

1. Lahdetaan liikkeelle tyhjasta ja mietitaan, mita voidaan pitaa
mekaanisena laskentana.

2. Otetaan lahtokohdaksi nykyiset tietokoneet, jotka selvasti suorittavat
mekaanista laskemista, ja pelkistetaan pois epaolennaisuudet.
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Koska mekaaninen laskenta on keskeista matematiikan perusteiden
tarkastelussa, matemaatikot ja loogikot miettivat asiaa paljon 1930-luvulla.
He sovelsivat luonnollisesti lahestymistapaa 1.

Jos taas halutaan soveltaa tuloksia kaytannon tietojenkasittelyyn,
lahestymistapa 2 tuntuisi lupaavammalta.

Onneksi osoittautuu, etta lahestymistavat 1 ja 2 johtavat samaan
algoritmikasitteen formalisointiin.

Siis matemattista logiikkaa ja tietokoneita koskevilla periaatteellisilla
rajoituksilla on syvallinen yhteys.

Laskettavuuden teoria tarkastelee naita rajoituksia, eli sita millaisille
ongelmille on olemassa ratkaisualgoritmi.
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Laskennan vaativuus

Laskettavuuden teoriassa algoritmeja tarkastellaan olettaen, etta

kaytettavissa on mielivaltaisen paljon resursseja (laskenta-aikaa, muistia, ...).

Laskennan vaativuusteoriassa kysytaan, millaisille ongelmille on olemassa
tehokas algoritmi. Yleisimmin tama tarkoittaa, etta laskenta-ajan pitaisi
skaalautua kohtuullisesti (esim. polynomisesti) syotteen koon suhteen.

Jos tehokasta algoritmia ei ole, joudutaan miettimaan korvikkeita:
satunnaisalgoritmit, approksimointialgoritmit, rajoittuminen helppoihin

erikoistapauksiin, ...

(Talla kurssilla ei juuri kasitella laskennan vaativuuskysymyksia.)
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Automaattiteoria

Kun on saatu valmiiksi abstrakti malli tietokoneelle, voidaan kysya, mika
muuttuu, jos mallista jatetaan jokin piirre pois. Rajoitettujen mallien
tarkasteleminen auttaa ymmartamaan yleisempia malleja.

Adrellinen automaatti on hyvin yksinkertainen (abstrakti) laskentalaite, jolla
kuitenkin voi tehda mielenkiintoisia asioita. Teoreettisen mielenkiinnon
lisaksi se on hyodyllinen kaytannossa ohjelmointi- ja mallinnustekniikkana.

Yhteydettomat kieliopit ovat hieman aarellisia automaatteja
ilmaisuvoimaisempi mekanismi, jolla on tarkeita sovelluksia esim.
ohjelmointikielten maarittelemisessa ja kaantamisessa ja luonnollisen kielen
mallintamisessa.

Kurssilla aloitamme aarellisista automaateista, jotka yksinkertaisuutensa
takia ovat hyva paikka harjoitella tarvittavia ajattelutapoja. Etenemme
sitten yhteydettomien Kkielioppien kautta yleiseen laskettavuuteen.
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Matemaattisia perustietoja [Sipser luku 0.2]

Logiikan, joukko-opin ja verkkojen peruskasitteet edellytetaan tutuiksi
kursseilta Johdatus diskreettiin matematiikkaan ja Tietorakenteet. Kurssilla
tehdaan jonkin verran induktiotodistuksia, mutta ne eivat ole keskeisessa
roolissa.

Jatkossa ajattelemme yleensa, etta algoritmin (tms.) syotteena on jokin
merkkijono. Tata varten tarvitsemme ensin aakkoston, joka voi olla mika
tahansa aarellinen joukko.

Esimerkkeja tyypillisista aakkostoista:

ASCII-merkistd

>, = {0,1}
>, = {a,b,c,...,z}
M = {AC,G T}
> = {HiiriVasen, HiiriKeski, HiiriOikea,
ShiftHiiriVasen, ShiftHiiriKeski, ShiftHiiriOikea }
s = {Renault, Ferrari,McLaren, muu }

Kuten yleensdkin, |-| tarkoittaa alkioiden lukumaarad; siis ylla || = 4.
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Aakkoston > merkkijono on mika tahansa aarellinen jono joukon 2 alkioita
(eli merkkeja eli symboleita). Esim. 00010 on aakkoston >; merkkijono.
Merkkijonon z pituutta merkitadan |z|; siis |[00010| = 5. Symbolilla &
merkitaan minka tahansa aakkoston tyhjaa merkkijonoa, jonka pituus on
nolla.

Merkkijonon w = wiws . ..w, kddnteismerkkijono on w™ = w,wy,_1...w1.

Merkkijono v on merkkijonon w 0sajono, jos v esiintyy yhtenaisena osana
merkkijonossa w. Siis acad on merkkijonon abracadabra 0sajono, mutta rcd ei
ole.

Merkkijonojen v = v1...v, Ja w = w1 ...w,;; Konkatenaatio on
VW = V1...VpW1...Wn. SiiS v OoN merkkijonon w 0sajono, jos w = xzvy joillakin
merkkijonoilla x ja y.

Kun k € N, niin merkkijonon w konkatenaatiota itsensa kanssa k kertaa
merkitdan wk. Siis |wk| = k|w| ja erityisesti w® = ¢.

15



Mita tahansa (darellista tai aaretonta) joukkoa annetun aakkoston
merkkijonoja sanotaan (formaaliksi) kieleksi. Merkinta >* tarkoittaa kielta,
Jossa on kaikki aakkoston > merkkijonot.

Esimerkki 0.1: Olkoon R aakkoston {4,—,0,...,9} kieli, joka koostuu
yksinkertaisista kokonaislukuvakioista (esim. hieman yksinkertaistetussa
Java-kielessd). Siis 0 € R, +7326 € R ja —32 € R, mutta 2+ 3 ¢ R.

Kieli R on esimerkki saanndllisesta kielesta (luku 1). O

Esimerkki 0.2: Olkoon S aakkoston {+,—,%,(,),0,...,9} Kieli, joka
koostuu laillisista kokonaislukulausekkeista. Esim. 14+ 1 € S ja
(14+424+3)x4—-5¢€ S, mutta (1+2)) €S ja3+¢&S.

Kieli S on esimerkki yhteydettomasta kielesta (luku 2). O

Esimerkki 0.3: Muodostukoon ASCII-aakkoston kieli T' niista C-kielisista
ohjelmista, jotka tyhjalla syottotiedostolla joutuvat ikuiseen silmukkaan.

Kieli T' on esimerkki ratkeamattomasta kielesta (luku 3). O
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Jatkossa tarkastellaan laskentalaitteita, joiden syote on mika tahansa
aakkoston merkkijono mutta tuloste on kylla tai ei. Tallainen laskenta
voidaan samaistaa formaalin kielen kanssa (niiden syodtteiden joukko, joilla
vastaus on " kylla").

Pitaytyminen kylla/ei-vastauksiin ei itse asiassa ole oleellinen rajoitus.
Tarkastellaan yleisempada laskentaa, jossa myos tuloste on merkkijono. Syote
voidaan aina ajatella koodatuksi yhdeksi merkkijonoksi, vielapa
bindariaakkostossa { 0,1 }; samoin tuloste. Laskentaongelman prototyyppi on
Siis

Annettu: syote x € {0,1}"

Laskettava: oikea tuloste y € {0,1}".

Tallainen ongelma voidaan palauttaa joukoksi kylla/ei-kysymyksia:

Annettu: syote zx € {0,1}"
Kysymys A: onko oikeassa tulosteessa ainakin k bittia?
Kysymys B: onko oikean tulosteen k. bitti ykkonen?
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1. Saannolliset Kielet

Aarellinen automaatti on hyvin yksinkertainen laskennan malli (eli abstrakti
laskentalaite). Saanndlliset kielet on se luokka laskentaongelmia, jonka nain
vksinkertaisella laitteella pystyy ratkaisemaan. Nailla tekniikoilla on
sovelluksia esim. merkkijonoalgoritmeissa.

Taman luvun jalkeen opiskelija

e 0OSaa selittaa aarelliset automaatit, saannolliset lausekkeet ja niiden
suhteen

e 0Saa muodostaa vksinkertaisia aarellisia automaatteja ja saannallisia
lausekkeita

e 0OSaa tehda muunnoksia determinististen ja epadeterminististen
aarellisten automaattien ja saannodllisten lausekkeiden valilla

e 0OSaa osoittaa kielen ei-saannolliseksi esim. pumppauslemmalla.
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Aarellinen automaatti: johdattelua [Sipser s. 31-34]

Havainnollistamme aarellista automaattia tilanteessa, jossa
kahviautomaatista voi ostaa kahvin 50 sentilla.

Laite hyvaksyy 10 ja 20 sentin kolikoita. Kahvia saa vain maksamalla tasan
50 senttia. Laitteessa on kuitenkin rahanpalautuspainike, jolla saa takaisin
kaikki sinne laittamansa rahat.

Muodostamme aarellisen automaatin, jonka syotteena on jono aakkoston
{10,20,P } symboleja. Nama esittavat koneeseen laitettuja 10 ja 20 sentin
kolikoita ja palautusnappulan painalluksia.

Automaatin taytyy muistaa sen verran, etta se tietaa, milloin sen saama
rahamaara viimeisen rahanpalautuksen jalkeen on tasan 50 senttia. Taman
se tekee siirtymalla syotteen maaraamalla tavalla tilasta toiseen. (Tiloja on
aarellinen maara, mista mallin nimi.)
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Saamme seuraavanlaisen aarellisen automaatin:

10
20

20



Automaatilla on

tiloja (7 kappaletta), jotka on esitetty ympyroina ja nimetty 0, 10,
20, 30, 40, 50 ja Y,

siirtymia, jotka on esitetty tilojen valisina kaarina;

aakkosto, jonka symboleilla siirtymat on merkitty;

alkutila (tila 0), joka on merkitty tyhjasta tulevalla kaarella; ja

hyvaksyva tila (tila 50), joka on rengastettu.

Tilojen nimet on tdssa valittu kuvaaviksi (ne kertovat, paljonko rahaa
koneessa on), mutta automaatin toimintaan nimet eivat vaikuta. Tilassa Y
rahaa on liikaa. Tilassa 50 rahaa on tasan oikea maara.

Kaikissa tiloissa palautuspainike nollaa rahat. Kolikon laittaminen koneeseen
taas " kasvattaa laskuria” vastaavalla maaralla. Tilassa Y kone pyOrii
silmukassa seka 10 etta 20 sentin syoOtteella, kunnes tulee P.
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Aarellinen automaatti: formaali maaritelma [Sipser s. 35—41]

Airellinen automaatti on viisikko (Q, X, 6, qo, F), missa

1. @ on aarellinen tilajoukko; sen alkioita sanotaan tiloiksi
2_ on aarellinen aakkosto
d: Q X X — @ on siirtymafunktio

qgo € @ on alkutila

ok W N

F C @Q on hyvaksyvien tilojen joukko (joita toisinaan hieman
harhaanjohtavasti kutsutaan lopputiloiksi).

Siirtymafunktio on tassa kaikkein kiinnostavinta. Jos tiloilla ¢ ja ¢’ ja
symbolilla a € > patee §(q,a) = ¢/, niin intuitiivisesti tama tarkoittaa, etta
jos ollaan tilassa ¢ ja seuraavaksi tulee merkki a, niin siirrytaan tilaan ¢'.
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Esimerkki Tarkastellaan aarellista automaattia M; = (Q, X, 6, qo, F'), missa

1. Q:{qO7Q17qQ};
2. ¥ ={0,1},

3. 6 saadaan taulukosta

%) 0 1
qo | 91 qo
q1 | 91 Qg2
g2 | 91 9o

(SiiS esim. 5(q170) —q1 .ja 5((]17 1) — QQ);

4. alkutila on qo ja

5. F={q¢}.
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Edellisen sivun automaatti M7 voidaan esittaa havainnollisemmin
tilakaaviona

Automaatin toiminta syotteella 1001101 voidaan kuvata siirtymajonona

1 0 0 1 1 0 1
q0o 7 qo — g1 — q1 — q2 — qo — g1 — Q2.

Syotemerkkien loppuessa automaatti on hyvaksyvassa tilassa ¢», ja
sanomme, etta se hyvaksyy merkkijonon 1001101.

Toisaalta syotteen 00100 automaatti hylkaa: qo N q1 A q1 N qo 9 q1 A q1 Jja

paadymme ei-hyvaksyvaan tilaan q;.
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Formalisoimme nyt edella kuvatun laskennan.

Jos M = (Q, X, 6, qo, F) on aarellinen automaatti ja w =w;...w, ON n
merkkia pitka aakkoston > merkkijono, niin automaatti M hyvaksyy
merkkijonon w, jos on olemassa n + 1 tilan jono (rg,r1,...,rn) € Q"1 jolla

® o — qo,
® Ti41 = 5(7“@,’(1)2'4_1) kun 0<:<n-—1 ja

o 1, € F.

Siis laskenta alkaa alkutilasta, noudattaa syotemerkkien mukaisia siirtymia ja
paatyy hyvaksyvaan tilaan.

Jos M ei hyvaksy, se hylkaa merkkijonon w.
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Reunahuomatus: miksi formalismia

e On sinansa arvokasta, etta laskenta saadaan esitetyksi tasmallisessa
matemaattisessa muodossa.

e Jatkossa haluamme esittaa vaitteita muotoa

Kaikki aarelliset automaatit toteuttavat ehdon p
ja konstruktioita

Mista tahansa ehdon r toteuttavasta automaatista voidaan
muodostaa automaatti, joka toteuttaa ehdon s.

Tata voidaan tiettyyn rajaan saakka tehda piirtamalla kuvia, mutta
uskottavuuden ja ymmarrettavyyden rajat tulevat melko pian vastaan.

e Matemaattinen formalismi on voimakas tyokalu, jota on hyva opetella
kayttamaan.
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Automaatin M tunnistama kieli L(M) on kaikkien niiden merkkijonojen
joukko, jotka M hyvaksyy. Esim. edellista automaattia M; tarkastelemalla
voidaan todeta, etta se hyvaksyy tasan ne merkkijonot, jotka loppuvat 01;

Siis
L(M1) ={wi...w,01|n>0,w €{0,1} kaikilla 4.}

Sanomme, etta kieli A on saanndllinen, jos jokin aarellinen automaatti
tunnistaa sen, ts. A = L(M) jollain M.

Huomaa, etta saanndllisyys on kielen ominaisuus, ei yksittaisen merkkijonon.
Ei ole mielekasta kysya yksittaisesta merkkijonosta, onko se saannollinen.

(Mista tahansa merkkijonosta w € >* voidaan toki muodostaa yksialkioinen
Kieli {w } C X*, joka on selvdsti saanndllinen.)
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Airellinen automaatti on hyvin rajoittunut laskennan malli. Esim. niinkin
yksinkertainen kieli kuin {0"1™ | n € N} (eli merkkijonot joissa on ensin jono
nollia ja sitten saman verran ykkosia) ei ole saanndllinen. (Tahan palataan.)

Airelliseen automaattiin voidaan helposti lisitd muutakin tulostusta kuin
pelkka hyvaksyminen tai hylkaaminen. Tallaisen modifikaatiot eivat taman

kurssin kannalta toisi mitaan oleellista uutta asiaan. Muissa vhteyksissa ne
voivat kuitenkin olla hyodyllisia.
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Jatkoa ajatelleen on hyodyllista maaritella kuvaus 6*: Q X 2" — Q
seuraavasti:

*(q,w) on se tila, johon tilasta ¢ paadytdaan merkkijonolla w.

Erityisesti 6*(q,e) = g kaikilla ¢q. Toinen perustapaus on §*(q,a) = §(q,a)
kaikilla a € 2.

Nyt automaatin tunnistama kieli voidaan luonnehtia seuraavasti:

we L(M) jos ja vain jos 6"(qo,w) € F.
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Funktio 6* voidaan maaritella siirtymafunktion 4 avulla rekursiivisesti:

. . q jos w=¢
) (Q>’LU) — { 5(5*(%,‘))7@) JOS w = va MIissa a € 2_.

Tama tarkoittaa samaa kuin rekursiivinen proseduuri

DeltaStar(q, w)

1 olkoon w =wj...w,, Missa w; € > kaikilla 2

2 ifn=0

3 then return q > w=-¢

4 else p« DeltaStar(q,w1...wp_1) > v =w1i...w, 1
5 return d(p, wy) > a = wy,

Rekursio aina paattyy, silla

1. rivin 4 rekursiivisessa kutsussa parametrina olevan merkkijonon pituus
aina pienenee ja

2. merkkijonon pituudella on ehdoton alaraja O.
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Aarellisen automaatin laatiminen [Sipser s. 41-43]

Halutaan laatia aarellinen automaatti, joka tunnistaa kielen
L1 ={0"1"|n,meN}u{1"0™ |n,m e N}.

Siis joko nollat ovat ennen ykkosia tai toisin pain; lukumaaralla ei ole valia.
Toisin sanoen vaihdoksia nollan ja ykkosen valilla saa olla korkeintaan 1.

LahtOokohta: seuraava algoritmi ratkaisee, kuuluuko syotejono kieleen Lj:

vathtunut «— False
Get(nykyinen)
while syote ei loppu
do edellinen «— nykyinen
Get(nykyinen)
if nykyinen # edellinen
then if not vaihtunut
then vaihtunut < True > ensimmadinen vaihdos

else return False > toinen vaihdos
return True

Tassa nykyinen ja edellinen ovat merkkeja ja Get lukee seuraavan
syotemerkin.
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Koska algoritmi tarvitsee vain vakiomaaran muistia, toteutus aarellisena
automaattina on realistinen ajatus.

Airellisen automaatin siirtymamekanismi huolehtii sellaisenaan uuden merkin
lukemisesta. Algoritmin muisti pitaa sen sijaan toteuttaa tilojen avulla.

Tassa meilla on kaksi muuttujaa, kummallakin kaksi arvoa, joten valitsemme
nelja tilaa:

FO: vathtunut = False ja edellinen = 0
F1: vathtunut = False ja edellinen = 1
TO: wvathtunut = True ja edellinen = 0O
T1: wvathtunut = True ja edellinen = 1

(Yleisemmin b bittia muistia algoritmissa vastaa 2b tilaa automaatissa.)
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