Formalisoimme nyt edella kuvatun laskennan.

Jos M = (Q, X, 6, qo, F) on aarellinen automaatti ja w =w;...w, ON n
merkkia pitka aakkoston > merkkijono, niin automaatti M hyvaksyy
merkkijonon w, jos on olemassa n + 1 tilan jono (rg,r1,...,rn) € Q"1 jolla

® o — qo,
® Ti41 = 5(7“@,’(1)2'4_1) kun 0<:<n-—1 ja

o 1, € F.

Siis laskenta alkaa alkutilasta, noudattaa syotemerkkien mukaisia siirtymia ja
paatyy hyvaksyvaan tilaan.

Jos M ei hyvaksy, se hylkaa merkkijonon w.
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Hyvaksymisen ja hylkaamisen kannalta vain tilajonon ensimmaisella ja
viimeisella tilalla on valia. Siksi on hyodyllista maaritella kuvaus

0. Q X XZ* — () seuraavasti:
*(q,w) on se tila, johon tilasta ¢ paadytaan merkkijonolla w.

Erityisesti 6*(q,e) = ¢q kaikilla ¢q. Toinen perustapaus on §*(q,a) = §(q,a)
kaikilla a € 2.

Nyt voidaan sanoa, etta automaatti hyvaksyy merkkijonon w, jos
6*(qo, w) € F.
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Funktio 6* voidaan maaritella siirtymafunktion 4 avulla rekursiivisesti:

. . q jos w=¢
) (%’w) - { 5*(5(%@)’@) JOS w = av MIissa a € 2_.

Tama tarkoittaa samaa kuin rekursiivinen proseduuri

DeltaStar(q, w)

1 olkoon w =wj...w,, Missa w; € > kaikilla 2

2 ifn=0

3 then return q > w=-¢
4 else return DeltaStar(é(q,w1), w2 ... wy)

> a— Wi, V=—wW2...Wn
Rekursio aina paattyy, silla

1. rivin 4 rekursiivisessa kutsussa parametrina olevan merkkijonon pituus
aina pienenee ja

2. merkkijonon pituudella on ehdoton alaraja O.
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Reunahuomatus: miksi formalismia

Formalismin avulla

e maaritellaan terminologia ja merkintatavat, joilla asioista voidaan puhua
matematiikan kielella, seka

e varmistetaan, etta mikaan yksityiskohta ei jaa epaselvaksi tai
tulkinnanvaraiseksi.

Jatkossa haluamme esittaa vaitteita muotoa
Kaikki aarelliset automaatit toteuttavat ehdon p
ja konstruktioita

Mista tahansa ehdon r toteuttavasta automaatista voidaan
muodostaa automaatti, joka toteuttaa ehdon s.

Tata voidaan tiettyyn rajaan saakka tehda piirtamalla kuvia, mutta
uskottavuuden ja ymmarrettavyyden rajat tulevat melko pian vastaan.

Matemaattinen formalismi on voimakas tyokalu, jota on hyva opetella
kayttamaan.
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Automaatin M tunnistama kieli L(M) on kaikkien niiden merkkijonojen
joukko, jotka M hyvaksyy. Esim. edellista automaattia M; tarkastelemalla
voidaan todeta, etta se hyvaksyy tasan ne merkkijonot, jotka loppuvat 01;

Siis
L(M1) ={wi...w,01|n>0,w €{0,1} kaikilla 4.}

Sanomme, etta kieli A on saanndllinen, jos jokin aarellinen automaatti
tunnistaa sen, ts. A = L(M) jollain M.

Huomaa, etta saanndllisyys on kielen ominaisuus, ei yksittaisen merkkijonon.
Ei ole mielekasta kysya yksittaisesta merkkijonosta, onko se saannollinen.

(Mista tahansa merkkijonosta w € >* voidaan toki muodostaa yksialkioinen
Kieli {w } C X*, joka on selvdsti saanndllinen.)
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Airellinen automaatti on hyvin rajoittunut laskennan malli. Esim. niinkin
yksinkertainen kieli kuin {0"1™ | n € N} (eli merkkijonot joissa on ensin jono
nollia ja sitten saman verran ykkosia) ei ole saanndllinen. (Tahan palataan.)

Airelliseen automaattiin voidaan helposti lisitd muutakin tulostusta kuin
pelkka hyvaksyminen tai hylkaaminen. Tallaisen modifikaatiot eivat taman

kurssin kannalta toisi mitaan oleellista uutta asiaan. Muissa vhteyksissa ne
voivat kuitenkin olla hyodyllisia.
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Aarellisen automaatin laatiminen [Sipser s. 41-43]

Halutaan laatia aarellinen automaatti, joka tunnistaa kielen
L1 ={0"1"|n,meN}u{1"0™ |n,m e N}.

Siis joko nollat ovat ennen ykkosia tai toisin pain; lukumaaralla ei ole valia.
Toisin sanoen vaihdoksia nollan ja ykkosen valilla saa olla korkeintaan 1.

LahtOokohta: seuraava algoritmi ratkaisee, kuuluuko syotejono kieleen Lj:

varhtunut «— False
if syote ei tyhja then Get(edellinen)
while syote ei loppu
do Get(nykyinen)
if nykyinen #£ edellinen
then if not wvathtunut
then vathtunut < True > ensimmainen vaihdos
else return False > toinen vaihdos
edellinen «— nykyinen
return True

Tassa nykyinen ja edellinen ovat merkkeja ja Get lukee seuraavan
syotemerkin.
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Airellisen automaatin siirtymamekanismi huolehtii sellaisenaan uuden merkin
lukemisesta.

Airelliselld automaatilla ei ole muuta muistia kuin sen tilat. Kaikki
algoritmin muuttuva tieto (jopa ohjelmalaskuri) pitaa koodata tiloihin.

e Tadssa ohjelmalaskuria ei tarvita kuin alussa ja lopussa (tasta enemman
alempana). Kukin silmukan kierros vastaa yhta siirtymaa.

e Algoritmissa on kaksi muuttujaa, joiden arvo pitaa sailyttaa seuraavalle
kierrokselle. Kummallakin on kaksi arvoa, joten valitsemme nelja tilaa:

FO: vathtunut = False ja edellinen = 0O
F1: vathtunut = False ja edellinen = 1
TO: wvathtunut = True ja edellinen = 0O
T1: wvathtunut = True ja edellinen = 1

Yleisemmin: tarvitaan oma tila jokaista mahdollista muuttujien arvojen
kombinaatiota kohden.
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Seuraava hahmotelma toteuttaa while-silmukan em. tilojen avulla:

Tata pitaa viela taydentaa, etta
e alustukset ja

e hyvaksyminen

saadaan hoidetuksi aarellinen automaatti -formalismin mukaisesti.
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Alustukset hoituvat helposti lisaamalla alkutila.

Koska algoritmin " oletusarvo” on hyvaksyminen, tehdaan ensin kaikista
tiloista hyvaksyvia. Lisataan sitten "virhetila’”, johon mennaan

hylkaamistapauksessa:
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Toisena esimerkkina olkoon
Lo={b1...b,20b,€{0,1} | n>2}
eli ainakin kahden pituiset bittijonot, joiden toiseksi viimeinen bitti on O.

Nyt pitaa muistaa kaksi viimeisinta merkkia:

Tilojen nimet esittavat viimeksi luettuja kahta merkkia.
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Aiemmin mainittiin, etta kieli
Lz ={0"1" |ne N}

eli merkkijonot, joissa on ensin nollia ja sitten sama maara ykkosia ei ole
saannollinen.

Kielen tunnistavan automaatin tulisi muistaa nollien lukumaara, jotta se voi
varmistaa, etta ykkosia on yhta monta.

e Ohjelmassa tahan tarvitaan vain yksi muuttuja, mutta muuttujan
arvolla ei ole ylarajaa.

e Automaatissa tarvittaisiin oma tila jokaista n:n arvoa kohti, siis aareton
maara tiloja.

Tama on selitys Liz:n ei-saannollisyydelle. Huomaa kuitenkin, etta tama ei
ole formaali todistus.
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Tilasiirtymajarjestelmien sovelluksia

Airelliset automaatit sellaisenaan ovat hyddyllisia merkkijonojen
kasittelyssa, mista kohta lisaa.

Lisaamalla tilasiirtymiin satunnaisuutta saadaan Markovin ketjut eli
satunnaisprosessit, joilla on aarellinen muisti. Perusversiossa Markovin
ketjuihin ei tosin liity mitdan syotetta. Markovin piilomallit (hidden Markov
models) ovat lahempana tassa esitettyja aarellisia automaatteja.

Tilasiirtymajarjestelmia kaytetdaan (etenkin hajautettujen jarjestelmien)
spesifioinnissa ja verifioinnissa.
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Sovellusesimerkki: vuorottelevan bitin protokolla

Lahettaja S lahettaa datapaketteja dop,d1,ds, ... vastaanottajalle R.
Paketti voi hukkua matkalla.
Seuraava datapaketti lahetetaan vasta, kun on edelliseen saatu kuittaus a.

Jos kuittausta ei tule kohtuullisen ajan kuluessa, lahetys uusitaan:

timeout
_——

S
do d1 &/ d1 do
a

R
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Ongelma: jos kuittaus hukkuu, R voi saada duplikaattiviestin.

timeout

do d1 d1 do
a /\CL a

Ratkaisu: numeroidaan viestit ja kuittaukset

R

timeout

-
S
do, 0 di, 1 di, 1 do, 2
a,0 ; a,l a,l
R
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Parannus: itse asiassa riittdaa kayttdaa kahta numeroa (0 ja 1):

timeout

_=
do, 0 di, 1 di, 1 dz,0
a,0 /\a, 1 a,l
R

Lahettaja ja vastaanottaja voidaan mallintaa tilasiirtymajarjestelmina:

a,l
m a’]_ @ £ @
d,1
U ~_
5 5 a1
8 a0 9 1 d,0 a1
£ £ d,0
s} ) ’
2N
d,0
a,0 ~_ 7
a,0

lahettaja vastaanottaja

Huom. Esimerkin yksityiskohdat eivat ole tarkeita taman kurssin kannalta;
ks. Spesifioinnin ja verifioinnin perusteet.

40



Hahmon etsiminen syotteesta (jonhdatteleva esimerkki)
Unix-komennolla
grep hahmo [ tiedosto |

voidaan etsid hahmon esiintymia tiedostosta (tai syotevirrasta):

$ grep Kisaveikot SM-tulokset.txt
$ ps aux | grep mmeikala
$ ps aux | grep ’\(mmeikala\|tteikalal)’

T assa siis haetaan
e SM-tuloksista rivit, joilla esiintyy seura Kisaveikot
e prosessilistasta ne rivit, joilla esiintyy kayttajatunnus mmeikala, ja

e prosessilistasta ne rivit, joilla esiintyy kayttajatunnus mmeikala tai
tteikala.
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Eras idea grep-toiminnon toteuttamiseksi olisi seuraava:

1. Muodostetaan aarellinen automaatti, joka hyvaksyy tasan sellaiset
merkkijonot, joissa esiintyy hahmo.

2. Selataan tiedosto rivi kerrallaan kayttamalla tata automaattia, ja
tulostetaan hyvaksytyt rivit.

Selausvaihe toimii nopeasti eika edellyta tiedoston esiprosessointia, mika on
tassa tarkeaa.

Kysymys: Kuinka monimutkaisia hahmoja talla periaatteella voidaan
kasitella?

Esim. edella muodostettiin hahmoista mmeikala ja tteikala uusi hahmo
tai-operaattorilla ” | 7. Kuinka voimakkaat operaattorit voidaan siis sallia?
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Operaatiot (saannollisilla) Kielilla [Sipser s. 44—47]

Kuten muistetaan, kielet ovat merkkijonojoukkoja.

Niilla voidaan siis suorittaa normaaleja joukko-opillisia operaatioita, kuten
vhdiste, leikkaus ja komplementointi: jos A ja B ovat kielia, niin

e kieli AU B koostuu niista merkkijonoista, jotka kuuluvat ainakin toiseen
kielista A ja B,

e kieli AN B koostuu niista merkkijonoista, jotka kuuluvat seka kieleen A
etta B, ja

e kieli A koostuu niistd merkkijonoista, jotka eivit kuulu kieleen A.

(Komplementin A maarittelyssa oletetaan, etta puhutaan jonkin tietyn
aakkoston > merkkijonoista, jolloin A = >* — A. Yleensa aakkosto % selviaa
asiayhteydesta.)
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Nimenomaan merkkijonojoukoille on katevaa maaritella myos konkatenaatio
ja tahti:
e kieli Ao B koostuu merkkijonoista w, jotka voidaan esittaa muodossa
w = xy joillakin x € A ja y € B ja

e Kkieli A* koostuu merkkijonoista w1 ...wg, missa k > 0 ja w; € A kaikilla 3.

Toisin sanoen
AoB={zy|z € Ajaye B}
Jja
A*=AuAtuA?U AU ..,
missa A° = {e} ja muuten A* on kielen A konkatenaatio itsensa kanssa k
kertaa:
AF¥ =Ao0Ao...0A.

k kggtaa
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Esimerkki Tarkastellaan aakkoston {a,...,z,0,...,9} kielid A= {aa,bb} ja
B={01,02}. Nyt

AUuB = {aa,bb,01,02}
Ao B {aa01,aa02,bb01,bb02}
A* {e,aa, bb,aaaa, aabb, bbaa, bbbb,
aaaaaa,aaaabb,aabbaa, aabbbb, bbaaaa,...}.

O

Seuraavana tavoitteenamme on osoittaa, etta saannollisten kielten luokka
on suljettu operaatioiden U, o ja * suhteen. Toisin sanoen jos A ja B ovat
saannollisia, niin myos AU B, Ao B ja A* ovat. Tapaus AU B on melko
suoraviivainen, ja aloitamme siita.
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Aloitetaan konkreettisella esimerkilla. Seuraava automaatti hyvaksyy
merkkijonot, jotka loppuvat nollaan:

Tilat on nimetty pienilla ja isoilla Kirjaimilla jatkoa silmallapitaen.

Voidaanko naista automaateista muodostaa yhdisteautomaatti, joka
hyvaksyy merkkijonot, jotka paattyvat 01 tai 07
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Tarkastellaan esimerkkina merkkijonoa 00101, jonka ensimmainen
automaatti hylkaa:

a 9 b 9 b N a 9 b N a
ja toinen hyvaksyy:
Al LclBLC

Y hdisteautomaatin pitaisi simuloida kumpaakin laskentaa, koska etukateen
ei voi tietaa, kumpi hyvaksyy, jos kumpikaan.

Laskentojen laittaminen perakkain ei onnistu, koska aarellinen automaatti
lukee kunkin syotemerkin vain kerran, minka jalkeen se on mennytta. Siis

ensimmaisen simulaation jalkeen ei olisi enaa mahdollista simuloida
uudestaan samalla syotteella.

Yhdisteautomaatin pitaa siis simuloida laskentoja rinnakkain.
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Rinnakkaisessa simuloinnissa taytyy pitaa muistissa molempien automaattien
sen hetkinen tila. Yhdisteautomaatissa on oma tilansa jokaista alkuperaisten
automaattien tilojen yhdistelmaa varten. Sen tilojen joukko on siis

{(@,A),(a,B),(a,C),(b,A),(b,B),(b,C) }
eli alkuperaisten tilajoukkojen karteesinen tulo {a,b} x {A,B,C}.

LLaskenta jonolla 00101 on nyt:
(a,A) > (b,B) > (b,B) & (a,C) = (b,B) = (a, C)

Siirtymien suhteen esim.
tarkoittaa, etta alkuperaisissa automaateissa on siirtymat

ja
Huomaa, etta kummassakin on sama merkki 1.
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Graafisesti taman voi esittaa laittamalla yhdisteautomaatin tilat taulukoksi,
jossa

e ensimmaisen automaatin tilat vastaavat riveja

e toisen automaatin tilat vastaavat sarakkeita.

Vastaavasti ensimmainen automaatti antaa siirtymien pystykomponentin ja
toinen automaatti vaakakomponentin.

Alkutilaksi tulee (a, A) eli alkuperaisten automaattien alkutilojen
kombinaatio.

Koska kyseessa on unioni, hyvaksyvia tiloja ovat kaikki, joissa esiintyy b tai
C eli ainakin toisen alkuperaisen automaatin hyvaksyva tila.
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Esitetaan edellinen konstruktio yleisemmassa muodossa.

Lause 1.1: [Sipser Thm. 1.25] Jos kielet A ja B ovat saanndllisida, niin myos
AUB on.

Todistus: Oletetaan siis, etta A = L(M7) ja B = L(M>) aarellisilla
automaateilla Ml — (Q17 Z7617(]1a}711) .ja M2 — (QQ? Z,(SQ,QQ,FQ)-
Muodostamme aarellisen automaatin

MU — (QU7 Z>5U7QU7 FU)7
jolla L(M,) = AU B.

Koska A U B on kieli samassa aakkostossa > kuin A ja B, niin

e aakkosto > pysyy samana.

Edella esitetyn mukaan yhdisteautomaatin tilat ovat pareja (¢/,q"”), missa ¢
ja ¢” ovat automaattien M; ja M> tiloja; siis

e Qu=0Q1XxQx>.
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Edelleen

e alkutilaksi tulee alkuperaisten alkutilojen kombinaatio qu = (q1, q2).

Tila on hyvaksyva, jos se vastaa ainakin toisen alkuperaisen automaatin
hyvaksyvaa tilaa, eli

o FuU={(rs) €EQ1 X Q2| reFtaise Fr}=(F1 XxQ2)U(Q1x ).

Siirtymafunktio maaritellaan siten, etta automaatti M; kertoo siirtymat
ensimmaisen ja M, toisen komponentin suhteen:

e ou((r,8),a) = (61(r,a),02(s,a)), kKun r € Q1, s € Q2 ja a € .

Konstruktion perusteella on selvaa, etta L(My) = L(M1) U L(M>) kuten
haluttiin. O
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Reunahuomautus (jos tuntuu sekavalta, niin sivuuta)

Jos ei halua hyvaksya edellisen konstruktion olevan " selvasti” toimiva, asian
voOi perustella yksityiskohtaisemminkin.

Todistetaan ensin induktiolla merkkijonon w pituuden suhteen, etta
65((ry 8),w) = (6% (r,w), 65(s,w)), missad &* on siirtymafunktion § yleistys kuten
kalvoilla 26—27.

Tapaus |w| = 0: Siis w = ¢, ja suoraan maadritelmista
05((r,8),e) = (r,s) = (61(r,€),85(s,¢€)).
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Tapaus |w| = n 4+ 1: Oletetaan, ettd vaite §5((r,s),w) = (87 (r,w), 65(s,w))
patee, kun |w| =n. Kun |w| = n + 1, voidaan kirjoittaa w = av, missa |v| =n
ja a € >. Talloin

65((r, s), w) 65((r, s), av)
53(5U((r78)7a>7v>

56((51(T,&),52(S,&)),U>
(61(61(r,a),v),05(02(s,a),v))
(61(r,av), 65(s,av))
(61(r,w),05(s,w))

2
[T P [

kuten haluttiin.
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we L(Muy) < 6(qu,w) € FU
< 05((q1,92),w) = (r,s) missa r € Fy tai s € I
< 0(qi,w) € I tai 65(qe,w) € F>
& we L(Mp) tai we L(Ms)
eli
L(My) = L(M1) U L(M2).
Tamantyyppisia induktiotodistuksia tarvitaan monimutkaisempien

konstruktioiden oikeellisuudelle. Niilla voidaan tarkistaa, ettei konstruktioon
jaanyt virheita.

Yleensa (kuten tassakin) induktio ei kuitenkaan tuo mitaan lisdvalaistusta
konstruktion ideaan, vaan helposti peittaa sen alleen. Ensin pitaa ymmartaa
konstruktion idea, minka jalkeen induktiotodistuksen laatiminen on
(toisinaan vaativa) tekniikkaharjoitus.

Siksi emme jatkossa vie oikeellisuustodistuksia nain formaaleiksi, ellei
konstruktion toimivuus ole oikeasti epailmeinen.

(Reunahuomautus loppuu.)
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Varoitus: ala tee nain

Eraassa tentissa pyydettiin todistamaan, etta kahden saannodllisen kielen A
ja B leikkaus AN B on saanndllinen.

Tyypillinen virheellinen todistusyritys oli seuraavanlainen:
Oletuksen mukaan joukkojen A ja B merkkijonot ovat saannollisia.

Siis my0os kaikki joukon A N B merkkijonot ovat saanndllisia (ks. kuva)
Siis AN B on saanndllinen.

Z*

O

Tassa ei ole mitaan jarkea, koska ei ole olemassa sellaista kuin

"saannodllinen merkkijono” . Saannollisyys on kielen eli merkkijonojoukon
ominaisuus.

(Varoitus loppuu.)

Oikea tapa ratkaista tehtava on soveltaa edellisen lauseen konstruktiota (tai
kohta esitettdvia vaihtoehtoisia tekniikoita).
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