Jos sekaannuksen vaaraa ei ole, samastamme saannollisen lausekkeen ja sen
esittaman kielen (eli kirjoitamme R vaikka tarkoitammekin L(R)).

Esimerkkeja:

e > * koostuu kaikista aakkoston X merkkijonoista ja 71 kaikista
aakkoston 2 ei-tyhjista merkkijonoista.

e 1> * esittaa kaikkia ykkoOsella alkavia merkkijonoja.

e (O(OUL)*1)U(1(OU1)*0) esittda kaikkia aakkoston {0,1}
merkkijonoja, joiden viimeinen merkki on eri kuin ensimmainen.

e R) =0 kaikilla R, ja 0* = «.

Operaatioilla U ja o on neutraalialkiot @ ja e: kaikilla R patee

RU)P=0QUR=R
Roe=¢e0R=R.
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Saannollisia lausekkeita kaytetaan etsittavan hahmon kuvaamiseen erilaisissa
tekstinkasittelytyOkaluissa kuten Unixin grep.

Monissa sovelluksissa tiettyjen syotteiden kuten paivamaaran tai
henkilotunnuksen oikea muotoilu maaritellaan saannollisena lausekkeena.

Myos ohjelmointikielten syntaktiset perusalkiot maaritellaan usein
saannollisena lausekkeena. Esim. jossakin ohjelmointikielessa sallitut
tunnukset voisivat olla muotoa

Kirjain(kirjain U numero U alaviiva)™
kokonaislukuvakiot muotoa
(e U+ U —)numero™
ja liukulukuvakiot muotoa
(e U+ U =) (numero*.numero™ U numero™.numero*) |,

missa " kirjain” tarkoittaa aU...Uz ja "numero” tarkoittaa OU...U9.

Kaytannon sovelluksissa saanndllinen lauseke hyvin usein muunnetaan
darelliseksi automaatiksi (kohta nahtdvan kaltaisella konstruktiolla).
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Aarellisten automaattien ja saannollisten lausekkeiden
ekvivalenssi [Sipser s. 66—76]

Osoitamme seuraavan keskeisen tuloksen:

Lause 1.9: [Sipser Thm. 1.54] Kieli on saanndllinen, jos ja vain jos jokin
saannodllinen lauseke esittaa sita.

Siis saannollisilla lausekkeilla voidaan esittaa tasan ne kielet, jotka voidaan
tunnistaa aarellisilla automaateilla.

Todistuksen helpompi suunta on seuraava:

Lemma 1.10: [Sipser Lemma 1.55] Saanndllisen lausekkeen kuvaama Kieli
voidaan tunnistaa aarellisella automaatilla.

Seuraavalla sivulla on esimerkkina muodostettu saannollista lauseketta
(abc U b*)* vastaava NFA. Tama perustuu edella esitettyinhin muunnoksiin,
jotka esimerkin jalkeen kokoamme Lemman 1.10 todistukseksi.
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abc

abcuU b*

W
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Todistus: Ennen yksityiskohtiin menemista tarkastellaan yleisesti tallaisen
todistuksen luonnetta. Saanndllisen lausekeen maaritelma on induktiivinen
(eli rekursiivinen).

Vertaa induktiiviseen luonnollisen luvun maaritelmaan:

1. O on luonnollinen luku ja

2. jos n on luonnollinen luku, niin n 4+ 1 on luonnollinen luku.
Luonnollisten lukujen induktioperiaatteesta seuraa, etta jos

1. luvulla O on ominaisuus P ja

2. jos luvulla n on ominaisuus P niin luvulla n 4+ 1 on ominaisuus P

niin kaikilla luonnollisilla luvuilla on ominaisuus P.

Todistamme lemman suorittamalla analogisen "induktion saannollisten
lausekkeiden vyli" .
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Haluamme siis osoittaa, etta kaikilla saanndllisilla lausekkeilla R kieli L(R)
on saannollinen. Teemme taman osoittamalla, etta

1. L(0) ja L(e) ovat saannollisia,
2. L(a) on saanndllinen kaikilla a € X,

3. jos L(R1) ja L(R») ovat saanndllisia, niin L(R1 U Ry) ja L(R10 Ry) ovat
saannollisia ja

4. jos L(R) on saanndllinen, niin L(R*) on saanndllinen.
Kohdat (1) ja (2) muodostavat perustapauksen ja niiden todistus on

ilmeinen: on helppoa muodostaa darellinen automaatti tunnistamaan kieli 0,
kieli {e} ja kieli {a}, missa a € X.

Kohdat (3) ja (4) muodostavat induktioaskeleen. Koska

L(Rl U RQ) = L(Rl) U L(RQ) ja L(Rl o RQ) = L(Rl) o L(RQ),

niin kohta (3) seuraa lauseista 1.6 ja 1.7. Samoin kohta (4) seuraa
lauseesta 1.8, koska L(R*) = (L(R))*. O
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Saannollisten kielten luokka on suljettu myos leikkauksen ja komplementin
suhteen, joten edella nahty todistus toimisi edelleen, jos saannollisten
lausekkeiden maaritelmaa laajennettaisiin leikkaus- ja
komplementtioperaatioilla. Nain ei kuitenkaan tehda paristakin syysta:

e Saannodllinen lauseke muunnetaan usein NFA:ksi edella nahdyn
kaltaisella konstruktiolla, joka on yksinkertainen ja jolla on useita
hyodyllisia ominaisuuksia. Esim. jokaista saannodllisen lausekkeen
itsenaista osaa kohti on automaatissa erotettavissa vastaava
osa-automaatti. Leikkaukselle ja komplementille ei vastaavanlaista
konstruktiota ole. (Tata kasitellaan vahan tarkemmin harjoituksissa.)

e Leikkaus ja komplementti ovat myos "turhia’” operaatioita siina
mielessa, etta niiden salliminen ei laajentaisi esitettavissa olevien Kielten
joukkoa. Jo nyKkyisilla operaatioilla voidaan esittaa kaikki saannolliset
kKielet, kuten seuraavaksi osoitetaan.
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Osoitamme nyt, etta mille tahansa aarelliselle automaatille M voidaan
muodostaa saanndllinen lauseke R, jolle L(R) = L(M).

Jos M on automaatti

—(a (o))

niin selvasti voidaan valita R = (ab*c) Ud.

Jotta voisimme hyodyntaa tata havaintoa osana monimutkaisemman
automaatin analysoimista, otamme kayttoon yleistetyt NFA:t (generalized
NFA, GNFA), joissa kaareen voi liittya yksittdisen symbolin tai
symbolijoukon sijasta kokonainen saannollinen lauseke.
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Ajatuksena on, etta esim. edella esitetysta automaatista

voidaan eliminoida tila g> ja saada ekvivalentti GNFA

(ab*c)ud

O

Meidan pitaa nyt sopia tarkemmin, mita GNFA tarkalleen on.
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Lahtokohtana on, etta GNFA on kuten NFA, mutta kuhunkin kaareen voi
liittya mielivaltainen saannollinen lauseke. Siirtyminen kaarta pitkin
"kuluttaa’ syotteesta jonkin osamerkkijonon, joka kuuluu kyseisen
saannollisen lausekkeen kuvaamaan kieleen.

Yksinkertaisuuden vuoksi sovimme, etta GNFA noudattaa seuraavia
rajoitteita:

1. Siina on tasan yksi hyvaksyva tila ja yksi alkutila, ja nama eivat ole
sama tila.

2. Alkutilaan ei tule siirtymia.
3. Hyvaksyvasta tilasta ei lahde siirtymia.

4. Muuten minka tahansa kahden tilan valilla on siirtyma, johon liittyy
tasan yksi saannollinen lauseke.
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Esimerkki 1.11: Alla on eras GNFA, joka tunnistaa kielen (abca*) U (cbac*):

P
\§/
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Muodollisesti GNFA on siis viisikko (Q, 2, 6, gstart, Gaccept), MIiSSa

1.

2.

4.

(@ on aarellinen tilajoukko,

2 on aakkosto,

. 6 on funktio (Q — { qaccept }) X (Q — { gstart }) — R, missa R on aakkoston

2 saannollisten lausekkeiden joukko ja

Qstart € Q; Qaccept € Q _ja gstart 5& Jaccept-

Huomaa siirtymafunktion ¢ aiemmasta poikkeava maarittely. Kun aiemmin
olisi kirjoitettu esim. §(q1,a) = g2, nyt Kirjoitetaan sen sijaan §(qi1, ¢2) = a.
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GNFA (Q, X, 0, gstart, Gaccept) hyvaksyy merkkijonon w € >*, jos on olemassa
esitys w = w1 ... wg, Missa w; € 2* kaikilla 1 <1 < k, ja tilajono
(go,---,qx) € QT1, joilla

1. qdo =— (start,

2. w; € L(Rz) kaikilla 1 <1< k, missa R; = 5((],'_1,(]@') ja

3. dk — {accept-

Huom. Jos 6(r,s) = 0, niin r ja s eivat koskaan voi esiintya perakkain ylla
mainitussa tilajonossa, silla edes ¢ ei kuulu kieleen L((). Jatamme jatkossa
GNFA:ta piirrettaessa tallaiset kaaret kuvasta pois.
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Mista tahansa DFA:sta voidaan helposti muodostaa saman Kielen tunnistava
GNFA:

1. Llsaa UUdet tllat qstart Ja Qaccept.

2. Lisaa e-siirtymat tilasta g¢start Vanhaan alkutilaan ja vanhoista
hyvaksyvista tiloista tilaan gaccept-

3. Kaikilla alkuperaisilla tiloilla ¢q1 ja ¢» aseta §(q1,¢92) = a1 U...Ua,, Missa
{ai1,...,an} on niiden merkkien joukko, joilla vanhassa automaatissa on

siirtyma tilasta q; tilaan g¢».

4. Niilla g1 ja q2, joilla §(q1,g2) ei viela tullut maaritellyksi, aseta
6(q1,q2) = 0.
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Esimerkki 1.12: Seuraava DFA hyvaksyy merkkijonot, joissa on pariton
maara b-merkkia:

Vastaava GNFA on seuraava:

Tilat on nimetty S, A, 1 ja 2 jatkoa ajatellen.
O
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Korkean tason algoritmi DFA:ta M vastaavan saannollisen lausekkeen
muodostamiseksi on nyt seuraava:

1. Olkoon automaatin M tilojen lukumaara k. Muodosta k + 2-tilainen
GNFA Gp42, joka tunnistaa saman kielen.

2. Muodosta 2-tilainen GNFA G2, joka tunnistaa saman kielen kuin Gg4o.

3. Paattele kaksitilaisesta GNFA:sta G2, mika saanndllinen lauseke esittaa
sen tunnistamaa kielta.

Totesimme juuri, miten askel 1 toteutetaan.

Askel 3 on triviaali: kaksitilaisen GNFA:n

R
Qstart

tunnistamaa kielta esittaa tietysti saannollinen lauseke R.

Jaljelle jaa askeleen 2 toteutus.
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GNFA:n Gr4+2 muuntaminen ekvivalentiksi kaksitilaiseksi GNFA:ksi G»>
tapahtuu eliminoimalla tiloja yksi kerrallaan. Tilan eliminoiminen perustuu
muunnokseen

@ (RS*T)U P @

Huomaa, etta tama pitaa tehda samanaikaisesti kaikilla pareilla (x,vy), joiden
valilla on yhteys tilan gpois Kautta. Erityisesti pitaa muistaa tapaus z = y.

105



Saamme seuraavan proseduurin:

EliminoiTila(G, gpois)

> oletus: G = (Q, X, 0, gstart, Gaccept) ON GNFA
> Q| > 2 ja gpois € @ — { gstart, Gaccept }
Q —Q — {QDois}
for all £ € Q" — { qaccept } ja y € Q" — { gstart }
do R + 5(587 qDOiS)
S 5(oni57 onis)

T 5(oni57y)
P« (z,y)

§'(z,y) — ((R)(S)*(T)) U (P)
return G' = (Q’, X, ¢, gstart, Gaccept) -

Tama pitaa automaatin tunnistaman kielen ennallaan:

Lemma 1.13: Jos G' = EliminoiTila(G, gpois), niin G ja G’ tunnistavat

saman kielen.

106



Ennen todistusta katsotaan

Esimerkki 1.14: Parittoman maaran b-merkkia hyvaksyvasta GNFA:sta
eliminoidaan ensin tila 2:
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Toistetaan proseduuri viela kerran ja tehdaan kolmitilaisesta GNFA:sta
kaksitilainen:

:> :S (a Uba*b)*ba* @

Kaksitilaisesta automaatista nahdaan, etta automaatin hyvaksymaa Kielta
esittaa saanndllinen lauseke

(aUba*b)*ba”.
Tama tosiaan esittaa kielta, jossa on parittoman maaran b:ta sisaltavat

merkkijonot.
O
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Todistus lemmalle 1.13: Vaitamme siis, etta G ja G’ hyvaksyvat tasan
samat merkkijonot.

Olkoon ensin w merkkijono, jonka G hyvaksyy. Maaritelman mukaan on

olemassa tilat qo,...,qr jJa merkkijonot wi,...,wr € 2%, MIiSSa qo = Qstart.,
gk = Qaccept, W = w1 ... wy ja w; € L(6(qi—1,q;)) kun ¢ =1,...,k. Merkitsemme
tata
Wy Ww> w3 Wg—1 Wy
Qstart — 41 — Q2 — Q3 ... — (k-1 — {Gaccept-

Tarkastellaan ensin tilannetta ¢;—1 — ¢;, missd kumpikaan tiloista ¢;—1 ja ¢; €
ole gpois- Oletuksen mukaan w; € L(6(qgi—1,¢;)). Konstruktion mukaan
6'(gi-1,49;) = AU(gi-1,¢) jollekin A. Siis patee myds w; € L(&'(gi-1,¢)), el

w;
qi—1 — q;

on kelvollinen siirtyma myos automaatissa G'.
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Tarkastellaan nyt tilannetta, etta ¢; # gpois Ja ¢j # gpois, Mutta

di+1 = qi+2 =— ... = {j—1 = {gpois, joillakin ¢ < 53 — 2. Siis
Wi+1 Wi42 Wi43 Wj-1 (o
qi — d{pois — {pois — --- — {pois — 4;-

Nyt oletuksen mukaan
wi+1 € L(6(qi, gpois))

Wy S L((S(QDOiS) C.h)))

joten funktion ¢ maaritelman mukaan

Wi41..-W; € L(5(Qi> qDois)) o L((S(onis, q|oois))>I< O L(5(qDoi57 Qj))
C  L((q, qDois)) © L(é(qDoi& qDois))* o L(é(qDois, CIj)) U L(0(qi, Qj))
= L(0"(gi,95))-
Siis automaatissa G’ voidaan laillisesti siirtya

Wi41... Wy

9 — 4gj.
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Siis automaatin G siirtymaketjusta

Wo W3 Wg-1 Wy,

W1
Qstart — 41 — 42 — 43 ... — (k-1 — {accept

voidaan ensin ohittaa kaikki tilan gpois €siintymat. Syntyva siirtymaketju on
kelvollinen tapa pdasta tilasta gstart tilaan gaccept automaatissa G’
merkkijonolla w. Siis G’ hyvaksyy merkkijonon w.

Pitaa viela osoittaa kaantaen, etta jos G’ hyvaksyy merkkijonon w, niin myos
G hyvaksyy sen. Tama jatetaan harjoitustehtavaksi. O
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Kootaan nyt edellaesitetty yhteen.

Lemma 1.15: [Sipser Lemma 1.60] Jos kieli on saanndllinen, se voidaan
esittaa saannollisella lausekkeella.

Todistus: Olkoon A saannodllinen kieli. Siis jollakin k on olemassa k-tilainen
DFA M, joka tunnistaa kielen A. Muodostetaan saannollinen lauseke R

seuraavasti:

1. Muodosta DFA:sta M GNFA Gy4o, jossa on k -+ 2 tilaa ja joka tunnistaa
kKielen A.

2. Toista seuraava arvoillan=k+ 1,k k—1,...,2:
(a) Valitse automaatista G, 41 jokin tila gpois & { gstart, Gaccept }-

(b) Aseta G, <+ EliminoiTila(G,+1, gpois)-

3. Palauta R = 6’(gstart, Gaccept), Missa &’ on kaksitilaisen GNFA:n G»
siirtymafunktio.

Lemman 1.13 perusteella kaikki automaatit Gi42, Gr+1, ..., G2 tunnistavat
saman kielen A. Siis L(R) = A. O

Lause 1.9 seuraa nyt suoraan lemmoista 1.10 ja 1.15.
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