Ei-saannollisia Kielia [Sipser luku 1.4]

Osoitamme, etta jotkut kielet eivat ole saannoallisia eli niita ei voi tunnistaa
aarellisella automaatilla.

Tulos ei sinansa ole erityisen yllattava, koska aarellinen automaatti on hyvin
yvksinkertainen laskennan malli. Ei kuitenkaan ole ilmeista, miten annetusta
kielesta osoitetaan, etta mikaan aarellinen automaatti ei tunnista sita.

Ei-saanndllisyytta ei valttamatta nae suoraan: esim. Kieli
C={we{0,1}"|w sisdltaa yhta monta nollaa ja ykkosta }
ei ole saanndllinen (kuten pian ndemme). Toisaalta
D={we{0,1}" | w:ssa esiintyy 01 ja 10 yhtd monta kertaa}

itse asiassa on saanndllinen.
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Tyypillinen ei-saannollisyystodistus perustuu johonkin ominaisuuteen, joka
jokaisella saanndllisella kielella (todistettavasti) on. Jos tarkasteltavalla
kielella ei ole tata ominaisuutta, se ei ole saanndllinen.

Olemme jo nahneet, etta jokainen saannollinen kieli on tunnistettavissa
DFA:lla ja NFA:lla seka esitettavissa saanndllisena lausekkeena. Seuraavaksi
osoitamme, etta jokainen saanndllinen Kieli on pumppautuva.

Muista edella mainituista ominaisuuksista poiketen myos jotkin
ei-saannolliset kielet ovat pumppautuvia. Todistus toimii siis vain toiseen

suuntaan:
saanndllinen == pumppautuva

Pumppautuvuudella ei siis voi todistaa kielen saannollisyytta, mutta silla voi
todistaa ei-saannollisyyden koska patee myos:

ei-pumppautuva —= ei-saannollinen
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Maaritelma 1.16: Olkoon L € >* kieli ja p jokin luku. Maarittelemme
p-pumppautuvuuden seuraavasti:
e Merkkijonokolmikko z,y,z € 2* on p-pumppautuva kielessa L, jos
1. xy’z € L, kaikilla i € N,
2. |yl >0, ja
3. |zy| <p.

e Merkkijono s on p-pumppautuva kielessa L, jos on olemassa
p-pumppautuva kolmikko z,y,z € 2%, jolla s = xyz.

e Kieli L on p-pumppautuva, jos jokainen s € L, jolla |s| > p, on
p-pumppautuva.

Kieli L on pumppautuva, jos se on p-pumppautuva jollakin p. Talloin p on
kielen L pumppauspituus. O

Lause 1.17 (Pumppauslemma): [Sipser Thm. 1.70]
Jokainen saannodllinen kieli on pumppautuva.
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Ennen pumppauslemman todistusta, tarkastellaan pumppautuvuuden
merkitysta epamuodollisemmin.

Kolmikon z,vy, 2 pumppautuvuusehto (1) tarkoittaa, etta kieli L sisaltaa
merkkijonot zz, zyz, zyyz, Tzyyyz, ... Ehdosta (2) seuraa, etta nama jonot
ovat toinen toistaan pidempia. Siis y:ta " pumppaamalla’” saadaan
rajattomasti uusia kieleen kuuluvia merkkijonoja.

Jos merkkijono s on pumppautuva, se kuuluu kieleen L (koska s = zy'z).
Lisaksi se sisaltaa osajonon y, jonka poistaminen tai monistaminen tuottaa
uusia kielen L merkkijonoja. Kolmikon pumppautuvuusehdon (3) nojalla
tama osajono y lIoytyy jonon s alkuosasta, jonka pituus on p.

Kielen L pumppautuvuus tarkoittaa, etta jokainen tarpeeksi pitka kieleen
kuuluva merkkijono on pumppautuva.

Adrellisella kielelld voidaan (ja tdytyy) valita pumppauspituus p, joka on
suurempi kuin kielen pisimman merkkijonon pituus. Talloin kielessa ei siis ole

vhtaan tarpeeksi pitkaa merkkijonoa.
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Katsotaan viela esimerkki ei-saanndllisyystodistuksesta pumppauslemman
avulla.

Esimerkki 1.18: Kieli
B={0"1"|ne N}
ei ole saannollinen.

Vaitteen todistamiseksi tehdaan vastaoletus, etta B on saannollinen. Talloin
B on p-pumppautuva jollakin p.

Valitaan s = 0717. Koska |s| > p, se on p-pumppautuva, eli s = zyz jollakin
p-pumppautuvalla z,y, z.

Koska |zy| < p ja |y| > 0, tdytyy olla y = 0% jollakin k > O.
Nyt mm. zy?z = 0PT*1P kuuluu kieleen B.

Tama on ristiriita kielen B maaritelman kanssa. O
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Pumppauslemman todistus: Olkoon A saannollinen Kieli ja
M = (Q,%,9,qo, F) sen tunnistava DFA. Valitaan p = |Q)|.

Olkoon nyt n>pjas=s1...s, € A. Olkoon rq,...,r, tilajono, jonka kautta
M hyvaksyy merkkijonon s, ts. ro = qo, 741 = 6(7i,8i+1) kun ¢ =0,...,n — 1,
ja r, € F'. Laskentapolku syoOtteella s on siis
S1 S2 Sp Sp+1 Sn
ro—r1i— ... —=TIp— ... —=Tp .
Jonossa rg,...,rp, Oon p+ 1 tilaa, mutta automaatissa M on vain p tilaa, joten

jokin tila esiintyy jonossa kahteen kertaan (kyyhkyslakkaperiaate). Olkoon
rj = Tk, missa 73 < k < p.

Jaetaan s osiin s = xyz, missa

r = S1...85
Yy = Sj41-...8k
z = Sk+41---Sn.

Koska |y| =k —j > 0 ja |zy| = k < p, tama tayttaa
pumppautuvuusmadritelman ehdot (2) ja (3).
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Automaatin M laskenta syotteella s on siis

S1 So Sj Sj+1 Sy, Sk+1 Sn
ro—/Tr1— ... 2Tj— ... =T — ... —Tnp,

jota merkitsemme lyhyemmin (ja huomioiden, ettd r; = ry)

x Yy z
’)"Of\/->’r'j’\f>’r‘j’\/>’r'n .

Tama tarkoittaa, etta laskentapolku tekee silmukan:

Tasta naemme, etta hyvaksyvia laskentapolkuja automaatissa M ovat myos

Y

T z T Y Y z . T Yy Y Y & :
TO~AT ™o Tp,  TOoT 2T~ 2T~y Jd T2 T i~ T aT i~ i~aTy JNe.
Siten automaatti hyvaksyy jonot zz, zyz, zyyz, xyyyz, ...eli zy'z € A Kaikilla
i € N. Siis my6s pumppautuvuusehto (1) on voimassa. O
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Pumppausiemman soveltaminen

Jos kieli A on pumppautuva, niin maaritelman mukaan

on olemassa sellainen p, etta
kaikilla sellaisilla s € A, etta |s| > p,

on olemassa jako s = zyz, jolla pumppautuvuusehdot (1)—(3)
toteutuvat.

Kaytamme pumppauslemmaa yleensa kaanteisesti: todistamme kielen A
ei-saannolliseksi osoittamalla, etta A ei ole pumppautuva. Tata varten pitaa
Siis voida osoittaa, etta

kaikilla p

on olemassa sellainen s € A, ettd |s| > p ja

kaikilla jaoilla s = zyz jokin pumppautuvuusehdoista (1)—(3) jaa
toteutumatta.

Siis aluksi s voidaan valita sopivasti helpottamaan todistusta, mutta sitten
pitaa kayda lapi kaikki mahdolliset tavat jakaa s osiin x, y ja z ja osoittaa,
etta mikaan jako ei toteuta kaikkia pumppausehtoja.
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Esimerkki 1.19: [Sipser Ex. 1.74] Kieli
C={we{0,1}"|w sisdltaa yhta monta nollaa ja ykkosta }

ei ole saannollinen.

Todistamme taman osoittamalla, etta kieli C ei ole pumppautuva.
Pumppauslemman nojalla tasta seuraa, etta C ei ole saannollinen.

Olkoon siis p € N mielivaltainen. Meidan on |oydettava ainakin yksi sellainen
merkkijono s € C, etta |s| > p mutta mikdan jako s = zyz ei toteuta kaikkia
pumppautuvuusehtoja (1)—(3).

‘Tassa toimivaksi valinnaksi osoittautuu s = 0P1P. Talla valinnalla selvasti
s € C ja |s| > p. Pitaa viela osoittaa, etta mikaan tapa jakaa s osiin s = zyz
ei toteuta kaikkia ehtoja (1)—(3).

Ainoa tapa saada ehto (3) voimaan on valita x = 0" ja y = 0™, missa
n—+m < p. Jaljelle jaa z = 0P~ "1P, Talloin

ryyz = 0"0™mO™OP~™m~"1P = QPT™1P. Jos m > 0, tdma merkkijono ei kuulu
kieleen C, mika rikkoo ehtoa (1). Jos taas m = 0, ehto (2) ei ole voimassa.

Siis mikaan jako ei toteuta kaikkia ehtoja. Merkkijono s = OP1P ei ole
p-pumppautuva, joten p ei ole kielen C pumppauspituus millaan p. O
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Vaihtoehtoinen todistus: Tehdaan vastaoletus, etta C' on saanndllinen. Kieli
0*1* on saanndllinen, joten kieli (0*1*) N C on saanndllinen (harjoitus 4).
Tama on ristiriita, koska (0*1*) N C on sama kuin esimerkin 1.18
ei-saannollinen kieli B. O

Huomautus 1: Pumppauslemma ei siis ole ainoa tapa todistaa Kieli
ei-saannolliseksi. On olemassa myoOs ei-saannollisia, pumppautuvia Kielia,
joten niiden ei-saanndllisyys pitaa todistaa muuta kautta.

Jos kieli ei ole pumppautuva, se ei ole saanndollinen. Jos Kieli on
pumppautuva, sen saannodllisyydesta ei viela voi tehda mitaan paatelmia.
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Huomautus 2: Miten valitaan sopiva s? Jos olisi valittu s = (01)?, ei olisi
saatu ristiriitaa, koska tata s voidaan pumpata (esim. x = ¢, y = 01,
z = (01)r~ 1),

Yksi lahestymistapa on miettia, mitka olisivat hankalia tapauksia, jos Kielta
yritettaisiin tunnistaa aarellisella automaatilla.

Jos haluamme paattaa, pateeko s € C, ja saamme kayda merkkijonon s lapi
vain kerran, niin intuitiivisesti meidan taytyy pitaa kirjaa siita, mika on tahan
mennessa nahtyjen nollien ja ykkosten lukumaaran ero. Tama on
mahdotonta aarellisella automaatilla, koska p-tilaisessa automaatissa ei voi
esittaa vyli p:n menevia laskurin arvoja.

Merkkijono s = OP1P on valittu siten, etta se aiheuttaa " laskurin ylivuodon”
mahdollisimman nopeasti.
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Esimerkki 1.20: [Sipser Ex. 1.75] Kieli FF = {ww |w € {0,1}"} ei ole
saannollinen.

Todistuksen logiikka on sama kuin edella, mutta esitamme sen hieman
tiiviimmin.

Tehdaan vastaoletus, etta kieli F' on saannollinen. Siis silla on
pumppauspituus p. Valitaan s = 0P10P1 € F.

Olkoon s = xyz, missa |y| > 0 ja |zy| < p (pumppautuvuusehdot (2) ja (3)).
Siis y = 0% jollain k > 0. Nyt zyyz = 0PT*10P1. Taman merkkijonon
loppupuoliskossa on ykkosia mutta alkupuoliskossa ei, joten se ei kuulu
Kieleen F'. Siis pumppautuvuusehto (1) ei toteudu; ristiriita. O

Edellisia esimerkkeja yhdistaa idea, etta aarellinen automaatti ei osaa todeta
kahta asiaa yhtasuuriksi. Samaan intuitioon liittyy edella esitetty " laskurin
vlivuoto” -idea.

Tiassd kuitenkaan esim. valinta s = 0P0OP ei sellaisenaan toimisi, koska QPtTkQp
kuuluukin kieleen: 0r+kor = Qrtk/20p+k/2 (jos k on parillinen).

Tarvitaan pieni trikki, jolla kiinnitetaan jako " alkupuoliskoon” ja
"loppupuoliskoon™.
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Esimerkki 1.21: [Sipser Ex. 1.76] Kieli D= {1" |n e N} ei ole
saannollinen.

Kieli siis koostuu ykkosjonoista, joiden pituudet ovat
0°=0, 1°2=1, 22=4, 3°=9, 4°2=16,

Havaitaan, etta perattaisten pituuksien valiset aukot kasvavat. Tarkemmin
alkioiden r ja r 4+ 1 pituuksien vali on

r?—(r—1)%2=2r—1.

Siis alkion r = |(k + 3)/2] jdlkeen jonojen pituus poikkeaa enemman kuin
k:n verran kaikista muista jonoista.

Tehdaan nyt vastaoletus: kieli D on saanndllinen. Olkoon pumppauspituus p.
Valitaan mika tahansa s € D, jolla |s| > p, ja tdlle pumppautuvuuden
mukainen esitys s = zyz. Olkoon |y| = k > 1 ja |zz| = I. Nyt merkkijonot zy’z
kuuluvat kieleen D, ja niiden pituudet muodostavat aritmeettisesti kasvavan
jonon

I, l+k 1+2k 1+ 3k,

Talloin kielessa D on aareton maara merkkijonoja, joiden pituus poikkeaa
tasan k:n verran toisesta jonosta. Tama on ristiriita aiemman havainnon
kanssa. O
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Esimerkki 1.22: [Sipser Ex. 1.77] Kieli E = {O"'lj |7 > j} ei ole
saannollinen.

Vastaoletus: Oletetaan, etta E on saannodllinen. Olkoon silla
pumppauspituus p.

Valitaan s = 0P+11? ¢ E. Olkoon s = xzyz pumppautuvuusehdon mukaisesti.
Taas ehtojen |y| > 0 ja |zy| < p vuoksi y = 0F jollain k > 1. Nyt
xy®z = xz = OPT1-F1P ¢ E: ristiriita. O

‘Tassa siis " pumpattiin alaspain” eli imettiin s:sta viimeinenkin y pois.
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Vaihtoehtoinen tulkinta pumppautuvuudelle

Ajatellaan tilanne pelinad, jonka osapuolina ovat pelaajat K ("kylla") ja E
("ei"). K yrittaa todistaa, etta kieli L on pumppautuva. E yrittaa todistaa,
etta kieli L ei ole pumppautuva.

1. K valitsee luvun p (ja vaittaa, etta se on kielen L pumppauspituus).

2. E valitsee kielesta L merkkijonon s, jonka pituus on vahintaan p (ja
vaittaa, etta s ei ole p-pumppautuva).

3. K valitsee jaon s = zyz, jolla on voimassa ehdot (2) |y| > 0 ja (3)
lxy| < p (Ja vaittaa, etta kolmikko z,y,z on p-pumppautuva).

4. E valitsee luvun i € N, jolla zy‘z € L (osoittaen, ettd z,y, z ei ole
p-pumppautuva).

Pelin haviaa se pelaaja, joka ensin rikkoo saantdja. Jos peli menee lapi ilman
saantorikkomusta, voittaja on viimeisen laillisen siirron tekija E.
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Olettaen, etta molemmat pelaajat ovat kaikkitietavia ja virheettomia, pelin
lopputulos kertoo, onko Kkieli L pumppautuva vai ei.

Voittostrategia on algoritmi, jota noudattamalla pelaaja voittaa, teki
vastustaja mita hyvansa. Voimme osoittaa, etta kieli on pumppautuva,
antamalla voittostrategian pelaajalle K. VVastaavasti voittostrategia
pelaajalle E osoittaa, etta kieli ei ole pumppautuva.

Jos pelaajalla ei ole voittostrategiaa, han joutuu jossakin vaiheessa
rikkomaan saantdja tai " bluffaamaan’ . Aukotonta voittostrategiaa ei
bluffaamalla voi kuitenkaan paihittaa.
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Esimerkki 1.23: Pumppauslemman todistus antaa voittostrategian
pelaajalle K, kun kieli L on saannollinen:

1. K muodostaa kielen L tunnistavan DFA:n M ja valitsee p:ksi M:n tilojen
lukumaaran. (Oletamme K:n kaikkitietavaksi eli han pystyy Idytamaan
automaatin M, jos sellainen on olemassa.)

2. E valitsee merkkijonon s € L, jolla |s| > p. Aarellisella kielelld tallaista
merkkijonoa ei ole ja E haviaa jo tassa vaiheessa.

3. K laskee automaatin M laskentapolun syotteelld s ja etsii siita
ensimmaisen toistuvan tilan r. K muodostaa jaon s = xyz siten, etta «
paattyy ensimmaiseen vierailuun tilassa r ja y paattyy toiseen vierailuun
tilassa r. Pumppauslemman todistuksessa osoitettiin, etta nain valittu
jako tayttaa ehdot (2) |yl > 0 ja (3) |zy| < p.

4. E valitsee Iuvun 1 € N. Pumppauslemmassa osoitettiin, etta valinnasta
riippumatta xy'z € L eli E rikkoo saantdja ja haviaa viimeistaan nyt.

Taman voittostrategian olemassaolo siis osoittaa, etta jokainen saanndllinen
kieli on pumppautuva. O
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Esimerkki 1.24: Osoitamme (jalleen), etta kieli B={0"1" |n € N} ei ole
pumppautuva, antamalla voittostrategian pelaajalle E:

1. K valitsee luvun p. (Koska B:lld ei ole pumppauspituutta, K joutuu
bluffaamaan.)

2. E valitsee s = QP1P.

3. K valitsee jaon s = zyz, missd y = 0F jollakin k£ > 0. Muu valinta rikkoo
ehtoa (2) |y| > O tai ehtoa (3) |zy| < p ja aiheuttaa havion.

4. E valitsee i = 2, jolloin zy‘z = 0PT*1P ¢ L eli E voittaa.

Tasta voittostrategiasta ja pumppauslemmasta seuraa, etta B ei ole
saanndllinen. O

Monimutkaisen todistuksen muotoilu kahden pelaajan peliksi on varsin
vleinen todistustekniikka. Usein haemme itsemme yhden pelaajan roolissa,
jolloin toista pelaajaa kutsutaan vastustajaksi (adversary).
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Y hteenveto saannollisista Kielista

Deterministinen aarellinen automaatti (DFA) on laskentalaite, jolla on
syotteen pituudesta riippumaton vakiomaara muistia. Maaritelman
Mmukaan Kieli on saannollinen, jos ja vain jos se voidaan tunnistaa
DFA:lla.

Lauseen 1.3 perusteella kieli voidaan tunnistaa DFA:lla, jos ja vain jos
se voidaan tunnistaa epadeterministisella aarellisella automaatilla
(NFA:lla). DFA voi kuitenkin vaatia eksponentiaalisesti enemman tiloja
kuin NFA (vrt. harj. 4.5-4.6).

Lauseen 1.9 perusteella kieli voidaan tunnistaa DFA:lla, jos ja vain jos
se voidaan esittaa saannollisella lausekkeella.

Saannollisten Kkielten luokka on suljettu yhdisteen, konkatenaation ja
tahtioperaation suhteen (lauseet 1.6—1.8.) sekda mm. komplementin,
leikkauksen ja kaanteisoperaation suhteen (harj. 4).

Kieli {0"1" | n € N} on esimerkki ei-saanndllisesta kielestd. Tama
voidaan todistaa esim. pumppauslemmalla (lause 1.17).

Ryhdymme seuraavaksi tarkastelemaan laajempaa yhteydettomien eli
kontekstittomien kielten luokkaa.
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2. Yhteydettomat kielet

Yhteydettomat eli kontekstittomat kielet (context-free language, CFL) ovat
saanndllisia kielia laajempi luokka formaaleja kielia. Ne voidaan esittaa
yhteydettomilla kieliopeilla (context-free grammar, CFG). Tasmalleen
taman kieliluokan tunnistamiseen kykenevaksi laskentalaitteeksi osoittautuu
pinoautomaatti (push-down automaton, PDA).

Taman luvun jalkeen opiskelija

e 0Saa maaritella kontekstittoman Kkieliopin ja pinoautomaatin seka
selittaa niiden valisen suhteen,

e 0Saa muodostaa kieliopin yksinkertaiselle kontekstittomalle kielelle ja

e tuntee joitain perusesimerkkeja ei-yhteydettomista kielista
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Yhteydettomat Kkieliopit [Sipser luku 2.1]

Johdantoesimerkkina tarkastelemme kielta L = {a"b™a"™ | n > 0,m > 0}, joka
on yhteydeton (mutta ei sdaanndllinen). Vastaavan kieliopin ytimena on
saannot eli produktiot

asSa
aBa
bB

— b.

Kieliopin muuttujat eli valikkeet (variable, nonterminal symbol) ovat S ja B.
Naista S on erityisasemassa lahtosymbolina. Paatemerkit eli -symbolit
(terminal) ovat a ja b. Kieliopista saadaan esim. merkkijonolle aabbaa € L
seuraava johto (derivation):

Ll

ovllov IRV, RNV

S = aSa = aaBaa = aabBaa = aabbaa.

Johdossa siis aloitetaan lahtosymbolista ja korvataan muuttujat ykKsi
kerrallaan vastaavan produktion oikealla puolella olevalla merkkijonolla.
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Merkkijonon aabbaa johtoa

S = aSa = aaBaa = aabBaa = aabbaa

vastaa seuraava jasennyspuu (parse tree):

/\

S

|
S
|
B

a a b b a a

Lehtina on johdetun merkkijonon merkit esijarjestyksessa ("' vasemmalta
oikealle" ), juurena lahtdsymboli ja sisasolmuina valikkeitda. Kunkin valikkeen
lapset vastaavat valikeeseen liittyvan saannon oikeaa puolta.
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Muodollisesti yhteydeton eli kontekstiton kielioppi (context-free grammar,
CFG) on nelikko (V, >, R,S), missa

1. V on adarellinen muuttujien (eli muuttujasymbolien eli valikesymbolien)
joukko

2. > on aarellinen paatesymbolien joukko, joka ei saa sisaltaa
muuttujasymboleja

3. R on aarellinen joukko saantoja eli produktioita muotoa A — w, missa
A €V on muuttuja ja w € (V UX)* on mielivaltainen (mahdollisesti
tyhja) jono muuttujia ja paatesymboleja

4. jokin muuttuja S € V on asetettu lahtosymboliksi .
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Esimerkki 2.1: Edella todettiin, etta kielelle {a"b™a™ | n,m > 0} on
olemassa yhteydeton kielioppi G = (V, %3, R, S), missa

o V={S5B}
e > ={a,b}
e R={S—aSa,S—aBa, B—bB, B—b}

e S on lahtosymboli.

Jatkossa esittamme taman kieliopin yksinkertaisesti muodossa

S — aSalaBa
B — DbB|b

Siis
e Mmuuttujia ovat ne, jotka ovat jonkin saanndn vasempana puolena,

e lahtosymboli on ensimmaisena listatun saannon vasen puoli
e Mmuut symbolit ovat paatesymboleita.

e Samaan muuttujaan liittyvat saannot kootaan yhteen ja niiden oikeat
puolet erotetaan pystyviivalla toisistaan. O
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Intuitiivisesti yhteydeton kielioppi G = (V, >, R, S) tuottaa aakkoston X
merkkijonoja seuraavalla proseduurilla:

1. Alusta r := S. (Jatkossa r saa arvokseen aakkoston V U X
merkkijonoja.)

2. Valitse merkkijonosta r jokin kohta 7, jossa esiintyy muuttujasymboli;
ts. olkoon

T=1T1...T-1ATi41 ... Ty,
missa n = |r|, r € VUX kaikilla i ja A€ V.

3. Valitse saantdjoukosta R jonkin saantdo A — wi...w,,, jonka vasen puoli
on sama kuin merkkijonosta r valittu muuttujasymboli.

4. Aseta muuttujalle r uusi arvo

r.=Tr1...T-1W1...WnTi41..-Tk.

5. Jos r sisaltaa pelkkia paatemerkkeja (eli r € >*), niin tulosta r.
Muuten palaa kohtaan 2.

Kieliopin tuottama kieli koostuu niista aakkoston > merkkijonoista, jotka
tama proseduuri voi tulostaa, kun sovellettavat saannot valitaan sopivasti.
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Maaritelladan nyt tasmallisemmin kieliopin G = (V, X, R, S) tuottama Kieli.
Joszx=wuAv jay=wuwwwv, missa A — w € R, niin x johtaa suoraan eli tuottaa
suoraan (yields, derives directly) merkkijonon y. Tata merkitdan

T =Y.
Jos on olemassa aakkoston V U X merkkijonot ug,...,ur_1, Missa u;_1 = u;
kun ¢z =1,...,k, merkitaan

UuoQ :*> Uf

ja sanotaan, ettad ug johtaa eli tuottaa (derives) merkkijonon wy.
Tapauksessa k > 0 voidaan merkitd ug = UL .

Aakkoston V U X merkkijono w on lausejohdos (sentential form), jos S = w.
Jos lisaksi w sisaltaa vain paatesymboleja, se on lause.

Kieliopin G tuottama eli kuvaama kieli on sen lauseiden joukko
L(G)Z{wEZ*|S:*>w}.
Kieli on yhteydeton, jos jokin yhteydeton kielioppi tuottaa sen.
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Selitys termille " yhteydeton’ : " Yhteydeton” viittaa siihen, etta kieliopin
saannot ovat muotoa A — w, Mmika voidaan tulkita

Muuttuja A voidaan korvata merkkijonolla w, oli ymparilla mita
tahansa.

Saantdja siis voidaan soveltaa " kontekstista riippumatta’.

Yhteydettoman Kielioppin eras mahdollinen yleistys on yhteysherkka Kielioppi
(context-sensitive grammar). Tallaisen kieliopin saanndt ovat muotoa

uwAv — vwv, MIissa u, v ja w ovat aakkoston V U2 merkkijonoja. Saanto
tulkitaan

Muuttuja A voidaan korvata merkkijonolla w, jos sen ymparilla on
merkkijonot u ja wv.

Voidaan osoittaa, etta esim. kieli
{a"b"c" |ne N}
ei ole yhteydeton, mutta voidaan esittaa kayttamalla yhteysherkkia saantdja.
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Jos ue L(G) ja S=v1=...=> v, = u, tata ketjua sanotaan merkkijonon u
johdoksi (derivation), ja sen pituus on k.

Merkkijonon u € 2-* jasennyspuu on mika tahansa seuraavat ehdot tayttava

puu:
1.
2.

sisasolmut on nimetty muuttujasymboleilla ja lehdet paatesymboleilla

juurena on lahtosymboli S

lehtina ovat merkkijonon u merkit jarjestyksessa vasemmalta oikealle
seka mahdollisesti tyhjan merkkijonon symboleja ¢
. Jos A on sisasolmu ja sen lapset vasemmalta oikealle ovat w1, ..., wy,

niin kKieliopissa on saantdo A — w1 ... wg.

Merkkijonon u johdosta voidaan rakentaa sille jasennyspuu:

1.
2.

Lahdetaan liikkeelle puusta, jossa on pelkka juuri S.

Kun johdossa sovelletaan saantdoa A — wi...wg, Niin puussa vastaavalle
lehdelle A lisataan lapset wq,...,w;.
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Esimerkki 2.2: Yhteydeton kielioppi
S — SS | ( S) | €

tuotaa kaikki oikein muodostetut sulkulausekkeet. T assa siis paatesymbolit
ovat vasen ja oikea sulkumerkki. Sulkulauseke on oikein muodostettu, jos
vasemmat ja oikeat sulkumerkit voidaan pariuttaa siten, etta mikaan pari ei
mene ristiin.

Sulkulausekkeen () ( () ()) eras johto ja sita vastaava jasennyspuu ovat

S SS

(5)8 P
ok :

0 (5) i
() (SS) e ﬁ
E 0l

) ((5)5)
OCOS) (-
OO (5)
OO O)

¢ ¢ e ) ( ¢

R T 2 I
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Yhteydettomien Kielioppien laatiminen [Sipser s. 106—107]

Yhteydettomia Kkielioppeja on helppo tuottaa soveltamalla vastaavia
operaatioita kuin saannollisissa lausekkeissa.

Lause 2.3: Jos A ja B ovat yhteydettomia kielia, niin myos
AUB, Ao B ja A* ovat.

Todistus: Tarkastellaan esimerkkina yhdistetta A U B; muut kohdat
menevat samaan tapaan.

Olkoot A ja B aakkoston 3 yhteydettomia kielia. Siis A = L(G,) ja

B = L(Gp) joillain yhteydettomilla kieliopeilla G4 = (V4,32, R4, S4) ja

Gp = (Vg, X, Rp, Sp). Kielioppien muuttujasymboleita voidaan tarvittaessa
vaihtaa niin, ettd V, N Vz = 0.

Olkoon S & V4 U Vp. Maaritellaan G = (V,UVBU{S}, X, R,S), missa

R=RsURpU{S —Ss4}U{S—Sp}.
Selvasti L(G) = AU B. O
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LLauseesta 2.3 seuraa erityisesti
Korollaari 2.4: Kaikki saanndlliset kielet ovat yhteydettomia. O

Jatkossa osoittautuu toisaalta, etta yhteydettomien kielten luokka ei ole
suljettu leikkauksen ja komplementin suhteen, toisin kuin saannaollisten
kielten luokka.

Yhteydettomat Kkielet ovat aidosti laajempi luokka kuin saannolliset.
Perusesimerkki tasta on " yhtasuuruusvertailu” rekursiota kayttamalla.

Esimerkki 2.5: Kieli {0"1" | n € N} tunnetusti ei ole saanndllinen. Se
voidaan Kkuitenkin tuottaa yhteydettomalla Kieliopilla

S — 051 |e
U

Tarkastelemme seuraavaksi esimerkkeja tyypillisista yhteydettomien
kielioppien rakenteista.
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Seuraava esimerkki osoittaa, miten yhteydettomalla kieliopilla voidaan
tuottaa kaksi keskenaan " peilisymmetrista” osamerkkijonoa.

Esimerkki 2.6: Aakkoston {a,b} palindromien joukko
{we{a,b} |w=w"} voidaan tuottaa yhteydettomalla kieliopilla
S—e|alb|aSa|bShb.

Vastaavasti kieli { ww™ |w € {a,b}"} voidaan tuottaa yhteydettomalla
kieliopilla
S —e|aSa|bSb.

Sen sijaan kieli {ww |w € {a,b}"} ei ole yhteydetdn, kuten jatkossa
naemme. O
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