Yhteydettomat Kkieliopit [Sipser luku 2.1]

Johdantoesimerkkina tarkastelemme kielta L = {a"b™a"™ | n > 0,m > 0}, joka
on yhteydeton (mutta ei sdaanndllinen). Vastaavan kieliopin ytimena on
saannot eli produktiot

asSa
aBa
bB

— b.

Kieliopin muuttujat eli valikkeet (variable, nonterminal symbol) ovat S ja B.
Naista S on erityisasemassa lahtosymbolina. Paatemerkit eli -symbolit
(terminal) ovat a ja b. Kieliopista saadaan esim. merkkijonolle aabbaa € L
seuraava johto (derivation):

Ll

ovllov IRV, RNV

S = aSa = aaBaa = aabBaa = aabbaa.

Johdossa siis aloitetaan lahtosymbolista ja korvataan muuttujat ykKsi
kerrallaan vastaavan produktion oikealla puolella olevalla merkkijonolla.
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Merkkijonon aabbaa johtoa

S = aSa = aaBaa = aabBaa = aabbaa

vastaa seuraava jasennyspuu (parse tree):

/\

S

|
S
|
B

a a b b a a

Lehtina on johdetun merkkijonon merkit esijarjestyksessa ("' vasemmalta
oikealle" ), juurena lahtdsymboli ja sisasolmuina valikkeitda. Kunkin valikkeen
lapset vastaavat valikeeseen liittyvan saannon oikeaa puolta.
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Muodollisesti yhteydeton eli kontekstiton kielioppi (context-free grammar,
CFG) on nelikko (V, >, R,S), missa

1. V on adarellinen muuttujien (eli muuttujasymbolien eli valikesymbolien)
joukko

2. > on aarellinen paatesymbolien joukko, joka ei saa sisaltaa
muuttujasymboleja

3. R on aarellinen joukko saantoja eli produktioita muotoa A — w, missa
A €V on muuttuja ja w € (V UX)* on mielivaltainen (mahdollisesti
tyhja) jono muuttujia ja paatesymboleja

4. jokin muuttuja S € V on asetettu lahtosymboliksi .
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Esimerkki 2.1: Edella todettiin, etta kielelle {a"b™a™ | n,m > 0} on
olemassa yhteydeton kielioppi G = (V, %3, R, S), missa

o V={S5B}
e > ={a,b}
e R={S—aSa,S—aBa, B—bB, B—b}

e S on lahtosymboli.

Jatkossa esittamme taman kieliopin yksinkertaisesti muodossa

S — aSalaBa
B — DbB|b

Siis
e Mmuuttujia ovat ne, jotka ovat jonkin saanndn vasempana puolena,

e lahtosymboli on ensimmaisena listatun saannon vasen puoli
e Mmuut symbolit ovat paatesymboleita.

e Samaan muuttujaan liittyvat saannot kootaan yhteen ja niiden oikeat
puolet erotetaan pystyviivalla toisistaan. O
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Intuitiivisesti yhteydeton kielioppi G = (V, >, R, S) tuottaa aakkoston X
merkkijonoja seuraavalla proseduurilla:

1. Alusta r := S. (Jatkossa r saa arvokseen aakkoston V U X
merkkijonoja.)

2. Valitse merkkijonosta r jokin kohta 7, jossa esiintyy muuttujasymboli;
ts. olkoon

T=1T1...T-1ATi41 ... Ty,
missa n = |r|, r € VUX kaikilla i ja A€ V.

3. Valitse saantdjoukosta R jonkin saantdo A — wi...w,,, jonka vasen puoli
on sama kuin merkkijonosta r valittu muuttujasymboli.

4. Aseta muuttujalle r uusi arvo

r.=Tr1...T-1W1...WnTi41..-Tk.

5. Jos r sisaltaa pelkkia paatemerkkeja (eli r € >*), niin tulosta r.
Muuten palaa kohtaan 2.

Kieliopin tuottama kieli koostuu niista aakkoston > merkkijonoista, jotka
tama proseduuri voi tulostaa, kun sovellettavat saannot valitaan sopivasti.
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Maaritelladan nyt tasmallisemmin kieliopin G = (V, X, R, S) tuottama Kieli.

Josxr=wuwAvjay=uwwv, missa A — w € R, niin x johtaa suoraan eli tuottaa
suoraan (yields, derives directly) merkkijonon y. Tata merkitdaan

= .

Jos on olemassa aakkoston V U2 merkkijonot uo,...,ur, Missa u;—1 = u; kun
1=1,...,k, eli

U = U1 = U2 =+ = UL—1 = Uk
sanotaan, ettd up johtaa eli tuottaa (derives) merkkijonon wuy ja merkitdan
*k
ug = U .

Tassa k voi olla myos 0: kaikilla v e (VUX)*, u = u eli jokainen merkkijono
tuottaa itsensi. Tapauksessa k > 0 voidaan merkitd ug = U
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Aakkoston V U X merkkijono w on lausejohdos (sentential form), jos S = w.
Jos lisaksi w sisaltaa vain paatesymboleja, se on lause. Ketjua

S=w=ur=...u =w
sanotaan merkkijonon w johdoksi (derivation), ja sen pituus on k.

Kieliopin G tuottama eli kuvaama kieli on sen lauseiden joukko
L(G):{wez*|5:*>w}.

Kieli on yhteydeton, jos jokin yhteydeton kielioppi tuottaa sen.
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Selitys termille " yhteydeton’ : " Yhteydeton” viittaa siihen, etta kieliopin
saannot ovat muotoa A — w, Mmika voidaan tulkita

Muuttuja A voidaan korvata merkkijonolla w, oli ymparilla mita
tahansa.

Saantdja siis voidaan soveltaa " kontekstista riippumatta’.

Yhteydettoman Kielioppin eras mahdollinen yleistys on yhteysherkka Kielioppi
(context-sensitive grammar). Tallaisen kieliopin saanndt ovat muotoa

uwAv — vwv, MIissa u, v ja w ovat aakkoston V U2 merkkijonoja. Saanto
tulkitaan

Muuttuja A voidaan korvata merkkijonolla w, jos sen ymparilla on
merkkijonot u ja wv.

Voidaan osoittaa, etta esim. kieli
{a"b"c" |ne N}
ei ole yhteydeton, mutta voidaan esittaa kayttamalla yhteysherkkia saantdja.
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Lausejohdoksen u € 2-* jasennyspuu on mika tahansa seuraavat ehdot
tayttava puu:

1. Puun solmut on nimetty joukon VUX U {e} alkioilla,
2. Sisasolmut on nimetty muuttujilla ja erityisesti juuri lahtosymbolilla S.

3. Jos A on sisasolmu nimi ja sen lasten nimet vasemmalta oikealle ovat
w1, ..., Wn, Niin Kieliopissa on saantdo A — wi ... wp,.

4. Lehdissa ovat merkkijonon v merkit jarjestyksessa vasemmalta oikealle
seka mahdollisesti tyhjan merkkijonon symboleja «.

Merkkijonon u johdosta voidaan rakentaa sille jasennyspuu:
1. Lahdetaan liikkeelle puusta, jossa on pelkka juuri S.

2. Kun johdossa sovelletaan saantéa A — wy...w,,, NiiN puussa vastaavalle
lehdelle A lisataan lapset wi,...,wn.
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Esimerkki 2.2: Yhteydeton kielioppi
S — SS | ( S) | €

tuotaa kaikki oikein muodostetut sulkulausekkeet. T assa siis paatesymbolit
ovat vasen ja oikea sulkumerkki. Sulkulauseke on oikein muodostettu, jos
vasemmat ja oikeat sulkumerkit voidaan pariuttaa siten, etta mikaan pari ei
mene ristiin.

Sulkulausekkeen () ( () ()) eras johto ja sita vastaava jasennyspuu ovat

S

SS /\

(S)S

() (S)
() (SS5)

S S
O () S) | |
A
OO () S

OO O) G2

R T 2 I

)

142



Yhteydettomien Kielioppien laatiminen [Sipser s. 106—107]

Yhteydettomia Kkielioppeja on helppo tuottaa soveltamalla vastaavia
operaatioita kuin saannollisissa lausekkeissa.

Lause 2.3: Jos A ja B ovat yhteydettomia kielia, niin myos
AUB, Ao B ja A* ovat.

Todistus: Tarkastellaan esimerkkina yhdistetta AU B; muut kohdat jatetaan
harjoitustehtavaksi.

Olkoot A ja B aakkoston 3 yhteydettomia kielia. Siis A = L(G ) ja

B = L(Gp) joillain yhteydettomilla kieliopeilla G4 = (V4,32, R4, S4) ja

Gp = (Vg, X, Rp, Sp). Kielioppien muuttujasymboleita voidaan tarvittaessa
vaihtaa niin, ettd V, N Vg = 0.

Olkoon S ¢ V4 U V. Maaritellaan G = (V,UVBU{S}, X, R,S), missa

R=RAURpU{S— Sa}U{S— Sp}
Selvasti L(G) = AU B. O
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LLauseesta 2.3 seuraa erityisesti
Korollaari 2.4: Kaikki saanndlliset kielet ovat yhteydettomia.

Todistus: Olkoon > mielivaltainen aakkosto. Maaritellaan

Gy = ({S},=,0,5)
({S},=,{S—¢e},9)
({S},=.{S —al,sS) kaikilla a € =.

Selvasti L(Gy) =0, L(G:) = {e} ja L(Gs) = {a} kaikilla a € .

28
[

Jokainen saannollinen Kieli voidaan esittaa saannollisena lausekkeena, joka
kertoo, miten kyseinen kieli muodostetaan peruskielista 0, {e} ja {a}
kayttaen operaatioita U, o ja *x. Ylla olevasta ja lauseesta 2.3 seuraa, etta
naille kielille on olemassa myos yhteydeton Kielioppi. O

Jatkossa osoittautuu, etta yhteydettomien kielten luokka ei ole suljettu
leikkauksen ja komplementin suhteen, toisin kuin saannollisten kielten
luokka.
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Yhteydettomat Kielet ovat aidosti laajempi luokka kuin saannolliset, kuten
seuraavat perusesimerkit osoittavat.

Esimerkki 2.5: Kieli {0"1" | n € N} tunnetusti ei ole saanndllinen. Se
voidaan Kuitenkin tuottaa yhteydettomalla Kieliopilla

S — 0851 |e
U

Esimerkki 2.6: Aakkoston {a,b} palindromien joukko
{we{a,b} | w=w"} voidaan tuottaa yhteydettomalla kieliopilla

S—e|alblaSa]|bSb.

Vastaavasti kieli { ww™ |w € {a,b}"} voidaan tuottaa yhteydettomalla
kieliopilla
S —e|aSa|bSh.

Sen sijaan kieli {ww |w € {a,b}"} ei ole yhteydetdn, kuten jatkossa
naemme. O
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Esimerkki 2.7: Luonnollinen kieli on ollut tarkea motivaatio
kielioppiformalismien kehittamiselle. LeikkikaluesimerkKki:

(sentence)

(noun-phrase
(proper-noun
(common-noun

(determiner

)

)

)

)
(verb-phrase)
(verb)
(adverb)
(direct-object-phrase)
(adjective-list)
(adjective)

—

s bbbl

l

—

(noun-phrase)(verb-phrase)

| (noun-phrase)(verb)(direct-object-phrase)
(proper-noun) | (determiner)({common-noun)
John | Jill

car | hamburger

a | the

(verb)(adverb) | (verb)

drives | eats

slowly | frequently
(adjective-list)(proper-noun)

| (determiner)(adjective-1list)(common-noun)
e | (adjective)(adjective-list)

big | juicy | brown

Tassa siis (sentence) jne. ovat muuttujasymboleja ja John jne.
padtesymboleja. Huomaa muuttujaa (adjective-list) kdyttava

toistorakenne.
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Edellisesta kieliopista saadaan esim. seuraavanlaisia johtoja:

(sentence) (noun-phrase)(verb)(direct-object-phrase)
(proper-noun)(verb)(direct-object-phrase)

John (verb)(direct-object-phrase)

John eats (direct-object-phrase)

John eats (determiner)(adjective-1list)(common-noun)
John eats a (adjective-list)(common-noun)

John eats a (adjective)(adjective-1list)(common-noun)
John eats a big (adjective-list)(common-noun)

John eats a big (adjective) (adjective-list)({common-noun)
John eats a big juicy (adjective-list)({common-noun)

John eats a big juicy (common-noun)

R 2 T 2 2 R

John eats a big juicy hamburger

Tama on esimerkki vasemmasta johdosta (leftmost derivation), mihin
palataan pian.
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Edellista johtoa vastaava jasennyspuu:

(sentence)
(noun-phrase) (verb) (direct-object-phrase)

| e

\

(proper-noun) (determiner) (adjective-list) (common-noun)
(adjective) (adjective-list)

/\

(adjechZii\fadjective-list>

John eats a big juicy e hamburger
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Esimerkki 2.8: Toinen seka historiallisesti etta nykykaytannon kannalta
tarkea yhteydettomien Kielioppien sovellus on ohjelmointikielten syntaksin
kuvaaminen.

Tarkastellaan esimerkkina pienta Pascal-kielen osaa:

(lause) — (ehtolause) | (koottu-lause) | (sijoitus) | (kutsu)
(ehtolause) — if (ehto) then (lause) else (lause)
(ehto) — x=0
(koottu-lause) — begin (lausejono) end
(lausejono) — (lause) | (lause) ; (lausejono)
(sijoitus) — x:= 0
(kutsu) — a|b|c

Kielioppi toimii paitsi ohjelmoijan muistilistana myos kaantajan keskeisen
vaiheen, jasentajan, laatimisen lahtokohtana. Jasennysta edeltava vaihe on
selaus, joka pilkkoo ohjelman perusalkioihin kuten lukuvakiot, varatut sanat
ja muuttujien nimet. Jasentaja ja selaaja muodostetaan usein
automaattisesti kieliopista ja perusalkioita kuvaavista saannollisista
lausekkeista (ks. sivu 90).
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Esimerkkijohto: Vastaava ohjelmanpatka:

(lause) (ehtolause) if x=0 then
if (ehto) then (lause) else (lause) a
if x=0 then (lause) else (lause) else begin
if x=0 then (kutsu) else (lause) §:= 03

if x=0 then a else (lause)
if x=0 then a else (koottu-lause)

end

if x=0 then a else begin (lausejono) end

if x=0 then a else begin (lause) ; (lausejono) end

if x=0 then a else begin (sijoitus) ; (lausejono) end
if x=0 then a else begin x:=0 ; (lausejono) end

if x=0 then a else begin x:=0 ; (lause) end

if x=0 then a else begin x:=0 ; (kutsu) end

LR T I O O A

if x=0 then a else begin x:=0 ; b end
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Viela jasennyspuu samalle lauseelle:

(lause)

(ehtolause)

\

(lause)

(koottu-lause)

(lausejono)
(lauég;/// \ZI;;;gjono>
(sijthus) (lausJ)
(kutéé;
if =0 then a else begin z:=0 ; b/ end

Ohjelman kasittely kaantajassa jasennyksen jalkeen perustuu nimenomaan
sen jasennyspuuhun.
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Moniselitteisyys [Sipser s. 107—108]

Kontekstittoman kielen lauseella on tyypillisesti useita johtoja. Esim.
Kieliopissa

S — AB
A — a
B — b

merkkijono ab voidaan johtaa kahdella eri tavalla:

S = AB = aB = ab
S = AB = Ab= ab

Intuitiivisesti naissa johdoissa on vain kaytetty samoja saantoja eri
jarjestyksessa. Johdot myoOs vastaavat samaa jasennyspuuta.

Tallaisen triviaalin monijohtoisuuden poissulkemiseksi tarkastelemme

vasempia johtoja (leftmost derivation). Vasemmassa johdossa sovelletaan
aina produktiota merkkijonon vasemmanpuoleisimpaan muuttujaan. Siis em.
kieliopissa merkkijonon ab ainoa vasen johto on

S = AB = aB = ab.
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