Vasen johto S = AB = aB = ab esittaa jasennyspuun kasvattamista
vasemmalta alkaen:

N o N
| S

a a b

S :> A/ S\B :>

Samaan jasennyspuuhun paastaan myos johdolla S = AB = Ab = ab:
S S

A B :> A B

| | |

b a b

s :) A/S\B :>

Yhteen jdsennyspuuhun liittyy aina tasan yksi vasen johto (seka yleensa
muita, ei-vasempia johtoja).

Kielioppi on moniselitteinen (ambiguous), jos siind jollain lauseella on
useampi kuin yksi vasemmanpuoleinen johto. Muuten kielioppi on
vksiselitteinen. Toisin sanottuna Kielioppi on moniselitteinen, jos ja vain jos
siina jollain lauseella on ainakin kaksi jasennyspuuta.

Tahanastiset esimerkkimme ovat kaikki olleet yksiselitteisia.
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Esimerkki 2.9: Muuttujien x, y ja z aritmeettiset lausekkeet voidaan kuvata

kieliopilla

(lauseke) — (lauseke) + (lauseke) | (Lauseke) x (lauseke) | ( (lauseke) ) | x|y | 2.

Kielioppi on moniselitteinen, silla lauseella x + y * z on kaksi vasenta johtoa
ja jasennyspuuta:

(lauseke)

(lauseke)

44l

(lauseke) 4 (lauseke)

x + (lauseke)

x + (lauseke) * (lauseke)
x + y * (Lauseke)

r+yx*xz

444

(lauseke) * (Lauseke)

(lauseke) 4+ (lauseke) * (lauseke)
x + (lauseke) * (lauseke)

x + y * (lauseke)

x4+ yx*z.

Jauseke

lauseke)

x +

Jauseke

dlauseke)

x +

lauseke)

lauseke)

Jauseke

lauseke)

Y * z

Jauseke

lauseke)

Y * z
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Sama Kieli voidaan tuottaa seuraavalla yksiselitteisella kieliopilla

(lauseke) — (lauseke) + (termi) | (termi)
(termi) — (termi) * (tekiji) | (tekij&)
(tekija) — ( (lauseke) ) |z |y z.

Lauseen x + y *x z yksikasitteiset vasen johto ja jasennyspuu ovat

(lauseke)

R I R

(lauseke) 4 (termi)
(termi) + (termi)
(tekija) + (termi)

x + (termi)

x + (termi) * (tekija)
x + (tekiji) * (tekija)
x + y * (tekiji)

x4+ yx*xz

Jauseke
lauseke) termi,
| N
termi (termi (tekija)
(tekija) (tekija)
xr + y z
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Aritmeettisen lausekkeen jasennyspuun avulla voidaan helposti laskea
lausekkeen arvo, kun muuttujien arvot tunnetaan. Yleisemmin kaantaja voi
jasennyspuun avulla generoida koodia, joka evaluoi lausekkeen. Edellisen
sivun kielioppi houdattaa koulusta tuttua presedenssisaantoa, jonka mukaan
kertolaskut lasketaan ennen yhteenlaskuja. Sen sijaan aiempi moniselitteinen
Kielioppi voi johtaa myOs vaaraan laskujarjestykseen.

Todetaan viela, etta joillekin yhteydettomille kielille ei ole olemassa
yksiselitteista kielioppia. Esimerkki tallaisesta luonnostaan moniselitteisesta
(inherently ambiguous) kielesta on {a‘bick|i=j tai j =k} (todistus
sivuutetaan).
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Chomskyn normaalimuoto [Sipser s. 108-111]

Kielioppeja algoritmisesti kasiteltaessa on hyva, jos ne ovat " siisteja’ .

Esimerkki 2.10: Tarkastellaan kielioppia

AB
a

ccC
DD
EE
FF
€

SO QT e W»
L A A A

Kieliopin tuottama kieli on yksinkertaisesti {a}. Kaikki johdot ovat kuitenkin
varsin pitkia, mika on erilaisten algoritmien kannalta ongelmallista. O

Esitamme seuraavaksi, miten yhteydettomalle Kkieliopille voidaan |oytaa
Chomskyn normaalimuoto, jossa erityisesti merkkijonon w johdon pituus on
aina 2jw| — 1.

Chomskyn normaalimuoto tarjoaa hyvia esimerkkeja yhteydettomien
kKielioppien yksinkertaistamisessa kaytettavista paattelyista ja algoritmeista.
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Maaritelma 2.11: Yhteydeton kielioppi (V,>, R, S) on Chomskyn
normaalimuodossa, jos joukon R jokainen saantd on jotain seuraavista
muodoista:

1. A— BC, missa A,B,C eV jaB#SjaC#S8,
2. A—a, missa A€V jaac€ X, tai
3. S —e.

Normaalimuodosta seuraa erityisesti, ettd jos S = w ja |w| =n > 0, niin
johdon pituus on tasan 2n — 1.

Lause 2.12: [Sipser Thm. 2.9] Mika tahansa yhteydeton kieli voidaan
tuottaa Chomskyn normaalimuodossa olevalla yhteydettomalla kieliopilla.

Esitamme, miten kielioppi muunnetaan Chomskyn normaalimuotoon
kolmessa vaiheessa:

1. lisataan uusi lahtosymboli Sp ja poistetaan saannot A — e, missa A #= So
2. poistetaan saannot A — B, missa A,Be V

3. pilkotaan liian pitkat saannot paloiksi.
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Lemma 2.13: Mika tahansa yhteydeton kieli voidaan tuottaa
vhteydettomalla kieliopilla, jossa

1. lahtosymboli ei esiinny minkaan saannon oikealla puolella ja

2. kieliopissa ei ole saantdoa A — ¢ millaan A, joka ei ole lahtosymboli.

Todistus: Olkoon G = (V,X,R,S) yhteydeton kielioppi. Muodostamme
ehdot toteuttavan kieliopin G' = (V', X, R, Sp), jolla L(G’") = L(QG).

Otetaan kdyttoon uusi lahtosymboli Sop € V' ja asetetaan V! =V U {Sp }.
Laitetaan joukkoon R’ sdaantd Sop — S. Jos € € L(G), lisataan myos saantd
So — . Muuttujalle Sy ei tule muita saantgja, eika se tule minkaan saannon
oikealle puolelle.

159



Maaritellaan nyt nollautuvien muuttujien joukko
Nullz{A€V|A:*>e}.
Joukko Null voidaan helposti laskea iteratiivisella algoritmilla.

EtsiNollautuvat(V, >, R, S)

Null :=
VanhaNull := Null
for AeV

do if joukossa R on saantdo A — ¢

then Null := NullU{ A}

while Null = VanhaNull > toista kunnes Null ei muutu

do VanhaNull := Null

for AeV
do if joukossa R on saanto A — Bi... By
missa B; € Null kaikilla 2
then Null ;= Nullu{A}

return Null
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Perusidea on, etta jos B € Null, niin saantd A — uwBv Korvataan saanndilla

A — uv | uBwv.

Talloin jos alkuperaisessa kieliopissa on e-saantoa kayttava johto

A= uBv=uv

niin uudessa kieliopissa voidaan jattaa uBv valiin ja johtaa suoraan

A= uv.
Vastaavasti jos B,C € Null, niin saantd A — uBvCw korvataan saanndgilla

A — vwvw | wwCw | uBvw | uBvCw,

jne. Taman jalkeen s-saannot ovat jaaneet turhiksi ja voidaan poistaa.
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Kaydaan siis lapi kaikki joukon R saanndt A — w. Kirjoitetaan w muotoon
w = ugAiuiAsus ... Apus,

missa kukin A; on nollautuva muuttuja ja toisaalta mikaan u; ei sisalla
nollautuvia muuttujia. Jos w ei sisalla nollautuvia muuttujia, niin £k = 0.
Lisdtdan nyt joukkoon R’ kaikki 2% sdintoa

A — ugriuiTous . .. TRUL,

missa x; on joko A; tai e, paitsi ei saanttéa A — £ mikali se esiintyy.

On helppo nahda, etta saatu kielioppi toteuttaa vaaditut ehdot. O
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Esimerkki 2.14: Sovelletaan konstruktiota kielioppiin

S — BSB|A
A — aA|laa
B — bB|e.

Nyt Null = { B }. Siis saanntd S — BSB korvataan sdaanndgilla
S—S|SB|BS|BSB,
ja saanto B — bB saanndilla
B — b |bB.

Muut saannot paitsi lukuunottamatta e-saantoa jaavat ennalleen. Lisataan
vield alkusymboli ja sdantd Sg — S, muttei sd3ntd3d So — &, koska S & «.
Saadaan kielioppi

S
S|SB|BS|BSB|A
aA | aa

b|bB.

(]

W o R

Ll
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Seuraava vaihe on poistaa yksikkosaannot eli saanndt muotoa A — B, missa
A BeV.

Lemma 2.15: Mika tahansa yhteydetdn kieli voidaan tuottaa
vhteydettomalla kieliopilla, jossa ei ole yksikkosaantoja.

Todistus: Kaikilla A € V olkoon Unit(A) niiden muuttujien joukko, jotka
voidaan johtaa A:sta pelkilla yksikkdsaanndilla, A itse mukaanlukien. Joukot
Unit(A) on helppo laskea iteratiivisesti.

Kieliopin muuttujat ja paatesymbolit pidetaan ennallaan, samoin
lahtosymboli. Sdantoihin laitetaan A — w Kkaikilla A € V ja w € (VUZX)*, joilla

1. B € Unit(A),
2. B — w on saanto alkuperaisessa kieliopissa ja

3. w ei ole muuttujasymboli.
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Ehtojen 1 ja 2 perusteella on selvaa, etta uusien saantojen joukkoon ei tule
mitdan, mitd sielld ei saisi olla. Jos B € Unit(A4) ja B = w, niin A = w, joten
A — w voidaan lisata.

Ainoa ongelma nayttaisi olevan, etta ehdon 3 nojalla pudotetaan pois
muotoa B — C olevat saannot. Kuitenkin jos B € Unit(A) ja B — C on
saanto, niin C € Unit(A), joten vuorostaan muotoa C — w olevat saannot
tuovat mukaan uudet saannot A — w. Siis uudet saannot tuottavat samat

merkkijonot kuin vanhat. O
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Esimerkki 2.16: Jatketaan edellisen esimerkin lopputuloksesta
So — S
S — S|SB|BS|BSB|A
A — aA|aa
B — Db|bB.
Nyt Unit(So) = { S0, S, A}, Unit(S) = {S, A}, ja Unit(X) = { X } muuten.
Siis muuttujalle Sy tulee omien alkuperaisten lisaksi kaikki muuttujien S ja A
ei-yksikkosaannot:
So— SB|BS | BSB|aA | aa.
Samoin S:lle lisataan A:n saannot:
S— SB|BS|BSB|aA] aa.
Ottamalla viela kaikki vanhat ei-yksikkOsaannot saadaan kielioppi
— SB|BS|BSB|aA|aa
SB|BS | BSB|aA|aa
aA | aa
b | bB.

(]

W e R

Ll

166



Lauseen 2.12 todistus: Olkoon G = (V, 3>, R, S) yhteydetdn kielioppi.
Muodostamme Chomskyn normaalimuodossa olevan kieliopin, joka tuottaa
saman kielen. Lemmojen 2.13 ja 2.15 nojalla voimme olettaa kieliopista G,

etta
1. S ei esiinny minkaan saanndn oikealla puolella,
2. A—e¢ R kaikilla AeV —{S}, ja

3. yksikkdsaantdja ei ole.

Siis saantd A — u1...ug, Missa u; € VU X, voi rikkoa normaalimuotoa
kahdella tavalla:

1. joko kK = 2 ja jokin u; on paatesymboli tai

2. k>3.
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Otetaan jokaista paatesymbolia a € > kohti kayttoon uusi muuttuja X, ja
lisataan saanto X, — a. Kaikissa normaalimuotoa rikkovissa saannoissa,
joissa esiintyy a, korvataan se X,:lla.

Saantd A — w1 ...uk, missa k > 3, korvataan k — 1 uudella saannolla

A — uiA-
AQ — UQAg

Ap—o — up—2Ar_1
Ar_1 — Up_1ug

missa Ap, ..., A,_1 ovat uusia muuttujia. O
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Esimerkki 2.17: Jatketaan edellista esimerkkia

W e U RN

e

Kielioppi tulee muotoon

A

SB|BS| BSB|aA|aa
SB | BS | BSB|aA| aa
aA | aa
b|bB.

SB

SB| BS | BAs | XaA | XaXa
SB

XaA | XaXa

b | X,B

d

b.
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Yhteydettoman Kkieliopin jasennysongelma

Yhteydettoman kieliopin jasennysongelmalla tarkoitetaan laskentaongelmaa

Annettu: yhteydeton kielioppi G, merkkijono w
Kysymys: pateekd w € L(G).

Myonteisessa tapauksessa usein halutaan myos w:n johto tai jasennyspuu.
Ongelma voidaan periaatteessa ratkaista seuraavasti:
1. Muodosta Chomskyn normaalimuodossa oleva G, jolla L(G") = L(G).
2. Jos w = ¢ ja G’ sisdltdaa saannon S — e, vastaa kylla.

3. Muuten luettele kaikki pituudeltaan 2|w| — 1 olevat kieliopin G’ johdot.
Jos jokin naista on johto merkkijonolle w, vastaa kylla;
muuten vastaa ei.

Ratkaisu perustuu havaintoon, etta Chomskyn normaalimuodossa w:n
johdon pituus on aina 2|w| — 1, kun w #* . Koska pituutta 2|w| — 1 olevia
johtoja voi olla paljon, menetelma on kaytannossa lilan tehoton.
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Tehokkaampi vaihtoehto on CYK-algoritmi (Cocke, Younger, Kasami), joka
ratkaisee ongelman ajassa O(|w|®). MyOnteisessa tapauksessa algoritmi
antaa myos jasennyspuun. Kaytannossa myos O(|w|3) on kuitenkin usein
lilan hidasta.

Yksi tarkeimmista jasennysongelman sovelluksista on ohjelman jasennys
ohjelmointikielen kaantajassa. Niissa kaytetaan tehokkaampia menetelmia,
jotka edellyttavat, etta kielioppi on jossain rajoitetussa muodossa
(tarkeimmat LL(k) ja LR(k)). Emme talla kurssilla puutu naihin
menetelmiin.

Esitamme tassa CYK-algoritmin lyhyesti (huom. kurssikirjassa sivulla 267).
Voimme olettaa, etta kielioppi G = (V, X, R,S) on jo muunnettu Chomskyn
normaalimuotoon.
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Tarkastellaan jotakin johtoa A = w, MIissd w = wy ...w, € =" jan > 2. Koska
kielioppi on Chomskyn normaalimuodossa, ensimmaisen askeleen taytyy olla
A= BC, missd B = wi...w; ja C = w;41...w, jollakin i.

Saadaan seuraava rekursiivinen proseduuri Derives(A,w), joka kaikilla
muuttujilla A € V ja paatemerkkijonoilla w € ~* palauttaa True, jos A = w.

Derives(A, w)

if w=eand (A—¢)eER
then return True > tyhja merkkijono
elseif w=a€X and (A —a) €R
then return True > yksi merkKi
else olkoon w = w1 ... w,, MIiSSa w; € 2 ja n > 2
for kaikilla saanngilla (A — BC) € R
dofori«—1ton—1
do if Derives(B,w; ...w;) and Derives(C,w;y1 . ..wy)
then return True
return False

Nyt w € L(G), jos ja vain jos Derives(S,w) palauttaa True.
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