Rekursiivinen Derives on periaatteessa aivan toimiva algoritmi, mutta
erittain tehoton. Jos tarkastellaan esim. Kieliopinpatkaa

S — AB|CA]|...
A — CB]...

ja kutsua Derives(S,abcde), niin kutsu Derives(B, de) tulee toistetuksi
ainakin kolme kertaa:

Derives(S, abcde) Derives(A, abc)

.................

Derives(C,a) Derives(C, bc)

Derives(A, bcde)%:—Derives(B, de)

.................

Derives(C, ab) Derives(C, c)

Derives(4, cde) — 7 Derives(B, de)_}
Ongelma muuttuu viela paljon pahemmaksi pitkilla merkkijonoilla.
Algoritmin aikavaativuus on eksponentiaalinen merkkijonon w pituuden
suhteen. Sita voidaan oleellisesti tehostaa kayttamalla taulukointia eli
dynaamista ohjelmointia (dynamic programming).
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Turhaa laskentatyota voidaan vahentaa pistamalla kerran lasketut
valitulokset taulukkoon. Muodostetaan siis n x n taulukko table(1..n,1..n),
missa n = |w| on alkuperdisen merkkijonon pituus ja taulukon alkio table(i,j)
listaa kaikki ne muuttujat, joista voidaan johtaa merkkijono w;...w;:

table(i,j)z{A€V|A:*>wi...wj}.

Edella kaytetty periaate tapauksessa ¢ < 5 tulee nyt seuraavaan muotoon: jos
e Kieliopissa on saanto A — BC ja
o tiedetddn B € table(i, k) (eli B = wj...wy) ja
o tiedetddn C € table(k+ 1,5) (eli C = wpay ... wj)

niin voidaan paatella
o Ac table(i,j) (eli A= w;...w;).

Tapauksessa ¢ = j patee A € table(7,7), jos ja vain jos Kieliopissa on saanto
A — Wwj.
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Edella esitetyn perusteella arvo table(i,j) osataan laskea, jos tunnetaan
table(p, q) indekseille (p,q) joilla ¢ — p < 7 — 4. Taulukko siis kannattaa tayttaa
seuraavasti:

vaiheessa 1 tdytetaan alkiot (1,1),(2,2),(3,3),...,(n,n).
vaiheessa 2 tadytetdan alkiot (1,2),(2,3),(3,4)...,(n—1,n).
vaiheessa 3 tdytetaan alkiot (1,3),(2,4),(3,5)...,(n—2,n).

vaiheessa ¢ tdytetaan alkiot (1,4),(2,44+1),(3,44+2)...,(n—£+ 1,n).

vaiheessa n — 1 taytetaan alkiot (1,n—1) ja (2,n)

vaiheessa n taytetdan alkio (1,n).

Siis vaiheessa ¢ taytetdaan alkiot table(i,7), missa j =1+ ¢ — 1.
Lopuksi todetaan w € L(G), jos ja vain jos S € table(1,n).
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Taulukon table tayttamisjarjestys tapauksessa |w| = 8. Alkioita table(i, 7)

missa 5 < ¢ ei kayteta.

N1 23]4]s5
X

X | X
XXX
X XXX
XX XXX
XX XXX
XX XXX
X i ei kiytets

vaihe 8

vaihe 7

vaihe 6

vaihe 5

vaihe 4

vaihe 3

vaihe 2

vaihe 1
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Alkion table(i, 7) tayttamiseen tarvitaan
e alkiot table(i,i),...,table(i,7 — 1) ja
e alkiot table(z 4+ 1,7),...,table(y,7).

Saannon A — BC perusteella
A € table(3,7), jos jokin
seuraavista patee:

B € table(3,3) ja C € table(4,7)
B € table(3,4) ja C € table(5,7)
B € table(3,5) ja C € table(6,7)
B € table(3,6) ja C € table(7,7)

XXX XX XX
XXX XXX

X | x| x| x x|
X | x| x| x
X | x| X

x| FA A O
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Saadaan seuraava algoritmi [Sipser s. 267]:

CYK(G, w)

> Oletus: G = (V,X,R,S) on Chomskyn normaalimuodossa
if w=¢e¢ and S — ¢ on saanto then return True
alusta table(i,j) < 0 kaikilla 7 ja j
for i — 1 to |w] > vaihe 1
do for kaikille muuttujille A eV
do if A — w; on saantd
then table(i,i) « table(i, i) U{ A}
for{—2ton > vaiheet 2,....,n
doforis«—1ton—/¢+41
doj«—i1+4+£—-1
for k—1toj—1
do for kaikille saannoille A — B(C'
do if B € table(i,k) and C € table(k + 1,7%)
then table(i,j) « table(i,j) U{ A}
if S € table(1,n) then return True else return False
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Esimerkki 2.18: Tarkastellaan merkkijonoa w = abba ja kielioppia

AB | BC
AC | a
AB | b
al|b

l

QW= W»
Ll

Seuraavan taulukon mukaan S € table(1,4) eli w kuuluu kieleen. Taulukkoon
on lisaksi merkitty, mitka valivaiheet ovat tuoneet muuttujan S joukkoon
table(1,4).

N 2 3 4

Zlmm@A

2><B© \@

3 > ><<® c

| ><><<|><< 4 ©
O
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Yhteenveto:

e Chomskyn normaalimuoto takaa, etta lyhyille merkkijonoille myos
johdot ovat lyhyita (vrt. sivu 151), joten jasentaminen on ainakin
periaateessa mahdollista syotteen pituuden suhteen polynomisessa
ajassa.

e Naiivi rekursiivinen Derives toimii oikein, mutta ei tehokkaasti.

e Varsinainen CYK-algoritmi laskee samat asiat kuin Derives, mutta
organisoi laskennan tehokkaammin.

CYK on esimerkki keskeisesta algoritmisuunnittelutekniikasta, jota
kutsutaan taulukoinniksi eli dynaamiseksi ohjelmoinniksi:

e Ongelma jaetaan osaongelmiin.

e Ensin ratkaistaan kaikki pienemmat osaongelmat. Niiden ratkaisuista
voidaan koota ratkaisut suurempiin osaongelmiin.

e Lopuksi saadaan ratkaisu koko ongelmaan. Turhalta nayttava
pienempien osaongelmien ratkaiseminen vahentaa kuitenkin
kokonaistyomaaraa.
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CYK-algoritmissa kolme sisakkaista for-silmukkaa, joita kutakin iteroidaan
O(n) kertaa. Siis algoritmin aikavaativuus on O(n3), jos kieliopin koko
lasketaan vakioksi.

Korollaari 2.19: [Sipser Thm. 7.16] Milla tahansa yhteydettomalla Kielella
L kysymys " pateek6 w € L?" voidaan ratkaista ajassa O(|w|3). O

Kuten edella mainittiin, CYK-algoritmi ei ole realistinen vaihtoehto
ohjelmointikielen jasentamiseen tms. Sovelluksissa kaytetaan tehokkaampia
algoritmeja, jotka kuitenkin toimivat vain sopivasti rajatulle luokalle
Kielioppeja.
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Pinoautomaatit (pushdown automaton, PDA) [Sipser luku 2.2]

Pinoautomaatti on aarellinen automaatti, johon on lisatty rajoittamaton
madara muistia pinon (stack) muodossa. Naemme jatkossa, etta kielen voi
tunnistaa pinoautomaatilla, jos ja vain jos se on yhteydeton.

Esimerkki 2.20: Kielen {0"1" | n € N} voi hyvaksya pinon avulla seuraavaan

tapaan:
1: JOs seuraava merkki on 0 niin
Push(0)
mene kohtaan 1
muuten
Pop

mene kohtaan 2

2: JOSs seuraava merkki on 1 niin
Pop
mene kohtaan 2

Merkkijono hyvaksytaan, jos pino on tyhja kun merkkijono loppuu. O

182



Ryhdymme nyt formalisoimaan pinoautomaattia. Tarkastelemme alusta
alkaen epadeterministisia pinoautomaatteja. Airellisistd automaateista

poiketen epadeterministinen pinoautomaatti on aidosti deterministista

vahvempi laskennan malli (ks. esim. 2.22).

Pinoautomaatti on kuusikko (Q, %, I, 4, qo, '), missa

1.

S o & W N

(Q on aarellinen tilajoukko,

2 on aarellinen syoteaakkosto,

[T on aarellinen pinoaakkosto,

0: Q x>, xTI.— P(Q xy) on siirtymafunktio,
go € @@ on alkutila ja

F C @ on hyvaksyvien tilojen joukko.

Maaritelma muistuttaa epadeterministisen aarellisen automaaton
maaritelmaa; eroina ovat pinoaakkosto ja siirtymafunktio.
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Siirtymafunktio on siis funktio
0: QXX XxT—P(Q xT.).
Muistetaan, ettd >. = 3> U{e} ja P tarkoittaa potenssijoukkoa.

Siirtymafunktion tulkinta on seuraava:

Jos (¢',c) € 6(q,a,b), niin tilassa g voidaan lukea syotemerkki a,
poimia pinon paalta merkki b, siirtya tilaan ¢’ ja painaa pinoon
merkKki c.

Tassa a, b tai ¢ voi olla myos ¢, jolloin tulkinta on:
e jOS a = &, niin seuraavaa syotemerkkia ei lueta;
e jOoS b = ¢, niin pinosta ei poimita (eika lueta) mitaan; ja

e JOS ¢ = g, niin pinoon ei paineta mitaan.
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Muodollisesti pinoautomaatti M = (Q, X, I, 6, qo, F) hyvaksyy merkkijonon
w € 2%, jos jollain m € N on olemassa

® W1 EZ&, ey wm625,j0i“a w:wl...wm;

o tilat ro € @, ..., rm €Q ja

e merkkijonot sp e '*, ..., s, € I'* (" pinon sisallot”),
missa

o 70 = qo ja sop = ¢ (aluksi pino tyhja)

e kaikilla :=20,...,m — 1 voidaan Kkirjoittaa s; = at ja s;3-1 = bt, missa
(rig1,b) € 0(ri, wit1,a), ja

e r,, € F.

Tuttuun tapaan automaatti hylkaa merkkijonot, joita se ei hyvaksy.
Automaatin tunnistama Kieli koostuu sen hyvaksymista merkkijonoista.
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Esimerkki 2.21: [Sipser Ex. 2.14] Kieli {0"1™ | n € N} voidaan tunnistaa
pinocautomaatilla My = (Q,%,I,6,q1, F), missa Q = {q1,92,93,4 },
>={0,1}, r={0,%}, F=1{q1,9a} ja § on seuraava:

syote: 0 1 €
pino: € 0 $ £
q1 {(q2,%)}
q2 {(q2,0) } || {(g3,¢)}
43 {(g3,e)} {(ga,€) }
q4

Siis esim. §(g3,¢,%) = { (qa,¢) }.

Koska formalismissa ei ole sisaanrakennettua pinon tyhjyystestia, pinon
pohjan merkiksi laitetaan $. Sama tekniikka toistuu jatkossa.
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a,b—c

Esitetaan sama havainnollisemmin tilakaaviona. Merkinta ¢ —— ¢
tarkoittaa (¢’,c¢) € 6(q,a,b).

(: 8’6_>$ %
~
/\612 0,e —0

1,0 —¢

< /q-3 1,0 —» ¢
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Esimerkki 2.22: [Sipser Ex. 2.18] Kieli { ww”® | w € {0,1}"} voidaan
tunnistaa seuraavalla periaatteella:

1. Syotteen ensimmaisen puolikkaan ajan paina merkkeja pinoon.

2. Syotteen toisen puolikkaan ajan poimi merkkeja pinosta ja vertaa juuri
luettuun.

SyoOtteen keskikohta arvataan epadeterministisesti. Itse asiassa tata kielta ei
edes ole mahdollista tunnistaa PDA:n deterministisella variantilla.

€,€—>$ - 0,8—>O
NG 1e—1

€,€ > €

V

()< (. i
<< q3
1,1 —¢

£,%—c¢

O
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Esimerkki 2.23: Seuraava PDA hyvaksyy ne merkkijonot, joissa on yhta
monta nollaa kuin ykkosta.

Pinoaakkosto on ' = { A, B,$ }. Pinossa pidetaan kirjaa tahan mennessa
luettujen nollien ja ykkosten maarien erosta. Esim. AAA$ tarkoittaa, etta
nollia on ollut kolme enemman, ja BBBBB$, etta ykkosia on ollut viisi
enemman.

g, e — A
0,A— A
0,$—% 0,B —e¢
1,A—e¢
i : g,e — % ¥p
1.B— B e,$—e¢
1,$—9%
g,e - B
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Yhteydettomien Kielioppien ja pinoautomaattien vhteys
[Sipser s. 117—124]
Naemme, etta yhteydettomien kielioppien tuottamat kielet ovat tasan samat

kuin ne, jotka voidaan tunnistaa pinoautomaatilla. Aloitetaan helpommasta
suunnasta.

Lemma 2.24: [Sipser Lemma 2.21] Jos Kieli on yhteydetdn, se voidaan
tunnistaa pinoautomaatilla.

Todistuksen perusidea on laatia annetun Kkieliopin pohjalta pinoautomaatti,
joka toteuttaa seuraavan algoritmin:

Generoi: Tuota epadeterministisesti pinoon merkkijono w € 2%,

jolla S = w.
Testaa: Vertaa pinon merkkijono syotteeseen merkki kerrallaan.
Jos 10ytyy ero, hylkaa. Jos pino tyhjenee samaan aikaan, kun

syote loppuu, niin hyvaksy.

Epadeterminismi on oleellista: valitsemalla generoimisvaiheessa sovellettavat
saannot epadeterministisesti varmistetaan, etta jokaisella kieleen kuuluvalla
merkkijonolla w on mahdollisuus tulla tuotetuksi.
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Toteutusta rajoittaa, etta automaatin tietorakenne on pino, josta vain
huippu on kulloinkin nakyvissa. Siksi generointi- ja testausvaihe pitaa
lomittaa: aina kun pinon huipulle saadaan paatesymboleita, kaydaan
vertaamassa niita syotteeseen ennen generoinnin jatkamista.

Saadaan tarkennettu algoritmi:

1. Alusta pinon sisalloksi S$, missa S on lahtosymboli ja $ merkitsee pinon
pohjaa.

2. Toista seuraavaa:

(a) Jos pinon huipulla on muuttujasymboli A, valitse
epadeterministisesti saanto A — w. Korvaa A merkkijonolla w.

(b) Jos pinon huipulla on paatesymboli, poista se pinosta ja vertaa
seuraavaan syotemerkkiin. Jos ne eroavat, hylkaa.
(c) Jos pinon huipulla on $, hyvaksy jos syote on loppu; muuten hylkaa.

Tama pitaa viela koodata pinoautomaatiksi.
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Esimerkki 2.25: Tarkastellaan kielioppia

S — Sa|T
T — DbTc|e

ja merkkijonoa bbcca, jolla on johto

S=Sa=Ta=bl'ca= bbTcca= bbcca.
Haluamme muodostaa pinoautomaatin, joka syOtteella bbcca vuorotellen

e soveltaa pinoon yllaolevan johdon saantoja ja

e poistaa pinosta syoOtetta vastaavia paatemerkkeja.

Pinon kayttaytymisen pitaisi siis olla seuraava:
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jaljella oleva syote pinon sisalto

bbcca €
bbcca $
bbcca S$
bbcca Sa$
bbcca Ta$
bbcca bTca$
bcca Tca$
bcca bTcca$
cca Tcca$
cca cca$
ca ca$
a a%
5 $
g g

O
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Jatkossa sallimme merkinnan

(r,u) € 0(q,a,s)
myos, kun u = wuy...u; € ' (siis myds kun [ > 1). Merkinta tarkoittaa

tilassa g € (Q automaatti saa siirtya tilaan r» € Q lukemalla
syotemerkin a € > ja poimimalla pinosta merkin s € ' ja painamalla
pinoon merkit u;, ..., us.

MyOs tapaukset a = € ja s = ¢ sallitaan kuten ennenkin.
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Muodollisesti merkinta tarkoittaa, etta automaatissa on tilat q1,...,q9_1,
joilla

(Q17ul) S 5((],&, S)
6(q1,6,¢) = {(q2,w-1)}
6(q2,6,e) = {(gz,w-2)}

5(Ql—17€75) — {(Ta ul)}
ja joihin ei liity muita siirtymia. Merkinnan (r,uiususz) € §(q, a,s) kaavioesitys:

a,s — uiju2u3
~
q — T -y
N\




Lemman 2.24 todistus: Olkoon G = (V, >, R, S) yhteydeton kielioppi.
Konstruoimme edella esitetyn idean mukaisesti pinoautomaatin, joka
tunnistaa kielen L(G). Automaatin runkona on kolme tilaa gstart, Qioop Ja
Qaccept- AlKutilana on gstart ja ainoa hyvaksyva tila qaccept-

Aluksi viedaan pinoon loppumerkki $ ja alkusymboli S siirtymalla

d(gstart, €,€) = { (CIIoop> S$) } ,

g,e — S9%
start loop

Lopuksi pinosta poimitaan loppumerkki $ siirtymalla

5(QIoop> €, $) - { (Qaccepu 8) } ,

(i)
loop

kuvana

kuvana
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Varsinainen laskenta tapahtuu kahdenlaisilla siirtymilla tilasta goop itseensa:

e Kaikilla joukon R sdanndilla A — w tulee (gioop, w) € d(qioop, €, A); Kuvana

Tassa siis pinon huipulla olevasta muuttujasta A tuotetaan pinon
huipulle merkkijono w.

Tassa siis pinon huipulla oleva paatemerkki a poistetaan ja samalla
luetaan vastaava syotemerkki.

Muita siirtymia ei ole. Selvasti automaatti toteuttaa esitetyn
epadeterministisen algoritmin kielen L(G) tunnistamiseksi. O
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Esimerkki 2.26: Edellisen esimerkin kielioppista

S — Sa|T
T — DbTc|e

saadaan seuraava pinoautomaatti:

878—) €,€—> ‘

e, T'"— c

g, e — S g,e—b
T —e e, S —a
e,S—1T loop >
a,a — €
b,b — ¢ g, e — S

e,$—¢

c,c— €
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Haluamme todistaa myos kaanteisen suunnan:

Lemma 2.27: [Sipser Lemma 2.27] Pinoautomaatin tunnistama Kkieli on
yvhteydeton.

Tama suunta on hankalampi: meidan pitaa osata " purkaa’ mika tahansa
pinoautomaatti M ja kuvata sen tunnistama kieli yhteydettomana
kielioppina. Hahmottelemme seuraavassa lemman 2.27 todistuksen
esimerkkina hieman monimutkaisemmasta automaattiteoreettisesta
konstruktiosta. Lemman todistus kuitenkaan ei kuulu koealueeseen.
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Teknisten yksityiskohtien helpottamiseksi todetaan ensin, etta automaatista
M on helppo muodostaa sellainen saman kielen tunnistava pinoautomaatti

M’ etta

1. automaatissa M’ on tasan yksi hyvaksyva tila (merkitaan sitd qaccept)
2. ennen hyvaksymista M’ aina tyhjentaa pinonsa ja

3. siirtymia on vain seuraavia lajeja:
pop-siirtyma: poimii pinosta yhden merkin, ei paina mitaan
(a,s e missd aeX.jasel) ja
push-siirtyma: painaa pinoon yhden merkin, ei poimi mitaan
(a,e - s missa a € >.jasel).

Ehdot 1 ja 2 saadaan helposti voimaan lisaamalla pinon loppumerkki ja
ylimaaraiset pinontyhjennystila ja hyvaksyva tila.

Ehto 3 saadaan voimaan korvaamalla kukin siirtyma
a,s — s’ pop-push-yhdistelmalla ja kukin siirtyma
a,e — € push-pop-yhdistelmalla (yksi uusi tila per korjattava siirtyma).
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