Tuntuu luontevalta vaatia, etta algoritmissa
e yksi operaatio saa tehda vain aarellisen maaran tyota.

Siis erityisesti yksi operaatio saa
e lukea aarellisen maaran tietoa,
e etsia toimintaohjeen aarellisesta saantojoukosta ja
e Kirjoittaa aarellisen maaran tietoa.

Toisaalta ei ole mitaan syyta olla sallimatta, etta
e algoritmin kaytossa on rajattomasti apumuistia.

Taman esittaminen matemaattisesti johtaa suoraan ajatukseen, etta
matemaattiselta kannalta

algoritmi on sama asia kuin Turingin kone.

Tama on (karkeasti) alkuperdinen ajatus Turingin koneen takana.
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Turingin kone ei syntynyt sattumalta.

Matematiikan perusteiden tutkimuksessa 1900-luvun alussa keskeista oli
matematiikan mekanisoiminen (voiko matemaatikon korvata algoritmilla).
Tata varten esitettiin useita formalisointeja mekaaniselle laskennalle:

e Turingin kone (Turing 1936)

e Postin kone (Post 1936)

e u-rekursiiviset funktiot (Godel, Kleene 1936)
A-kalkyyli (Church 1936)

Merkittava havainto oli, etta nama kaikki olivat ekvivalentteja, ts. antavat
tasan saman vastauksen kysymykseen " Mita ongelmia voidaan ratkaista
algoritmisesti?” Tama johti Churchin-Turingin teesina tunnettuun
vaittamaan:

Ongelma voidaan ratkaista algoritmilla, jos ja vain jos se voidaan
ratkaista Turingin koneella.
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Churchin-Turingin teesi ei tietenkaan ole matemaattinen vaittama. Sita voi
(kenties) pitaa luonnontieteellisena vaittamana, jonka voisi periaatteessa
falsifioida rakentamalla Turingin konetta voimakkaamman laskulaitteen.

Kaytannossa Churchin-Turingin teesi lahinna sanoo, etta olemme tyytyvaisia
Turingin koneeseen algoritmin maaritelmana. Kuten edella ilmeni, talle
tyytyvaisyydelle on tiettyja filosofisia perusteita. Myoskaan sellaiset modernit
laskennan mallit kuin kvanttitietokone eivat nayttaisi uhkaavan tata teesia.

Kaytannon tietojenkasittelyn kannalta tarkea havainto on, etta myos
(idealisoitu) nykyaikainen tietokone on Turing-ekvivalentti eli pystyy
ratkaisemaan tasan samat ongelmat kuin Turingin kone. Tarkastellaan tata
hieman lahemmin.

On selvaa, etta tietokone on ainakin yhta laskentavoimainen kuin Turingin
kone: on helppoa kirjoittaa Turingin kone -simulaattori esim. C-kielella.
Tietokoneen simuloiminen Turingin koneella vaatii hieman enemman tyota.
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Ajatellaan, etta tietokonessa on k rekisteria ja lisaksi rajoittamaton maara
hajasaantimuistia (RAM).

Simuloidaan tietokonetta k + 2-nauhaisella Turingin koneella. Nauhoille
1,...,k talletetaan rekisterien 1,...,k sisallot. Nauhalla k 4+ 1 esitetaan
tietokoneen muistin sisaltd muodossa

#a#d ##tar#do##t . . . ##ta,#d#

missa n on kaytossa olevan muistin maara ja d; on muistipaikan a; sisalto
(esim. bindarikoodattuna). Nauha k 4 2 toimii apumuistina.

Aiempien esimerkkien perusteella pitaisi olla uskottavaa, etta Turingin kone
pystyy simuloimaan konekaskyja kuten

e lataa rekisterin 2 osoittaman muistipaikan sis&lto rekisteriin 3,

e lisiid rekisterin 1 sisdltoon rekisterin 2 sis&dlto jne.

Tosin muistiin kirjoitettaessa voidaan joutua siirtamaan oikealle tai
vasemmalle pitka patka nauhan k£ <+ 1 sisaltoa.
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Turingin koneiden esittaminen

Olemme edella esittaneet Turingin koneita eri tarkkuustasoilla:

formaali kuvaus: tarkka tilakaavio

toteutustaso: selitetaan nauhojen kayttd ja muut paaideat, mutta
ei puututa koneen yksittaisiin tiloihin jne.

korkea taso: esitetadn algoritmi sellaisenaan (esim. pseudokoodina)
viittaamatta erityisesti Turingin kone -malliin.

Tassa vaiheessa pitaisi olla uskottavaa, etta mika tahansa algoritmi osataan
kylla tarvittaessa " koodata Turingin koneen konekielelle”. Kuten edella on
todettu, tama on motivaatio sille, etta Turingin koneet ylipaansa ovat
kiinnostava laskennan malli.

Jatkossa siis tyydymme yleensa esittamaan Turingin koneet melko korkealla
tasolla.
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4. Ratkeavuus

Tarkastelemme formaaleihin Kieliin liittyvia algoritmeja kayttaen Turingin
konetta algoritmin tasmallisena maaritelmana.

Taman luvun jalkeen opiskelija
1. osaa kuvailla universaaliin Turingin koneeseen liittyvat peruskasitteet

2. tuntee universaalikielen ratkeamattomuuteen liittyvat peruskonstruktiot.

Yleisemmalla tasolla tavoittena on ymmartaa, millaiset ongelmat ovat
ratkeamattomia ja mita tama tarkoittaa.
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Pysahtymisongelman ratkeavuus [Sipser luku 4.2]

Osoitamme keskeisen tuloksen, etta
e jotkin Turing-tunnistettavat kielet ovat ratkeamattomia ja

e jotkin kielet eivat ole edes Turing-tunnistettavia.

Lisaksi toteamme, etta ratkeamattomat ongelmat eivat valttamatta ole
mitenkaan "omituisia’, vaan myos monet luonnolliset ja kaytannossa
kiinnostavat ongelmat ovat ratkeamattomia.

Perusesimerkki ratkeamattomasta ongelmasta on (sopivasti formuloitu)
pysahtymisongelma

Annettu: (esim. C-kielinen) ohjelma P, syote w
Kysymys: pysahtyyko P syotteella w.
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Jos tunnetaan hieman joukko-oppia, niin ei-tunnistettavien kielten
olemassaolo voidaan todeta seuraavantapaisella paattelylla:

e Turingin koneiden joukko on numeroituva, ts. Turingin koneet voidaan
asettaa vksi-yhteen-vastaavuuteen luonnollisten lukujen kanssa.

e Kaikkien formaalien kielten joukko P(X*) (missa tahansa kiintedssa
aakkostossa 3) on ylinumeroituva; itse asiassa formaalit Kielet voidaan
asettaa yksi-yhteen-vastaavuuteen reaalilukujen kanssa.

e Siis Turingin koneita on "vahemman’ kuin formaaleja kielia. Koska
jokainen Turingin kone tunnistaa tasmalleen yhden kielen, kaikille kielille
ei mitenkaan voi olla omaa tunnistavaa Turingin konettaan.

Emme rupea tasmentamaan tata paattelya. Johdamme tarkemman
tuloksen, joka antaa konkreettisia esimerkkeja ratkeamattomista (ja
ei-tunnistettavista) kielista.
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Kuten edella todettiin, ongelma

Annettu: C-kielinen ohjelma P, syote w
Kysymys: pysahtyyko P syotteella w

on tyyppiesimerkki kaytannon ohjelmointiongelmasta, jolle ei ole
ratkaisualgoritmia. Taman perustelemiseksi osoitamme, etta vastaava
Turingin koneita koskeva ongelma

Annettu: Turingin kone M, syote w
Kysymys: pysahtyyko M syoOtteella w

ei ole Turing-ratkeava. Koska Turingin koneet ovat yhta ilmaisuvoimaisia
kuin C-ohjelmat, kyseessa on oleellisesti sama ongelma, mutta Turingin
koneita on huomattavasti yksikertaisempi kasitella.

Ensin kuitenkin on tasmennettava, mita tarkoitamme silla, etta Turingin
kone saa syoOtteena toisen Turingin koneen. Koska Turingin koneen syoOtteet
ovat merkkijonoja, meidan pitaa koodata Turingin koneet merkkijonoiksi
sopivassa aakkostossa.
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Koodaus voidaan tehda monella tavalla eivatka yksityiskohdat oikeastaan ole
oleellisia, mutta asian konkretisoimiseksi kaymme lapi yhden mahdollisuuden.

Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan, etta kaikkien jatkossa esiintyvien

Turingin koneiden syoteaakkosto sisaltaa ainakin merkit O,...,9 ja #. Kun on
annettu Turingin kone M = (Q, >, 1,4, qo, Gaccept, Greject), NiiN
e Numeroidaan tilat: Q@ = {q1,...,qn }, missa n = |Q)|.

e Valitaan tilan g; koodiksi indeksin ¢ tavallinen kymmenjarjestelmaesitys
Jja merkitaan tata koodia (¢; ). Siis (g;) on aakkoston {0,...,9}
merkkijono.

Numeroidaan ja koodataan samalla tavalla myos aakkostot > ja I ja
siirtymasuunnat L ja R. Siirtymafunktiolle saadaan koodi (¢§) luettelemalla
kaikki siirtymat 6(q,a) = (¢’,b, D) muodossa

#(q)#(a)#(qd ) #(b)#(D)#
Koko koneen M koodi on nyt aakkoston {0,...,9,#} merkkijono

<M> :#<5>##<CIO>#<Qaccept>#<Qreject>#-
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Sovitaan lisaksi, etta Turingin kone M yhdessa merkkijonon w = w1 ... wy
kanssa koodataan muotoon (M,w) = (M )# (w1 )#...#{(wy,). Voimme nyt
maaritella formaalin kielen

Arm ={{(M,w) | M on Turingin kone joka hyvaksyy w:n},

jota kutsutaan Turingin koneen hyvaksymisongelmaksi ja myos
universaalikieleksi. Se siis sisaltaa yhteen kieleen pakattuna tiedon kaikkien
Turingin koneiden tunnistamista kielista.

Lause 4.1: [Sipser s. 176] Kieli A+m on Turing-tunnistettava.

Todistus: Kieli A+p voidaan tunnistaa Turingin koneella U, joka syoOtteella
( M,w) toimii seuraavasti:

1. Tarkasta, ettd syote todella on muotoa ( M, w); jos ei ole, niin hylkaa.
2. Simuloi konetta M syoOtteella w.

3. Jos M menee tilaan gqaccept, NiiN hyvaksy.
Jos M menee tilaan greject, Niin hylkaa.

Simulaation yksityiskohdat eivat ole oleellisia, mutta hahmottelemme eraan
mahdollisuuden lyhyesti seuraavalla sivulla.
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Kun syotteena on saatu koodi
(M,w) =#(0)##(qo) # (qGaccept ) # ( Greject ) ## (w1 ) #... # (wy),
voidaan simulointi hoitaa esim. kaksinauhaisella Turingin koneella:

nauha 1 sisaltaa syOtteen, ja sen sisaltda ei muuteta
nauha 2 koodaa koneen M tilanteen uj...unqu1...v, Muodossa

#(up)#.. . #(up)##(qg)# (v )#...#(vp)#.

Yhden laskenta-askelen simuloimiseksi tapahtuu seuraavasti:

e Etsitaan ensin nauhalta 2 merkkiparin " ##' kohdalta koneen M tila q ja
nauhapaan alla oleva merkki v1.

e Nauhalta 1 etsitdan tata paria (g,v1) vastaava siirtyma
6(q,v1) = (¢, b, D).

e Paivitetdan tilannetta nauhalla 2 vastaavasti. (Koska koodien pituudet
vaihtelevat, tassa voidaan joutua siirtamaan nauhan loppuosaa
vasemmalle tai oikealle.)

e Uutta tilaa verrataan nauhaan 1, ja jos se ON gaccept tai greject, NIIN
simulaatio pysahtyy.
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Edella esitetyn kaltaista konetta U sanotaan universaalikoneeksi. Sille patee

U hyvaksyy syotteen ( M,w) < M hyvaksyy sydtteen w
U hylkaa syotteen (M,w) < M hylkdaa sydtteen w
U jaa silmukkaan syotteella ( M,w) < M jaa silmukkaan syoOtteelld w.

Koska U voi jaada silmukkaan, tama ei osoita kielta A+p ratkeavaksi. Itse
asiassa hyvaksymisongelma onkin ratkeamaton, kuten kohta naemme.

Kuvitellaan, etta haluamme tosiaan rakentaa Turingin koneita formaalien
kKielten tunnistamiseksi. Universaalikoneen takia meidan ei tarvitse rakentaa
erikseen konetta M jokaiselle kielelle L(M).

Riittaa rakentaa yksi universaalikone U. Mika tahansa kieli L(M) voidaan
tunnistaa universaalikoneella U antamalla sille ohjelmaksi koneen M koodi
( M ). Siis universaali Turingin kone on malli ohjelmoitavalle yleiskayttoiselle

tietokoneelle.
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Todistamme nyt, etta Turingin koneen hyvaksymisongelma ei ole ratkeava.
Keskeisena aputuloksena todetaan ensin [Sipser s. 181—183]

Lemma 4.2: Diagonaalikieli
D={(M)[{M)¢&L(M)}

ei ole Turing-tunnistettava.

Huom. Tarkastelemme siis, mita tapahtuu, kun jokin kone M saa syOtteena
oman koodinsa ( M ). Tama saattaa tuntua oudolta, mutta siina ei ole
mitaan sen kummempaa kuin siina, etta voimme antaa C-kielella kirjoitetulle
ohjelmalle syotetiedostoksi tekstitiedoston, jossa sattuu olemaan Kyseisen
ohjelman lahdekoodi.
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Todistus: Halutaan siis osoittaa, etta kieli

D={(M)|(M)¢gL(M)}
ei ole Turing-tunnistettava.

Tehdaan vastaoletus, etta D on Turing-tunnistettava. Talloin D = L(M)
jollain M. Nyt saadaan ristiriita tarkastelemalla merkkijonoa (M ):

(M)e L(M) < (M)eD M:n valinta
< (M) & L(M) D:n madritelma.
O

Jokainen kone M joko hyvaksyy oman koodinsa ( M ) tai ei hyvaksy.
Kumpikin vaihtoehto on vaarin kielen D tunnistavalle koneelle.

271



Nyt saamme haluamamme keskeisen ratkeamattomuustuloksen:
Lause 4.3: [Sipser Thm. 4.11] Kieli A+nm ei ole ratkeava.

Todistus: Tehdaan vastaoletus, etta jokin ratkaisija R tunnistaa kielen At+nm.
Diagonaalikieli D ={ (M) | (M) & L(M) } voidaan esittdd muodossa

D={(M)|(M,(M))ZATm}.

Kayttamalla apuna konetta R kieli D voidaan tunnistaa (ja perati ratkaista)
Turingin koneella, joka syoOtteella w toimii seuraavasti:

1. Jos w ei ole { M) millaan M, niin hylkaa.
2. Muodosta (M,(M)), missa w = (M ).

3. Simuloi konetta R syotteelld (M, (M )). Jos R hyvaksyi, niin hylkaa. Jos
R hylkasi, niin hyvaksy.

Mutta D ei ole Turing-tunnistettava; ristiriita. O
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Kieleen A+pm liittyy laheisesti Turingin koneen pysahtymisongelma

HALT+v ={(M,w) | M on Turingin kone joka pysdhtyy syotteellda w. }

Korollaari 4.4: [Sipser Thm. 5.1] Kieli HALT+yn on ratkeamaton.

Todistus: Tehdaan vastaoletus, etta HALT+m olisi ratkeava. Kieli A+m
voitaisiin ratkaista Turingin koneella, joka syotteelld ( M, w) toimii
Seuraavasti:

1. Jos (M,w) & HALT Ty, niin hylk3s.

2. Simuloi konetta M syoOtteella w. Jos M hyvaksyi, niin hyvaksy. Jos M
hylkasi, niin hylkaa.

Vastaoletuksen nojalla kohdan 1 ehto voidaan ratkaista, ja kohtaan 2
mennessa tiedetaan, etta simulaatio ei jaa silmukkaan. Mutta A+pn tiedetaan
ratkeamattomaksi; ristiriita. O
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Churchin-Turingin teesin ja erilaisten laskentaformalismien ekvivalenssin
nojalla tulkitsemme taman niin, etta ei ole olemassa mitaan algoritmia, joka
ratkaisisi annetusta tietokoneohjelmasta, pysahtyyko se annetulla syotteella.

Tietysti yksittaisesta ohjelmasta voi olla helppoakin nahda, milla syotteilla
se pysahtyy. Tulos kertoo, etta mille tahansa yleisen pysahtymisongelman
ratkaisemiseen tahtaavalle algoritmille voidaan esittaa syote, jolla algoritmi
ei toimi (vaan antaa vadaran vastauksen tai menee silmukkaan).
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Todetaan viela, etta " hyvaksymattomyysongelma” A+wm €i ole edes
Turing-tunnistettava. Todistetaan ensin aputulos

Lause 4.5: [Sipser Thm. 4.22] Jos A ja A ovat tunnistettavia, niin ne ovat
ratkeavia.

Todistus: Oletetaan, etta Turingin koneet M; ja M> tunnistavat kielet A ja
A. Kieli A voidaan ratkaista koneella, joka syotteella w toimii seuraavasti:

1. Simuloi koneita M7 ja M, syoOtteella w rinnakkain, kumpaakin aina yksi
askel kerrallaan, kunnes toinen pysahtyy.

2. Jos M; hyvaksyy tai M»> hylkaa, niin hyvaksy.
3. Jos M; hylkaa tai M»> hyvaksyy, niin hylkaa.

Koska w kuuluu jompaan kumpaan kielistd A ja A, ainakin toinen simulaatio
varmasti pysahtyy. O

Korollaari 4.6: [Sipser Cor. 4.23] Kieli A+m ei ole Turing-tunnistettava.

Todistus: Tiedamme, etta A+m on Turing-tunnistettava. Jos myods A+wm
olisi Turing-tunnistettava, niin Aty olisi ratkeava. O
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On myos runsaasti esimerkkeja, joissa sen enempada kieli A kuin sen
komplementti A eivat ole tunnistettavia. Sivun 260
numeroituvuusargumentin perusteella itse asiassa tallaisia kielia on
ylinumeroituvasti.

Konkreettisia esimerkkejakin on melko helppo loytaa, esim. Turingin
koneiden totaalisuusongelma

TOTALtym = { (M) | Turingin kone M pysahtyy kaikilla syotteilla }

ja Turingin koneiden ekvivalenssiongelma

EQ+y = { (M1, M3) | Turingin koneet M; ja M» tunnistavat saman kielen }.

Emme tassa rupea kehittamaan ratkeamattomuuden teoriaa taman
pidemmalle.

276



